Teorema 1 La densita di probabilita di {B (t)},c,, 4, condizionata a B (t1) =

t—ty (t2—t)(t—t1)
to—1t1 (t27t1) :

a e B(tz) =b & normale di media a + (b —a) e varianza

Dimostrazione: Sia {X ()},c(,, ,,) il processo stocastico di densita
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P{B(t) € dz|B(t1) = a, B (t2) = b
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¢ la densita di probabilita di B (t) condizionata all’evento {B (t1) = a, B (t2) = b} .

Allora, X (t) Ly (t) con {Y () }1epy, 4, 11 Processo stocastico tale che Y (t) =
a + B (t —t1) condizionato all’evento {B (to —t1) =b—a}. Ma Y (¢) Lo+
W(t—t1) + tiittll (b—a), dove {W (t —t1)},cps, 1) € il Ponte browniano tra
t e t, ovvero W (t —t1) £ B(t—t;) — £ B (ty — t1) . Percio, B[Y (1)] =
a+ t:ttll (b—a)e
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e, siccome per ogni t € [t1,t2] fissato B (t —t1) e [B (t2 — t1) — B (t — t1)] sono
indipendenti,
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dove s’¢ usato il fato che
[Bta—t1) =Bt —t)] £ B((ta—t1) = (t—t1)) = B(ta—t) . (6)



Dunque W (t) & il processo stocastico gaussiano con distribuzione di proba-
bilita
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