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Definizione 1 Sia (Q,]:, {]:n}nzo ,]P’) uno spazio di probabilita filtrato. Una successione di

v.a. {n},50 definita su (Q,F, {Futuso P) ed adattata a {F,},-, é detta catena di Markov
rispetto a P, se Vn > m >0, B € B(R)

PlweQ:& (w)eBHFn) =P{H{we:& (w) € B} P-ge, (1)
ovvero, se per ogni funzione f B (R)-mis., limitata

Ef (&) [Fml = E[f (&) [&m]  P-g.c.. (2)

La (1) é detta proprieta di Markov.
Cio implica che, se n > m > 0, dati due eventi F' e P tali che:

e [ appartiene alla calgebra rispetto alla quale sono misurabili le v.a. &;, i > m;

e PeFp, 0 <k<m

si ha
P(FnP|Fn) =1pP(F|F,) =P (F|Fn) P(P|Fn) P-q.c. (3)

Ovvero, nel caso in cui s'interpreti {§,},, come l'evoluzione di un sistema reale, 'evento F
rappresenta un evento futuribile rispetto allo stato attuale del sistema &,,, mentre P rappre-
senta un evento passibile di essere accaduto nel passato relativamente allo stato presente del
sistema. Pertanto, la relazione precedente implica che per una catena di Markov, subordina-
tamente allo stato attuale del sistema 1’evoluzione futura di questo non e afflitta da quanto e
gia accaduto.

Se si interpreta l'indice che definisce la sequenzan come indice temporale, una sequenza
stocastica puo essere considerata come una modellizzazione dell’evoluzione di un sistema
dinamico fisico, biologico, ecc..



Osservazione 2 Se {&,},~, definita su (Q, F,{F.},~0,P) ¢ una catena di Markov rispetto
a P, nel caso in cui la filtrazione {F, }, <, coincide con la filtrazione generata dalla successione
di v.a. {&n},, Ovvero tale che ¥n > 0, F, = F, (§) := FS cioé la oalgebra generata dalla
collezione di v.a. {&})_ ", si dird che {&,}, > 0 su (Q, F,P) ¢ una catena di Markov rispetto
aP.

0.1 Probabilita di transizione

Definizione 3 Sia {{.},>, su (Q, F,P) una catena di Markov rispetto a P.¥n > 0, La di-
stribuzione probabilita condizionata della v.a. &,+1 rispetto alla v.a. &, P (&nyr1 () [€n) , ovvero
tale che, VB € B (R),

P (&1 (B)16n) =P({w € Q1 & (w) € B} ) (4)

¢ detta probabilita di transizione al passo n-esimo.
Inoltre, un nucleo di probabilita®

B(R) xR > (B,z) — Ppy1 (2;B) =P, (Bl§, =) €0,1] (5)

a (R,B(R)) in sé, che mappa la distribuzione di probabilita P¢,® in Pe, .., cioé tale che,
VB € B(R),

/R 0P¢, () Poss (23 B) = / dP;, (2) P, (Blé, = 7) (6)
—E[P (601 (B)|6,)] = P, (B) .

che sia una versione regolare di P (§,41 (+) |&,) , ovvero tale che, VB € B(R),

B (6, (B)[6) = oy (60: B) = / P (6ida)  P-ge., (7)

B

¢ detto funzione di transizione al passo n-esimo.
Quindi, ¥n > m > 0 e per ogni f B (R)-mis. limitata, la (2) si scrive
Ef (&) |&m] = ELf (&) |Fn] = B[ - E[E[f (&) [Fna] [Faa] - - | Fu] (8)
= /RPmH (Em; dTmin) - /an (Tp—1;dxy) f (z,) P-q.c.

Definizione 4 Sia {{.},5, su (2, F,P) una catena di Markov rispetto a P. La misura di
probabilita m = P¢, su (R, B(R)) é detta distribuzione iniziale della catena.

Lef. dispense par. 1.1 F§ =0 {&,..&} = Voo & " (B(R)).
2cf. Appunti del corso di Probabilita e Processi Stocastici Definizione 80 e Osservazione 83.
3ct. Appunti del corso di Probabilita e Processi Stocastici par. 5.1.
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Consideriamo una Catena di Markov ¢ := {,} come applicazione misurabile da (2, F) a

(R, C) 4.

Proposizione 5 Sia & = {{,}, 5, su(Q, F,P) una catena di Markov rispetto aP. Se { Ppi1 (3 dx)}, <
e 7 (dw) sono rispettivamente la famiglia delle funzioni di transizione associate alla catena e -
la sua distribuzione iniziale, la coppia (m (ds),{Pat1 (-;ds)},s,) determina completamente la
distribuzione di probabilita delle traiettorie della catena, cioe Pe su (RN,C) .

Dimostrazione: E’ sufficiente considerare il generico insieme cilindrico C (X?:_(]l Bi) dove,
Vn >0,B; € B(R),i=0,..,n—1, poiché C ¢ generata dalla collezione di questi eventi. Allora,
siccome
{weN: & (w) € By,...,&n1(w) € Byq} = 9)
{weN: & w) € By, ., éno(w) €BrotN{weN: &1 (w) € B,_1}
e{weN: & (w) € By, ..., (W) € By} € Froa,
Pe (C (x5 Bi)) =P{w € Q: & (w) € By, -, &1 () € Byoa} (10)
= E [1{uc0:60(w)eBo, £n 2(@)eBn 2} H{wetn 1(w)eBa 1))
= E [E [1{ue:o(w)eBobn2()eBn 2} L{weten 1 (w)eBa 1} Fn—2]]
= E [Lwento@)eBorén2@)eBn 2B [Lwentn 1 )eBa 1} Fn-2]]
= E [1{ucbo(w)eBo, bn 2@)eBn )P ({0 € Q1 &1 (W) € Booi} €n2)]
Ripetendo la procedura scrivedo 1'ultima espressione dell’equazione precedente come valore
atteso dell’attesa condizionata rispetto a F,_3, dato che P ({w € Q: &,-1 (w) € Bu_1}|&n—2)
¢ indipendente da &,,_3, per la definizione di catena di Markov, si ha
E [Locne, e P ({6 € Q: &y (@) € Buot} ns) [Fus) (11)
= E [1juent, s @eBn)P ({w € Q: &1 (W) € Bua} €n2) [€ns]
=P{weQ: &1 (W) € Bu1}én2) E [Lueae, s(w)eBos}Ens]
=P{we: & (W) € Bia} én2) P{w € Q: &z (W) € Bua} [&n-s)

ovvero

P{weQ: & (w) € By, .., &1 (W) € Bpq} (12)
=L [I{WEQZSU(W)EBowfn—:s(w)EBn—zs}E [1{w69:£n_2(w)eBn_2}><

xP({w € Q: &1 (w) € Bua} |&n2) [Fnsl]

=E [1{w691£0(w)EBoﬁ--:Enfs(w)Gans}]P({w € Q: &g (w) € Bua}|&ns) X
XP{weQ: &1 (w) € Buo1}|6n-2)] -

4Per la definizione dello spazio di misura (RN,C) cf. Leggi 0-1, successioni di v.a. stazionarie in senso
stretto ed introduzione alla teoria ergodica.




Iterando, si ha

P{weQ:&(w) € By,...,&n—1 (W) € By_1} (13)

=K

1{w€Q:€0(w)€Bo} H]P) ({w €Q: gn—k—&—l (CU) € Bn—k—l—l} |§n—k)]

k=2
n

-, 0P (@) [[P (e €9 Ermsn () € Briin} 160s) )
{w'eQ: &0 (w')eBo} k=2

cioe, per la (6) e per la definizione di distribuzione iniziale della catena,

Pe (C (x15'B))) = / 7 (dzo) / Py (s da ) -+ / Py (2012 By) (14)

B() Bl anl

e la tesi segue dal teorema di Kolmogorov sull’estensione di una misura su (]RN, C) .

Viceversa, una distribuzione di probabilita P su (RN,C) della forma 14 definisce una
catena di Markov £ = {¢,}, -, sullo spazio di probabilita filtrato (RN, C.{Fu}t.>0 ,IP’) tale che,
vn > 0,w € RN &, (w) = wn, Fn = Vi, & (B(R)) e, VB € B(R),

P({weRY: & (w) € B} &) =P ({weRY 1wy € B}|&) = Poga (5 B)  P-qe. .
(15)
Infatti, vale il seguente risultato.

Proposizione 6 Sia (2, F) = (RN,C) e P la misura di probabilita su (RN,C) tale che, ¥Yn >
0, B e B(R"),

P(C(B))=P{z e R": (z,..,2,) € B} (16)
:/Rﬂ(dxo)/Rpl (xo;dwl).--/an (12 dzn) 1 (20, 20) -

Allora, esiste una catena di Markov {§,},5, su (RN, C,P) di distribuzione iniziale  (dz) e
famiglia di funzioni di transizione {Poy1 (+;dx)},5q -

Dimostrazione: Sia £ = {Sn}nzo la successione di v.a. su (RN,C) tale che, Vn > 0,z €
RN &, (z) := z, e sia F, := F5. Allora, per ipotesi, Yn > 0, B € B (R"*!)

P{zeR": (& (z),...6 (2)) € B} =P{z € R": (20, .., 3,) € B} (17)
- d Py (zo:day) -+ | P, (2_y:de, )
/Rw(xo)/R 1 (20; dy) /]R (xp_1;dxy) 15 (20, .., Ty
Inoltre, dato B € B(R), da (6) segue che
P{z € R : & (2) € B, (& (2), .6 () € B} =
/Rﬁ(dxg)/RPl (xo;dx1)~--/RPn (Tp—1;dx,) 1B (ZBo,..,{lfn)//Pn_;,_l (Tn; dTpyr)

=E [1ioer : (ao,am)en} (€05 -+ 6n)) Payr (€03 B))]



ovvero, per la definizione di probabilita condizionata,

P({zeR": &1 (2) € B'} |6 &) =P ({z e RV : &1 () € B'} | F) (18)
=Py1 (& B) P-qec. .

D’altra parte pero, VB” € B (R),
P{z € R": &1 (2) € B &, (v) € B"} =
/ (dzo) /RPl xo; dzy) - /an (Tp_1;dxy,) 1pn (xn)//PnH (p; dTpyr)
=E [1err : openn () Posr (605 B')]
cioe
P ({x eRN: &4 (2) € B'} |§n) = P, (& B))  P-qec. . (19)

da cui segue la (1). =

1 Catene di Markov omogenee

Definizione 7 Una catena di Markov che ammette una descrizione regolare della probabilita
di transizione ad ogni passo si dice omogenea se esiste una funzione di transizione P (-;dz)
tale che ¥Yn > 0, P11 (-;dx) = P (-;dx), ovvero la probabilita di transizione ad ogni passo é
identica a quella del primo.

Se s’interpreta una catena di Markov come 1’evoluzione di un sistema reale, la condizione
di omogeneita della catena ¢ equivalente ad affermare che 1’evoluzione del sistema da un dato
istante di tempo a quello successivo non dipende esplicitamente dal tempo in distribuzione.
Infatti, se £ = {£,},,5 , € una catena di Markov omogenea con funzione di transizione P,VB €
B(R),eVn >k >m >0, dalla (14) si ha

P({w €Q: 6, () € BY|6n) = P({w € Q: € () € BY[&0)
= PO g B) = [ PR (i) PON iB) (20

dove P® ¢ il nucleo della potenza k-sima dell’operatore integrale associato a P, ovvero

PW) (2 dy) := /RP(x;dxl) - -/RP(xk_l;dy) . (21)

La (20) ¢ detta equazione di Chapman-Kolmogorov.
Questo e quindi ’analogo stocastico della condizione di autonomia, cioe di non dipendenza
dal tempo, dell’endomorfismo che determina I’evoluzione di un sistema deterministico.
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1.0.1 Convergenza

Proposizione 8 Se esiste una distribuzione di probabilita su v su (R, B (R)) tale che

/R v (de) P (z: dy) = v (dy) | (22)

allora la catena di Markov omogenea § = {&,},~, determinata dalla distribuzione iniziale
v e dalla funzione di transizione P per cui vale la (22) é detta stazionaria, ovvero é una
successione di v.a. stazionaria in senso stretto®.

Dimostrazione: Infatti, analogamente alla (20), Vn >0, B; € B(R), i =1,..,n, si ha

P{weQ:&(w) € C((x{1Bi))} ) (23)
—P{we: & (w) € By, ..,& (W) € Bi}|&)

_ /B P(go;dxl)---/Bnl P (4-1; By)

- /Blp(gl;d:cz)m/Bn_IP(ﬂin;Bn)

=P{w € Q: &1 (w) € By, .., 62 (w) € Bi} &)
=P({weN:SE(w) € C (X1 Bi)}E) -

Integrando la prima e 'ultima espressione rispetto a v su By € B (R) si ha
Plue:€(w) eC((xoB))} =PlweQ:SE(w) € C((xB))}  (24)

la quale implica che £ ¢ stazionaria. =
Consideriamo la catena di Markov omogenea £ = {&,},-,, descritta dalla funzione di

transizione P il cui valore iniziale &, ¢ fissato, ovvero consideriamo su (RN, C) la distribuzione
di probabilita P% tale che ¥n > 1, B € B(R),
Po{weQ: & (w) e By =15(%) , (25)
P {weQ:¢&, (w) € By =P (&;B) , (26)

cioe se & e fissato uguale a x € R,
P* .= P% = E[|¢ = 2] (27)

Come dimostra il seguente risultato, se {{,},-, converge in distribuzione ad una v.a. &
percui P¢_ ¢ indipendente dal valore assunto dalla condizione iniziale &, e soddisfa la (22)
e la successione {S"¢}, ., C RY tale che S°¢ := ¢ converge in distribuzione alla catena di
Markov stazionaria n = {n,} descritta dalla distribuzione iniziale v = P¢__ e dalla funzione di
transizione P.

Scf. note Leggi 0-1 par. 3 def. 11.



Proposizione 9 Se per ogni valore assunto dalla condizione iniziale & la catena di Mar-
kov omogenea & = {&,},5, descritta dalla distribuzione di probabilita data dalle (25) e (26)
associata alla funzione di transizione P converge in distribuzione ad una v.a. & tale che
v = Pe_ werifica la (22), allora VB € C,{S"¢}, -, converge in distribuzione alla catena di
Markov stazionaria avente v come distribuzione iniziale e P come funzione di transizione.

Dimostrazione: Sia v una distribuzione di probabilita su (R, B (R)) che soddisfa la (22)
e, Vx € R, B € B(R) sia

lim P* {w e Q: &, (w) € B} = lim P™ (2;B) =v(B) . (28)

n—0o0 n—oo

Poniamo inoltre VA € C
o) =P {weQ:8¢(w) e A} . (29)

Allora, se n = {n,} ¢ la catena di Markov omogenea descritta dalla distribuzione iniziale v e
dalla funzione di transizione P, dalla Proposizione 5 si ha
E[P*{weQ:8"¢(w) e A} |&] =E [P{we Q:8""n(w) € A} n,] (30)
=E[P{weQ:Sn(w) e A}|n]

quindi
EP{weQ:Snw)e A} n=x2]=P"{weQ:S¢(w) e A} =¢(x) wv-qc.. (31)
Dunque,
PP {weQ:8"¢(w) e A} =E [E [P* {w e Q: 8" (w) € A} [&,]] (32)

/P(”) (z;dy) E [P {w € Q: S™¢ (w) € A} &, =]
R

- / PO (a5 dy) 6 (y) . (33)

Poiché ¢ € [0,1] ed ¢ B(R)-mis. esiste una successione {¢n}n>1 di funzioni semplici che

converge uniformemente a ¢. Allora, Ym > 1,lim, o [, P™ (2;dy) ¢ (v) = [z v (dy) dm (v)
quindi, per la (30),
T n+1
Jim P*{weQ:8 w) € A} = / (dy) ¢ (34)

_/Ru( YE[P{w e Q:Sn(w) e A} [no

=E[E[P{wec Q:Sn(w) € A}|n]]
=P{weQ:n(w) e A},
cioe la tesi. m

Pertanto il problema di determinare il comportamento asintotico di una catena di Markov
omogenea ¢ descritta dalla funzione di transizione P ¢ ridotto a determinare:
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e Se VB € B(R),z € R,lim,,_,o, P™ (x; B) esiste ed ¢ indipendente da z;

e Quante sono le distribuzioni iniziali stazionarie per &, cioe le distribuzioni di probabilita
v su (R, B(R)) che soddisfano la (22) che non sono a.c. I'una rispetto all’altra; infatti,
qualora ce ne fosse piu di una, una qualsiasi combinazione convessa sarebbe ancora
soluzione della (22).

Definizione 10 Sia £ = {{n}nzo una catena di Markov omogenea descritta da una funzione
di transizione P. Un evento A € B (R) ¢ detto chiuso per £ se Vo € A, P (x; A) = 1.

Definizione 11 Una catena di Markov omogenea & = {fn}nzo descritta da una funzione di
transizione P, é detta indecomponibile se non esistono due eventi disgiunti chiusi per &.

E’ chiaro che qualora esistessero Ay, A, chiusi per &, allora, Vn > 1,
P (1 A) =14, (2), i=1,2, (35)

cioe {P™ (; Ai)}n>o non convergerebbe. Tuttavia potrebbe esistere una distribuzione di
probabilita v che soddisfa (22). Qualora la catena di Markov stazionaria n = {n,}, -, descritta
dalla distribuzione iniziale v e dalla funzione di transizione P sia ergodica, allora, VB € B (R),
per il teorema ergodico per successioni di v.a. stazionarie, la successione delle medie empiriche
{150 1p (m)}n>1 converge a v (B) v-q.c., da cui segue, per il teorema di Lebesgue della
convergenza monotona, che, Yz € R,

RS RS

lim — Y P™ (2;B) = lim =Y E[1g () |n = 7] (36)

n—oo N, n—oo N,
i=1 i=1

1 n
_E 1 ;
n & 3(77)770

N
hm—ZIB(m) n=xz|=v(B) v-q.c..
=1

= lim E

n—o0

Il
8

=E

n—00 N 4

Teorema 12 Se la catena di Markov omogenea § = {&,}, <, descritta da una funzione di
transizione P ¢ indecomponibile e ammette una distribuzione iniziale stazionaria v, allora
questa & unica e la catena di Markov stazionaria n = {n,},~, descritta dalla distribuzione
miziale v e dalla funzione di transizione P é ergodica. -

Dimostrazione: Sia v una distribuzione iniziale stazionaria per &,7 = {n,},~, la catena
di Markov stazionaria descritta dalla distribuzione iniziale v e dalla funzione di transizione
P e P la distribuzione di probabilita su (€2, F) associata a v e P. Sia inoltre A un evento



invariante relativamente a 7, ovvero tale che 3B € C tale che Vn > 0, A = Ag-.5% Posto
¢ (no) == E (1a|no) , poiché

P (Afno) = E [P (A|lF1 (1)) |no] (37)

per la proprieta di Markov, siccome Vn > 0, A € F" (n) (la calgebra generata dalla successione
S"n)",

P(A[F1(n) =P (Alm) P-qc., (38)
ma, per la Proposizione 8,
P(Alny =) =P(Ag-1glm1 =) v (dr)-q.c. (39)
e per 'invarianza di A,
P(As-1plm) =P (Alm)=¢ . (40)
Percio,
¢ (z) =E[P(Am)no = 2] =E, [plno = 2] = /RP (z:dy) ¢ (y) , v(dz)-qe..  (41)
Allo stesso modo si ha
P (A|F, (n) =P (Aln.) = P(As-npln) =P (Aln) = ¢, P-q.c. (42)
e
E ¢ (1) |Fa1 )] = E[& (1) [10—1] = E [P (An,) [0-1] (43)

= HD(A|77n—1) =0 (nn—l) =E [1A|}—n—1 (77)] , P-qc.,

cioe, essendo ¢ € [0,1], la successione {¢ (7,)},5, © una martingala regolare che quindi,
converge a 14 P-q.c. Quindi, poiché, Vn > 0, la distribuzione di 7, ¢ v, Ve € (0,1)

v{ireR:¢(x)€[e,1—¢]} =0 (44)

quindi v-q.c. ¢ € {0,1}. Poniamo

Co={z€eR:¢p(x)=0}; Cy:={zeR:¢p(x)=1} . (45)
Allora, eccetto eventualmente sull’evento D € B (R) tale che v (D) = 0,
0= [ Pdnot) . weG (46)
R
1= [P@dot) . e (47)
R

6cf. Note Leggi 0-1 sezione 3 Definizione 9.
Poniamo S° uguale all’applicazione identita su RN,
cf. Note Leggi 0-1 sezione 3 Proposizione 13



Pertanto,

Definiamo Vi = 0, 1

P(x;C)=1, ze€C\D,i=0,1.

o .=c,
= c\D
cimt) .— ot {x €ER:P (x; (Jf’”) _ 1} .

Se P (x;C’i(")> = 1 allora, z € CZ.(”) v-q.c., quindi v (CZ.(")\CI.("Jrl)) = 0. Pertanto, ponendo

A=) Cl.(n), si ha v (A;) = v(C;), ma gli eventi Cy, Cy sono chiusi e disgiunti, dunque,

n>0

per l'ipotesi di indecomponibilita: uno dei due & vuoto, ¢ vale uno o zero v-q.c., P(A) &
uguale a zero o uno e 7 & ergodica. L’unicita segue dal fatto che se esistessero vy, 5 tali che
valga per ciascuna quanto appena affermato, si avrebbe necessariamente che se vy (A) = 1
allora v (A) = 0. Allora, considerando la misura di probabilita Q su (€2, F) associata catena di
Markov descritta dalla funzione di transizione P e dalla distribuzione %1/1 + %1/2, che ¢ stazio-
naria in quanto verifica la (22), cosi come ogni combinazione convessa di due distribuzioni di

probabilita stazionarie e quindi, per quanto appena mostrato, ergodica, si avrebbe Q (A4) = =

inveceche 0o 1. m
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