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1 Misura sullo spazio delle successioni a valori reali

Sia RN D'insieme delle successioni a valori reali. Dato un boreliano B € B (R"), sia
C(B)={weR": (w,.,w,) € B} (1)

I'insieme cilindrico (cilindro) di base B € B(R"™) e C la calgebra generata dagli insiemi
cilindrici.
Teorema 1 (di Carathéodory) Sia 2 un insieme, A un’algebra dei suoi sottoinsiemi e o (A)

la pit piccola oalgebra contenente A. Data i, una misura oadditiva su (€2, A). Esiste un
unica misura o su (2,0 (A)) estensione di p,, ovvero tale che VA € A, p(A) = py (A).

Dato uno spazio misurabile (§2, F), indichiamo con B (2, F) la collezione delle misure di
probabilita su (Q, F).

Teorema 2 (di Kolmogorov sull’estensione di misure su (RN , C) )
Sia {Pn}n>1, Poe€P(R™, B(R™)) wuna collezione di misure di probabilita tali che
Vn>1,BeB(R"),

P,.1 (BxR) =P, (B). (2)
Allora 3P € (RY,C) tale che se¥n > 1, B € B(R"),
P(C(B)) = Pn(B). (3)

Dimostrazione: Vn > 1, B € B(R"), assegnamo a P (C (B)) il valore P, (B). Allora
poiché, Vk > 1,

C(B):{WERN: (wla-'awn) EB, Wntls - Wtk GR} (4)

=C|BxRx..xR
kvolt



per la (2), la definizione di P (C' (B)) ¢ indipendente dalla rappresentazione scelta di C'(B),
infatti
P,(B) =P, 1 ((BXxR)=..=P, s (BXxRx..xR), k>1. (5)

Sia C (RY) la collezione di tutti i cilindri C (B) al variare din > 1 e B € B(R"). E facile vedere
che C (RN) ¢ un algebra. Dato k > 2e Ay,.., A, €C (RN) disgiunti, dn > 1 e By, .., By € R”
boreliani disgiunti tale che A; = C (B;), i = 1,.., k. Allora,

P (ij AZ») =P (00(&)) =P (C’ (ij BZ-)> => P, (B) (6)
:ZP(C(&)):ZP(A

ovvero P ¢ finitamente additiva sull’algebra C (RN ) . Se P & anche gadditiva su C (RN ) allora
la tesi segue dal teorema precedente. A tal fine é sufficiente dimostrare che, per una generica

successione di elementi di C (RY), {C'(B,)}n>1 tale che C'(B,) | 0, P(C (B,)) — 0. Sup-
poniamo il contrario, ovvero lim,, ... P (C (B,)) = § > 0. Poiché Vn > 1, B, € B(R"), dato
d > 0 esiste A,, C B,, compatto tale che P, (B,\A,) < 2,5%, allora,

P(C/(B)\C (A) = B (B\AY) < 5o @

Sia C,, == r—,; C (A1) e sia D, tale che C,, = C (D,,). Poich¢ {C (B,)},>1 ¢ decrescente, si
ha

P (C (B,) ZIP’ D \C (Ar)) ZIP’ (B, \4z)) (8)

SZ%Z§7
k=1

ma per ipotesi lim, ., P(C (B,)) = 0 > 0 e quindi limn_mIP’(C' (D,)) > 2 > 0. Ma cio

contraddice I'ipotesi che C (D,,) | @. Infatti, ¥n > 1 sia 2™ € C'(D,,), allora

(xgn),. ,x% )> € D,,. Inoltre, poiché D; & compatto, esiste una sottosuccessione {n;} di {n}

tale che xg m) o 29 € D;. Allo stesso modo ¢ possibile scegliere {ny} C {n;} tale che

< (n2) ("2)) — (29, 29) € D,. Tterando questa costruzione si ha

Vk > 1, <x§”“,..,x§jk)) = (a9,..,2%) € Dy 9)

Considerando la sottosuccessione diagonale {my} segue che Vi > 1, atgm’“)

(22,..) € C(D,) Vn > 1 contrariamente all’ipotesi che C (D,,) | &. =

— I; €
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2 Leggi 0-1 per successioni di v.a. indipendenti

Sia {¢,;}i>1 una successione di v.a. definita sullo spazio di probabilita (2, F,P) e, Vn > 1,
siano

e F, la calgebra generata dalla collezione di v.a. {;}I,, ovvero quella generata dalla
collezione di eventi di F :

{lwe: (& (w),..§, (w)eB} BeBR"); (10)

e F" la calgebra generata dalla collezione di v.a. {;};>1, ovvero quella generata dalla
collezione di eventi di F :

{fweQ: (&, (W),& (w),..) eB}Y BeC. (11)

La calgebra

T:=()F" (12)

n>1

¢ detta oalgebra di coda. Ne segue che Vn > 1, se gli elementi della successione {’51}121 sono
v.a. indipendenti, ogni evento A € 7 ¢ indipendente da {;}7;.

Teorema 3 (Legge 0-1 di Kolmogorov) Sia {;}i>1 una successione di v.a. indipendenti
definita sullo spazio di probabilita (2, F,P).VA € T, P(A) pud assumere soltanto i valori
2ero € uno.

Dimostrazione: Sia A € 7. Allora, A € F! e pertanto 34, € F,, tale che

lim P(AAA,) =0, (13)
OVVero
P(A) = lim P(A4,), (14)
ma allora

lim P(ANA,) =P (A) .

n—oo

Poiché per ipotesi A € T, A e A, sono indipendenti, ¥n > 1, P(AN A,) = P(A)P(A,) che
tende a P2 (A) per n — oco. Dunque, vale P(A) =P?(A). m

Corollario 4 Nelle ipotesi del teorema precedente, una v.a. n definita su (Q, F,P) e misura-
bile rispetto a T ¢ degenere, ovvero dc € R : n = cP-q.c..



Dimostrazione: Poiché 1 ¢ 7-misurabile, Vo € R, {w € Q : n(w) <z} € 7. Quindi,
Plw e Q:n(w) <a} = F,(x) (15)
puo assumere soltanto i valori 0 e 1. Sia
c:=inf{r e R: F, (z) =1}. (16)
Allora, Ve > 0,
PlweQ:ic—e<n(w)<c+e}=F,(c+e)—F,(c—¢e)=1, (17)
cioé la tesi. m

Definizione 5 Un’applicazione N > n —— o, € N ¢é detta permutazione finita se o, = n
salvo un numero finito di elementi di N. Sia quindi, per ogni permutazione finita o,

RYS g+ T,o = {To,}ns1 € RY (18)

eVB el
T,'(B) :={z €eR": T,z € B} . (19)

o

Data & := {¢,};>1 una successione di v.a. definite su uno spazio di probabilita (2, F,P),
VB € C, sia
Ap i ={weN:¢(w) € B}, (20)
e, posto Ty (§) := {,, }iz1, sia
Appy ={weQ: T, (§) (w) € B} (21)

o

Definizione 6 Ogni evento A € F ¢é detto simmetrico se 3B € C tale che A = Ap e per ogni
permutazione finita o, Agp = AT;1( B)-

Teorema 7 (Legge 0-1 di Hewitt-Savage) Sia & := {,;}i>1 una successione di v.a.i.i.d.. Ogni
evento simmetrico ha probabilita zero o uno.

Dimostrazione: Sia A un evento simmetrico e sia quindi B € C tale che A = Ap. Sia
B,, € B(R") tale che, se

An = AC(Bn) = {w €N: (51 (CU) ) "7§n (w)) € Bn}) (22)
lim,, .. P(AAA,) = 0. Poiché le £, sono v.a.i.i.d., per ogni permutazione finita o,

P (An) = Pe (C(Bn)) = Pr, (e (C(Bn)) - (23)
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Dunque,

P(ADAL) = P(ApAA,) = Pe (BAC (By)) = Pr (e (BAC (By) (24)
{we: T, (&) (w) e B A{weQ:T, (&) (w) € C(Bn)})

P
P

=P{we:{(w)eB}A{weQ: T, () (w) e C(B,)})
P

T;1<O<Bn>>) ‘

Allora, limnﬂooP(AAATgl(c(Bn)O = 0, ovvero limnﬂooP(ATgl(c(Bn)O = P(A), il che
implica

llm ]P) (An m ATJI(C(Bn))> - IP) (A) . (25)

n—oo

Scelta la permutazione finita o tale che, o, =2n —i+1peri=1,..,neo;, =iVi >n+1,

P (An N Axcm)) =
P{weQ: (& Ww),..& (W) € BaN{w € Q: (&, (W), £y (W) € By},

ma poiché le &, sono v.a.i.i.d.,

P <An N ATgl(C(Bn))) —P(A,)P (ATgl(C(Bn))> — P2 (4,) — P?(A). (26)

n—oo

Percio VA € F simmetrico P (A) =P?(A4). =

Osservazione 8 Se {¢;}i>1 una successione di v.a. indipendenti definita sullo spazio di prob-
abilita (2, F,P), sia {Sn}n>1 la successione di v.a. tale che Vn > 1,5, :=>"7_ &,. Allora,
se X" ¢ la oalgebra generata dalle v.a. {S,,}, . , ogni evento A € T (S) = (), >, X" € in-
variante per permutazioni finite, quindi, se le £; sono v.a.i.i.d., P (A) assume soltanto i valori
0 e 1. E altrettanto vero che ogni evento A € T essendo indipendente dai valori assunti da
&y &,y Y > 1, € invariante per permutazions finite. Quindi la Legge 0-1 di Kolmogorov nel
caso di una successione di v.a.i.i.d., risulta essere un corollario di quella di Hewitt-Savage.



3 Successioni di v.a. stazionarie (in senso stretto)
Sia RY 5 u —— Su € RY ’applicazione tale che Vi > 1, (Su), = ui41 e VB € C sia
S'B:={ucR":Suc B}. (27)
Dunque, Vn > 2,87"B = S7! (S~(""VB) . Inoltre, se B € C, da (20) segue che, Vn > 1,
Ag-np ={w € Q:8"¢(w) € B} . (28)

Definizione 9 Sia & = {§;}i>1 una successione di v.a. definita sullo spazio di probabilita
(Q,F,P). Un evento A € F ¢é detto invariante relativamente alla successione £ se 3B € C
tale che Vn > 1

A:={weQ:5"%(w) € B}. (29)

Sia inoltre I la oalgebra generata dalla collezione di tali insiems.

Definizione 10 Una v.a. n definita sullo spazio di probabilita (2, F,P) é detta invariante
relativamente alla successione & se € I misurabile, ovvero se esiste una v.a. @ definita su
(RN,C) tale che n = o & = o SE.

Definizione 11 Una successione di v.a. § = {&,;}i>1 definita su (2, F,P) é detta stazionaria
(in senso stretto, rispetto a P) se VB € C,n > 1P (Ag) =P (As-np).

Definizione 12 Una successione di v.a. § = {&;}i>1 definita su (Q, F,P), stazionaria, ¢
detta ergodica (rispetto a P) se, VA € F invariante rispetto a &, P (A) puo assumere solo i
valori zero e uno.

Proposizione 13 Ogni evento invariante per la successione di v.a. & = {&;}i>1 definita su
(Q, F,P) appartiene alla oalgebra di coda.

Dimostrazione: 7 = ﬂn21 F", ma F" & la calgebra generata dalla successione S"¢
quindi 7" = ,5, S7"F¢ con F¢ C F la calgebra generata dalla collezione d’insiemi { A} pec-
Poiché se A ¢ invariante, per definizione 4B € C tale che Vn > 1,

A={weQ:8S"¢ e B}, (30)
Ae S_nfg =F". n

Osservazione 14 Se £ = {¢;}i>1 € una successione di v.a.i.i.d., £ é stazionaria in senso
stretto. Quindi, poiché la oalgebra degli insiemi invarianti é contenuta nella oalgebra di coda,
l’ergodicita della successione & seque dalla Legge 0-1 di Kolmogorowv.



Teorema 15 (Ergodico massimale) Sia & = {;}i>1 una successione di v.a. definite sul-
lo spazio di probabilita (2, F,P) stazionaria e tale che & € L'(Q,F,P). Sia Vn > 1,
Sp=>1_1& e M, :=max{0,5,..,S,}. Allora,

E [¢1{wea:mn@)>0p] >0 . (31)

Dimostrazione: Poiché Vn > 1 sia M, che S, dipendono soltanto dal vettore aleatorio
(&4, ..,€,), siano M, S, variabili aleatorie su (RN,C) tali che M,, = M, o&,S, = S, o&.
Allora, V1 < k <n,

M, oS¢ > S, 08¢ . (32)
Percio B B B
§1+ M, 0S8 > 5,088+ & = Sk10& . (33)
Quindi, ) B B
51251_Mn08525105_MnoS£' (34)
Allora B B B
¢ >max {S10&,.., 5,08} — M, 0S¢ (35)
e
E [&1wean@>0p] = E [(max {S10&, .., S, 08} — M, 0 SE) 1weam,(w)>0}] - (36)
Ma B B B
max {Sl © 57 ) Sn © 5} 1{w€Q:Mn(w)>0} = M, o 5 : (37)
Quindi,

[(Mn © 5 - Mn o Sf) 1{w€Q:Mn(w)>0}] (38)
[(Mn o0& — M, o Sf)] =

E [fll{wGQ:Mn(w)>0}} B
E

AVARLVS

poiché dato che £ ¢ stazionaria & < S m

Teorema 16 (Ergodico per successioni di v.a. stazionarie) Sia & = {&;}i>1 una succes-
sione di v.a. definite sullo spazio di probabilita (Q,F,P) ergodica rispetto a P, tale che
& € LY (Q,F,P). Allora, la successione di v.a. {%}n>1 tale che, ¥n > 1,5, = > 1_ &,
converge a B[] P-q.c.. -

Dimostrazione: Siano 7 := lim, (%2 — E[|Z]) e n = lim, (2> — E[¢,|Z]) . Poiché 7 &
invariante, ovvero ¢ Z misurabile, Ve > 0, A, := {w € Q ﬁ( 5} invariante. Definiamo
Vi>1

& = (6 —BG|T] —e) 14, (39)



e poniamo .
Spe=> &, M :=max{0,5;, .S} . (40)
-1
Allora, poiché M < M, |
{weQ: M (w)>0} C{weQ: M (w)>0}, (41)

dunque,

lim {wGQ:MZ(w)>O}:{wGQ:supS:(w)>0}

n— oo n>1
S* Sh
= {cuEQ:supM >0} = {w € Q:supﬂ—E[flm >5} N Ae
n>1 N n>1 n
ma, poiché
Sn (W) _ . Sn (W) _ _
> inf = E& 1T 42
sup — = > Infsup == =7+ [€:12], (42)
allora g
{wEQ:sup n () —E[&|T] >5} DA (43)
n>1 n
percio
lim {weQ: M (w) >0} =A. . (44)
Inoltre, poiché & € L'(Q, F,P), anche & € L' (Q, F,P) dato che, E[|&]]] < B[] + &
Pertanto, per il Teorema ergodico massimale, Vn > 1,E [gil{wegzM;(w)w}] > 0. Dunque,
poiché A, € T,
0< lim B [§1ueanw>0] = E[€11a] =E[(& — E[§|Z] —€) 14.] (45)

n—oo

=B[¢1a, — B§14,|T]) - eP (A:) = P (4.) |

ovvero Ve > 0,P (A.) = 0, il che implica 7 < 0 P-q.c..
Considerando al posto di &, la successione {—¢;},-, si ha che

i ((-) + Bl = - (16)

da cui segue —n < 0 P-q.c., cio¢ > 0 P-q.c.. Quindi, 0 <75 <75 <0 P-q.c., ovvero

lim S _ E & |Z] P-q.c., (47)

n—oo M,

ma poiché la successione ¢ ergodica, E[¢,|Z] = E[¢,] P-q.c.. =
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3.1 Introduzione alla teoria ergodica

Definizione 17 Sia (Q,F) uno spazio misurabile. Un’applicazione T : Q — Q ¢é detta
misurabile se, VA € F,
T'A={weQ:Twec A} € F. (48)

Definizione 18 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : Q — ) é detta
preservare la misura se é misurabile e se VA € F,

P(A)=P(T'4) , (49)
ovvero se per ogni v.a. 1 definita su (2, F,P) si ha B[n] =E[noT].

Proposizione 19 Sia (Q,F,P) uno spazio di probabilita, n una v.a. su di esso definita
eT : Q — Q un’applicazione che preserva la misura. Ponendo per k = 1, = 1 e,
Vk >2,& :=noT* 1 la successione di v.a. & = {€k}is1 € stazionaria.

Dimostrazione: VB € C,
As-ip={weN:8¢(w)e B} ={weQ:{(Tw) € B} . (50)

Pertanto, w € Ag-1p <= Tw € Ap, ovvero Ag-15 = T 'Ap. Ma siccome T preserva la
misura P (Ag-15) = P(T'Ap) = P(Ap) . Ripetendo questo argomento per Ag—xp con k > 2
si ha la tesi. m

Proposizione 20 Sia ¢ una successione di v.a. stazionaria definita su uno spazio di probabil-
ita (2,X,Q) . Allora si puo costruire uno spazio di probabilita (2, F,P), una v.a.n su di esso
definita e un’applicazione T : 2 — Q) che preserva la misura tale che la successione di v.a.
&, definita su (2, F,P) come nella proposizione precedente coincide con  in distribuzione.

Dimostrazione: Poniamo Q = RV, F := C,P := Qo (5T := S e n tale che
RY > 4+ n(u) :==u; € R. AlloraVn > 1 e ogni B € B(R"),

T'OB)={weN:SweC(B)}={weQ: (wy,.,wny1) € B} (51)
={we:((noT)(w),.,(noT")(w)) € B}
={we: (&L W), .6 (W) € B} .
Poiché ( e stazionaria si ha
P(C(B)) =Q{z e
:Q{x €

(G (2), - ¢ (2) € BY (52)
(¢ (@), Gy (7)) € BY =P (T7C(B))

(11 [l



ovvero T preserva la misura. Inoltre, siccome Vn > 1 e ogni B € B(R"™),

P(C(B)) =P{we: (& (w),.&, (W) € B} = (53)
Q{r e =: (¢ (2),.,¢, (x)) € B},

d
(=¢ m

Esempio 1 Un esempio di trasformazione che preserva la misura ¢ il flusso di fase hamil-
toniano che, per il Teorema di Liouville, conserva la misura di Lebesgue nello spazio delle
fasi.

Teorema 21 (di ricorrenza di Poincaré) Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, T : Q4 — 2
un’applicazione che preserva la misura e A € F. Allora, P-q.c. sew € A, T"w € A per infiniti

valori di n > 1.

Dimostrazione: Sia

No(A):={weA:T'w¢ AVn>1} = [ A\{we A: T"w € A} (54)
n>1
:A\U{WEQZWEA, T'w e A}
n>1

I'insieme degli elementi di A la cui immagine sotto le trasformazioni della famiglia {T”}n21
non appartiene ad A. Siccome Vn > 1, Ng (A) NT"Ny (A) = &, allora, Ym > 1,

TNy (A)NT~™INy(A) = & . (55)

Siccome T preserva la misura {T""Np (A)},~, € una successione d’insiemi disgiunti di uguale
misura

D P (No(A) =P (No(A)+ > P(T"No(A) <P(Q) =1, (56)

n>1 n>1

ovvero P (Ny (A)) = 0. Quindi, per P-quasi ogni w € A,7"w € A per almeno un n > 1.
Questo argomento si puo ripetere sostituendo T*A ad A, Vk > 1. Pertanto, poiché posto Vk >
1Ny (A) = N(TFA) ,P(N.(A) = 0, quindi Yw € A\N(A), dove
N (A) := Upso Nk (A),Ym > 1,3n,, > 1 tale che (T™)"" w € A. Dunque, T"w € A per
infiniti valoridin > 1. =

Corollario 22 Sia (Q,F,P) uno spazio di probabilita, T : Q@ — Q un’applicazione che
preserva la misura e 1 una v.a. non negativa. Allora, P-q.c. su{w € Q:n(w)> 0},

n(w)+ Z n (T"w) = oo . (57)

k>1
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Dimostrazione: Sia A, := {w € Q: 7 (w) > 1} . Allora, per il teorema precedente, P-q.c.
su A,

n(w)+ Y n(Thw) =0, (58)

k>1

quindi anche su (J,5, A, ={w € Q:n(w) >0}. =

Definizione 23 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q@ — Q un’applicazione mis-
urabile. Un evento A € F ¢ detto

e invariante per T se T 1A = A;
e quasi invariante per T' se P (AATtA) = 0.

Chiaramente sia la collezione degli eventi invarianti Z; che quella degli eventi quasi
invarianti Z7. sono subcalgebre di F. In particolare, Zr C Z C F.

Lemma 24 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q0 — Q un’applicazione che preserva
la misura. Se A € T3 allora 3B € Iy tale che P(AAB) = 0.

Dimostrazione: Sia B := lim,7"A = (o U;s, T "A. Allora, T™'B = B quindi
B € Ir. Inoltre,

AAB = (AATA) U (U (T‘kAAT‘(k“)A)) : (59)

ma 1" preserva la misura, quindi
P ((I""AAT- "V A)) =P (AAT'A) =0 (60)
da cui segue che P(AAB)=0. m

Definizione 25 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q — Q un’applicazione mis-
urabile. Una v.a. n ¢é detta invariante per T se é Zr-misurabile, ovvero = (B (R)) C Zr, o,
equivalentemente n = no’l. Allo stesso modo 1 si dira quasi invariante per T se é Ly .-misurabile

(=" (B(R)) € I7).

Definizione 26 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q@ — Q un’applicazione mis-
urabile. Un evento A € Ir é detto metricamente indecomponibile se non si pué rappre-

sentare come unione disgiunta di una coppia d’eventi invarianti di propabilita positiva, ovvero
ﬂAl,AQ S IT tali che Al N AQ = @,P(/h) ,]P)(Ag) >0eA= Al \/A2

Definizione 27 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : Q@ — Q che
preserva la misura é detta ergodica o metricamente transitiva se VA € Zp, P (A) puo assumere
soltanto 1 valori zero e uno.
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Proposizione 28 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q — § un’applicazione
ergodica. Allora ogni evento invariante di probabilita positiva é metricamente indecomponibile
se e solo se ha probabilita uno.

Dimostrazione:

—> T & ergodica, quindi per definizione ogni evento invariante di probabilita positiva ha
probabilita uno.

<= Sia A € Zr tale che P(A) = 1. Se A non fosse metricamente indecomponibile esistereb-
bero Ay, Ay € Zr disgiunti tali che P (A;),P(As) > 0e A= A;\/ Ay. Ma siccome T &

ergodica
P(A) =P (A) =1=P(4) ; (61)

percio si avrebbe che
1=PA)=P(A)+P(Ay) =2. (62)

Lemma 29 Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q — Q un’applicazione che preserva
la misura. Allora, T é ergodica se e solo se ogni evento quasi invariante ha probabilita zero o
uno.

Dimostrazione:

= Se T preserva la misura, dal Lemma 24 segue che se A € Z7 allora 3B € Zr tale che
P(AAB) = 0. Inoltre, se T' ¢ ergodica, la probabilita di un qualsiasi evento invariante,
quindi anche di B, puo assumere soltanto i valori zero e uno, dunque lo stesso vale per
la probabilita di A.

<= Segue dal fatto che Z; C 77.

Teorema 30 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q — Q un’applicazione che
preserva la misura. Le sequenti affermaziont sono equivalenti:

1. T ¢ ergodica.
2. Ogni v.a. 1 quasi invariante per T é costante P-q.c..

3. Ogni v.a. n invariante per T é costante P-q.c..
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Dimostrazione:

1) = 2) Sen ¢ quasi invariante, allora Ve € R, A, :=={w € Q : n(w) < ¢} € T}, e siccome T &
ergodica P (A.) pud assumere soltanto 1 wvalori zero e uno. Posto
Kk :=sup{c € R:P(A,) =0}, siccome A, | Q per ¢ — o0 e A. | & per ¢ —» —©
allora |k| < co. Dunque,

1
P{wEQ:n(w)</€}—P<U{wEQ:n(w)ﬁn——})—O. (63)
n
n>1
Allo stesso modo si hache P{w € Q2 : n(w) > k} =0, dunque P{w € Q : n(w) = x} = 1.
2) = 3) Se n ¢ invariante ¢ anche Z;-misurabile perché Z C T7.

3) = 1) Dato A € Zr, allora 14 & una v.a. invariante per T' che per ipotesi & costante P-q.c..
Ma poiché 14 € {0,1},P(A) puod assumero soltanto i valori zero e uno e dunque 7' &
ergodica.

Definizione 31 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : Q@ — Q che
preserva la misura é detta mixing se VA, B € F

lim P(ANT "B) =P (A)P(B) . (64)

n—oo

Teorema 32 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Ogni applicazione T : Q@ — Q mizing
é ergodica.

Dimostrazione: VA € F, B € Zy poiché T & mixing, Vn > 1, si ha
P(ANB)=P(ANT"B) =P(A)P(B) (65)

che, ponendo A = B, implica P (B) = P? (B), ovvero che ogni insieme invariante ha proba-
bilitd o zero o uno. m

Teorema 33 (di Birkhoff-Khinchin) Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, T : Q@ — )
un’applicazione che preserva la misura e n € L' (Q, F,P). Allora,

n—1
1
lim — |7+ > noTH =E|Zr] P-g.c.. (66)
k=1

Se inoltre T' é ergodica B [n|Zr] = E[n] P-q.c..
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Dimostrazione: Ponendo per k = 1,£, :=ne, Vk > 2,£, := noT*1 per la Proposizione
19, la successione di v.a. § = {&, },-, € stazionaria, quindi la tesi segue dal Teorema ergodico
per successioni di v.a. stazionarie. Inoltre, se T' & ergodica, dato che E [n|Z;] & Zp-misurabile
¢ invariante e quindi, per il Teorema 30 P-q.c. costante, ovvero E [n|Zr| = E [] P-q.c.. =

Corollario 34 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : Q@ — Q che
preserva la misura é ergodica se e solo se VA, B € F

Tim % _P(A)P(B) . (67)

n—1
P(ANB)+ ) P(ANT *B)
k=1

Dimostrazione:

—> Se T ¢ ergodica, per il Teorema di Birkhoff-Khinchin VB € F

n—1 n—1
1 1
lim — |15+ g 1p0T%| = lim — |15+ E 1 kB] =P (B) P-q.c.. (68)
n—oo 1, n—oo 1
k=1 k=1

Quindi, per il Teorema di Lebesgue della convergenza dominata,

1
lim —
bk (69)

—1
P(ANB) Z (ANT*B)
k=1

n—1

E[1ans] + ) Elaqr-sg]
k=1

1, lim ~ (13 RS 1TkB>] — P(A)P(B) .

n—oo M
k=1

= lim —
n—oo 1,

=E

<= Posto A = B € Ip,Vk > 1,si ha ANT*B = AN B = B. Quindi, la (67) implica
P (B) = P?(B), cio¢ che ogni insieme invariante ha probabilita o zero o uno.

Teorema 35 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, T : Q — Q un’applicazione che
preserva la misura e n € L' (Q, F,P). Allora,

77+Z770T’“

Se inoltre T' é ergodica E [n|Zr] = E[n] P-q.c..

Iim E |[—

n—oo

En|Zr]| =0 . (70)
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Dimostrazione: Siccome n € L' (Q, F,P),Ve > 0,IM. > 0 e una v.a. 1. € L (Q, F,P)
tale che |n.| < M. < oo e E|n—n.| < e. Allora, ponendo, per k = 1,&, := n,Vk > 2,
£ :=noT" ! e dunque Vn > 1,5, := > ,_, & nonché, definendo allo stesso modo S%, si ha

Sn 1 - k—1 k—1
|~ - Bl <E|- ?7—775+;(?70T —n o TF ) ||+ (71)
S’Z S £
+ E ;—E[n Zr)| + E|E n|Zr] — E [n°|Z7]] -

Per il Teorema di Birkhoff-Khinchin lim,, ., % = E [n°|Zr] P-q.c. ma, dato che 7. ¢ limitata,
per il Teorema di Lebesgue della convergenza dominata

lim E S _ E[n°|Zr]| =0 . (72)
n—oo n
Inoltre, E |no T"! —n_o T*"!| < & come pure
|E [|Zr] — E[n°|Zr]| = [E[(n — n°) |Z7]| < Bllnp — | |Zr] <€ . (73)

Pertanto, Ve > 0, |22 — E [n|Z7]| < 2¢. Se inoltre T ¢ ergodica, E [n|Zr] = E[n] P-q.c.. m
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