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Parte 1

Elementi di Calcolo delle Probabilita



Capitolo 1

Alcune nozioni di teoria della misura

1.1 Insiemi misurabili
Sia € un insieme e P (€2) 'insieme delle parti di 2, VA C Q sia A° := Q\ A.
Definizione 1 Una collezione A d’insiemi di ) é detta algebra di Boole se:

1. Qe A;
2. se Ae A allora A° € A;
3. seVneN, A, e A, i=1,.,n, allora|J]_, A; € A.

Definizione 2 Un’algebra di Boole A ¢é detta calgebra se, data {A,}nen C A una collezione
numerabile d’insiemi di Q allora |, .y An € A.

Osservazione 3 Osserviamo che dalla precedente definizione seque che anche l'intersezione nu-
merabile di elementi di A appartiene ad A, poiché se |J,c An € A, dove Vn € N, A, € A, allora
per definizione di algebra di Boole A> (U, cn An)” = Nyen AS, ma AS € A,Vn € N.

Inoltre notiamo che P () werifica tutti gli assiomi che definiscono una oalgebra, pertanto
l"insieme delle oalgebre non ¢é vuoto.

Teorema 4 Data una collezione G di sottoinsiemi di §2 esiste la pit piccola oalgebra o (G)
contenente G e 0 (G) é detta oalgebra generata da o (G) .

Dimostrazione: Sia Z(G) la collezione di tutte le calgebre di € contenenti G, allora
0(9) == Npezg) B- ™

Esempio 1 Se {2 coincide con R munito della topologia euclidea e G coincide con la collezione
degli aperti di R rispetto a tale topologia, o (G) ¢ detta oalgebra dei boreliani di R e si denota col
simbolo B (R).

Esercizio 1 Dimostrare che se G = {(—00, q] }4eq allora, o (G) = B(R).



Definizione 5 Siano A e B due oalgebre d’insiemi di ). Allora, se ogni elemento A di A é
anche elemento di B diremo che A é contenuta in B, ovvero A C B, il che permette di definire
una relazione d’ordine parziale tra oalgebre di sottoinsiemi di €.

Osservazione 6 Dalla definizione precedente seque che ogni oalgebra A di sottoinsiemi di ) é
contenuta in P () e pertanto questa é detta oalgebra massimale.

Definizione 7 Sia {A,}nen € P (Q) una collezione numerabile d’insiemi di 2. Allora, se
Vn € N:

o A, C Anii1, {Apntnen € detta crescente, Ay := oy An = limypoo Ay e la collezione { Ay }ren
¢ detta accrescere a Ao, in simboli A,, T As.

o A, D Apii, {Aptnen € detta decrescente, Ay = ),y An = limpyoo Ay € la collezione
{A, }nen € detta decrescere a A, in simboli A, | Ax.

Inoltre, una collezione numerabile d’insiemi di §) che sia crescente o decrescente é detta
monotona.

Definizione 8 Una collezione M di sottoinsiemi di ) tale che, se {A,}nen C M € una collezione
monotona, allora A, € M ¢ detta classe monotona di elementi di P (€2).

Proposizione 9 Una oalgebra A di sottoinsiemi di ) é una classe monotona.

Dimostrazione: Se {A,},cn C A € una successione crescente, allora Ay, = J,,cy An € A per
definizione di oalgebra. Inoltre, considerando {A¢},cn, che & decrescente, si ha

Ago:ﬂA;:(UAn> €A, (1.1)

neN neN

ovvero che A ¢ una classe monotona. ®

Osservazione 10 Se G C P (R2), dalla definizione di oalgebra generata da G, resta allora definita
M (G) la classe monotona generata da G, ovvero la piu piccola classe monotona contenente gli
elementi di G.

Teorema 11 Se B ¢ un’algebra di Boole, M (B) e o (B) coincidono.

Dimostrazione: ¢ (B) ¢ una classe monotona, quindi o (B) > M (B).
D’altra parte, se dato A € P ()

A(A;B):={BeP(Q):AUB,ANB,AAB € M (B)}, (1.2)

poiché le applicazioni
UNA:P(Q)xP(Q)— P(Q) (1.3)



sono simmetriche, B € A(A;B) <= A € A(B;B). Inoltre, VA € P (), A(A;B) & una classe
monotona, infatti, se { B, }nen C A (A; B) e crescente (decrescente), come pure {AU By}, .\ , men-
tre {AN By}, cn s {A\Bn fnen sono decrescenti (crescenti), {B,\A}nen ¢ crescente (decrescente)
ed il loro limite ¢ in M (B), quindi lo ¢ anche il limite di {AAB,, }nen.

Siccome B C M (B), se A € B allora, VB € B, B € A(A;B). Percio B C A(A;B) e
A(A; B) D M (B). Tuttavia, VB € M (B),se A€ B, A€ A(B;B), ovvero B C A(B;B). Dun-
que, VB, B’ ¢ M (B), BUB,B'NB, B'’AB € M (B). Quindi, posto B’ =, B € M (B) implica
B¢ e M (B), ovvero M (B) ¢ un’algebra di Boole. Siccome perd se {4, }neny € M (B), { By }nen
tale che Vn € N, B, := |J;_, Ak ¢ crescente limpyoo A, = limypo By, € M (B) e dunque M (B) ¢
una calgebra, percio M (B) Do (B). m

Se A e B sono due calgebre indichiamo con A V B la galgebra o {A, B}, ovvero la quella
generata dagli eventi di A e di B. Inoltre, se Z ¢ un insieme di indici e {B},.; una famiglia di
oalgebre indicizzata da Z poniamo \/,.; B; la calgebra generata dagli eventi degli elementi di

{B}iel '

Definizione 12 Dato un insieme Q) ed una calgebra di suoi sottoinsiemi A, la coppia (2, A) é
detta spazio misurabile.

1.2 Generalita sulle misure

1.2.1 Misure positive

Definizione 13 Sia E un insieme ed £ un’algebra di Boole di suoi sottoinsiemi. Una misura
positiva finitamente additiva p su (E,E) é un’applicazione

ESAr— pu(A) e RF (1.4)
che per ogni A, B € & disgiunti, cioc ANB =0, u(AUDB) =pu(A)+ u(B).

Definizione 14 Sia E un insieme ed £ una oalgebra dei suoi sottoinsiemi. Una misura positiva
wsu (E,E) é un’applicazione o
EDA— pu(A) e RF (1.5)

cadditiva, ovvero tale che, per ogni collezione numerabile {A,}n>1 di elementi di £ i cui termini
sono insiemi mutuamente disgiunti, cioé A; N A; =0 sei 7 j, 1 (U1 An) = Dopst 1 (An).
Data una misura positiva pu su (F,€), la terna (E, &, n) € detta spazio di misura. Inoltre, sia

"' ={ACE:3A_ A, c&taleche AL CAC A, epn(A\A_) =0} (1.6)

E' D€ ed e una calgebra, pertanto E" & detta completamento di E* rispetto a 1. Ne segue che p
si pud estendere ad £ ponendo VA € £" i (A) = p(A_) e quindi considerare lo spazio di misura
(E,E“, /1) completamento di (E,E, ). Dunque, se &' = &, (E,&, 1) & detto completo.

Sia ora E uno spazio topologico di Haussdorft:



e [ocalmente compatto, ovvero tale che ogni punto di £ ammette un intorno compatto;

e ogcompatto o numerabile all’infinito, ovvero tale che esiste una successione crescente di
sottoinsiemi compatti di E, {K,},>1 tali che Vn > 1, K,, C K, 1, esaustiva di E, cioe
E= Un21 K,.

Data & = B (F) la calgebra dei boreliani di F, ovvero quella generata dagli aperti di £, una
misura positiva p su (E, B (FE)) ¢ detta localmente finita se VK C E compatto, p (K) < oo.

Il teorema di Radon-Riesz afferma che esiste una corrispondenza biunivoca tra i funzionali
lineari positivi sullo spazio lineare Cy (E) delle funzioni continue a supporto compatto su E a
valori reali ed un sottoinsieme M™ (E) delle misure localmente finite positive su (E, B (E)), dette
misure di Radon positive, che sono il completamento di restrizioni a (F,B(FE)) di determinate
misure definite su (F,&’), con & calgebra contenente B (FE). In generale, se u® & una misura
su (E,&") che origina da un funzionale positivo ¢ su Cy (F) tramite la costruzione di Radon-

e
Riesz, il completamento <E,B(E)M ,ﬁ¢> di (E,B(E),ug), con ,ug restrizione a (E,B(F))

di p®, non coincide con (E,E’ , /ﬂ’) . Cio e pero vero nel caso in cui E sia anche metrizzabile.
Infatti in tal caso data una qualsiasi misura positiva p, localmente finita su (E,B(E)) esiste
una misura positiva di Radon p coincidente con p, su (E,B(F)). Inoltre, ji ¢ regolare, ovvero

VB e B(E)",e>0,3C,AecB(E) con C chiuso e A aperto, tali che C € B C A e i (A\C) < .

1.2.2 Misure segnate

Se E ¢ metrizzabile e compatto, ¢ uno spazio di Hausdorff compatto, quindi localmente compatto
e ocompatto. Munendo Cy (E) = C (E) della norma ||-|| , mediante la decomposizione di Jor-
dan si puo costruire lo spazio lineare M (E) delle misure di Radon segnate che risulta essere in
corrispondenza biunivoca con il duale di C'(E).

Sia quindi £ metrizzabile, localmente compatto e ccompatto. Consideriamo gli spazi lineari
di funzioni reali su £ :

e Cy(F), spazio delle funzioni continue a supporto compatto;

e Oy (F), spazio delle funzioni continue nulle all’co, ovvero tali che Ve > 0, 3K, C F
compatto tale che |f (z)] < eVz € K¢;

e (), (E), spazio delle funzioni continue limitate.

Chiaramente, Cy (E) C Cy (E) C C, (E), valendo 'uguaglianza se E & compatto. Munendo
questi spazi della norma ||-|| si ottengono altrettanti spazi normati tali che:

e (}, (F) ¢ di Banach;
e C (F) ¢ un sottospazio chiuso di Cj, (E);
e Cy(E) ¢ densoin C (F) .



Tramite la compattificazione ad un punto di FE, & possibile costruire un isomorfismo tra
M <E>, con E compattificazione ad un punto di E, ed il sottoinsieme M! (E) delle misure

di Radon segnate finite di M (F), il quale risulta essere in corrispondenza biunivoca con il duale

di O (E).

1.3 Successioni di misure

Sia E metrizzabile, localmente compatto e ocompatto.

1.3.1 Convergenza forte

Indicando con M* (E) il sottoinsieme di M' (E) collezione delle misure positive finite su F e
definendo su M (E) la norma ||| vp = || = p™ (E) + p= (E), dove pt, p= € M (E) sono
gli elementi della decomposizione di Hahn-Jordan di € M (E), {p,,}n>1 € M (E) converge
fortemente a € M' (E), se converge in norma ||-|| y: -

1.3.2 Convergenza debole e dualita

Per quanto appena esposto, ¢ possibile allora definire la seguenti nozioni di convergenza debole:

L. {pp}n>1 C M (E) converge vagamente a pp € M (E),seVf € Cy(E), {u, (f)}n>1 converge
a u(f), ovvero {p,}n>1 converge nella topologia *-debole di C (F) .

2. {ptp}n>1 € M (E) converge debolmente a p € M (E), se Vf € Cu (E), {1, (f)}n>1

converge a p (f), ovvero {u, },>1 converge nella topologia *-debole di C%, (E).

3. {pptn>1 € M (E) converge strettamente a u € M (E), se Vf € Cy(E), {1, (f)}n>1
converge a 4 (f).

Vale il seguente diagramma di relazioni tra le nozioni di convergenza appena definite:
convergenza in norma ||-|| ,, == convergenza stretta = convergenza debole => convergenza
vaga.

Definizione 15 Una misura p € M' (E) ¢ detta tesa se Ve > 0, IK. C E compatto tale che
Il (K¢) <.

Equivalentemente v ¢ tesa se il suo supporto ¢ ocompatto, ovvero puo essere rappresentato
come unione al piu numerabile di compatta.

Definizione 16 Sia Z un insieme di indici. Una famiglia di misure {p;}iex C M (E) ¢ detta
tesa se Ve > 0, IK. C E compatto tale che Vi € I, || (K¢S) < e.

Teorema 17 Sia {y,}n>1 C M (E) . {,}n>1 converge debolmente se e solo se Ic > 0 ed un
sottoinsieme D denso in Cu (E) tale che ||p,||va < ¢, Vn > 1 e la successione {p, (9)}n>1
converge Vg € D.



Dimostrazione: L’implicazione diretta nel caso generale e piu difficile da dimostrare di quella
in cui si suppone che 3¢ > 0 : [|p, || vo < ¢, Vn > 1. Poiché nel seguito si considereranno soltanto
misure di probabilita, ci restingeremo a questo caso.

= Ovviamente se {x,, }n>1 converge debolmente la successione {u,, (¢)}n>1 converge Vg € D con
D denso in C (F). Inoltre, la palla di raggio ¢ nella topologia debole di C% (F), che ¢
isomorfo a M! (E), ¢ compatta, quindi, se p, ¢ il limite di {s, },>1 nella topologia debole,

100 | a1 < €

I, (g) := p, (g) & uniformemente limitata ed equicontinua, infatti ¥n > 1,

12,

inoltre & convergente su un sottoinsieme D denso in Cy (F). Quindi, per il teorema di
Ascoli-Arzela, e convergente su tutto Cy, (E). Allora, [y limite di {l,,},>1 definisce una
misura di Radon p,, € M!(E) e dunque {u,},>1 converge debolmente a j.

< La successione di funzionali lineari su Cu (F) {l,}n>1 tali che Vn > 1,9 € Cx(E),

cx(E) = ||Mn||M1(E) <c; (g=NI<cllg—fllo (1.7)

Teorema 18 Sia {1, }n>1 C M (E) . {, }n>1 converge strettamente se solo se {ju, }n>1 converge
debolmente e Ve > 0, IK. C E compatto e N. > 0 tale che, ¥Yn > N, |u,| (KS) < €, ovvero la

famiglia {p,, }n>n.+1 € tesa.

Dimostrazione:

= {i, }n>1 converge strettamente allora converge debolmente e, dall’implicazione diretta del teo-
rema, precedente, 3¢ > 0 : [|i, || vo < ¢, Vn > 1. Quindi se {u, }n>1 converge debolmente a
Moo allora |pio | (E) = ||pto|l po < . Dunque, Ve > 0, 3K, : |p | (KS) < 5. Allora, tramite
E, & possibile trovare f. € Cy (E): 0 < f. <1 e supp(f.) C K¢,

ol (£2) < il (KCD) < . (18)

Inoltre, IN. : Vn > N,, ||p,| (fe) = [iteo| (f2)] < 5. Pertanto,

1l (£2) < Ipol (£2) + 5 < Il (K + 5 < <. (1.9)

Poiché F ¢ localmente compatto e ocompatto, Esiste una successione {H,, },>; di sottoin-

siemi compatti di E, esaustiva di E, tale che Vn > 1, H, C Hp4q. Allora, sia n. tale che
HS C supp (f-). Sihache Vn > 1 |pu,| (HS.) < |p,| (fo). Quindi, Vo > N, |u,| (HS) <e.

Ne

< Dato € > 0, sia K. C E compatto e N, > 0 tale che, Vn > N_, |u,| (KS) < €. Se g € Cy (F)
tale che g (z) =1,V € K., Vf € C, (F), f = gf +u con u tale che supp (u) C K¢. Quindi,
Vn > 1,

to, () = 11, (f9) + g, () - (1.10)

Poiché per ipotesi {p,, }n>1 converge debolmente, indicando con pu, il suo limite, {x,, (fg)}n>1
converge a fio, (fg) . Inoltre, |u, (u)| < [lull [, ] (K2) < e[ flls -

9



Teorema 19 Sia {1, }n>1 C MYT(E) tale che {p, }n>1 converge debolmente a p e {u, (E)}n>1
converge a p (E) < o0o. Allora {p, }n>1 converge strettamente.

Dimostrazione: Basta dimostrare che Ve > 0, 3K. C E compatto e N. > 0 tale che,
Vn > Ng, |p,| (KE) < € e la tesi segue dall'implicazione inversa del teorema precedente. Dato
e > 0, sia K. C E compatto tale che p, (K¢) < ¢ e sia f € Cy(E) tale che supp(f) C K.,
0< f<Tenu(f)>|ullys —e. Sia Ne > 0 tale che, Vn > N,

i (B) = p(E) <& o (f) — ()l <e. (1.11)

Allora, 1, (E) > p, (f) + p, (K2) , pertanto,

t (KE) < iy (B) = pt, () < o (B) + |10 (f) = pin (N = 00 (f) < |t (B) = p (E)| 422, (1.12)

|
Teorema 20 Sia E uno spazio metrico completo e separabile, allora ogni p € M (E) ¢ tesa.

Dimostrazione: B sufficiente restringersi al caso in cui p € M5+ (E) e u(E) = 1. Poiché E ¢
separabile, esiste una successione {B,(g")}kzl di palle aperte di F di raggio % che ricopre E. Allora,

Ve > 0 esiste N\ tale che <Uk<N(n) B,(cn)> > 1 — £. Quindi, poiché E ¢ completo, I'insieme

M1 Upa B,(gn) & totalmente limitato ed ha chiusura compatta K. Pertanto, v (K) >1—¢. ®

Osservazione 21 Quest ultimo risultato e valido anche sotto le ipotesi piv deboli per cui E sia
topologicamente completo, ovvero E ammette una metrica equivalente rispetto a cui ¢ compatto,
e che i sia separabile, ovvero abbia supporto separabile. In generale é sufficiente restringersi al
caso in cui F sia uno spazio topologico polacco, ovvero omeomorfo ad uno spazio metrico completo
separabile. Tuttavia in molte applicaziont si assume inoltre che E sia localmente compatto e
ocompatto. La mancanza di questi due ultimi requisiti infatti non garantisce la possibilita di
definire una misura finita per mezzo del teorema di Radon-Riesz, in quanto in tal caso ogni misura
di finita su (E, B (E)) rappresenta un funzionale lineare continuo positivo su Cy (E) ma il viceversa
non ¢ in genarale vero. Inoltre, Cy (E) non ¢é in generale denso in Cy (E).

1.4 Misure di probabilita

Definizione 22 Sia (€2, A) uno spazio misurabile. Una misura positiva oadditiva P su (9,.A)
tale che P (2) =1 ¢ detta misura di probabilita su (2, A).

Osservazione 23 Una misura di probabilita ha le sequenti proprieta:
1. P(0) =P (Q°) =0.

10



2. Se AAB€ A, AC B,

P(B)=P(A)+P(B\A) >P(A) . (1.13)

3. Se A,B € A,
P(BUA)=P(A\B)+P(B\A)+P(ANB)=P(A)+P(B)-P(ANB) (1.14)
<P(A)+P(B), (1.15)

il che implica

1€EN

P (U Ai> <> P4 (1.16)

4. Se {Ap}nen € crescente, allora

P(Ay) =P (}Li%lo An> =P (U An> =P (AO V'V (An\An1)> (1.17)

n>1

n>1 n>1

Esercizio 2 Dimostrare che se {A, },en € decrescente, allora

P(Ay)=P(limA, | =P A, | =lmP(A,
o-r{exe) we( ) -

ed inoltre che, se Ay, = (), allora cio ¢ equivalente alla proprieta 2 della definizione di misura di
probabilita.

1.4.1 Spazi di Probabilita

Sia P (E,E) € M™!(E) la collezione delle misure di probabilita su (E, &) . Scelta, u € B (E, &),
la terna (E, &, 1) ¢ detta spazio di probabilita (probabilizzato). Inoltre, se € ¢ la oalgebra com-
pletamento di & rispetto a u definita nella (1.6), ne segue che u si puo estendere a " e quindi
considerare lo spazio di probabilita (E,?M, p) completamento di (E,&, ). Se € =E&", (E, &, p) &
uno spazio di probabilita completo.

1.4.2 Convergenza in distanza variazionale

Definizione 24 Sia (FE,E) uno spazio misurabile, si definisce distanza in variazione tra due
misure di probabilita p,v € P (E,E) la quantita

Var (pn—v) = %ilé}g‘,u(A)—V(A)‘. (1.18)

Dunque, una successione di misure di probabilita {i, }n>1 C B (E,E) converge a p in variazione
se lim,, o, Var (u, —p) = 0.

11



Osservazione 25 Se E ¢ localmente compatto e ocompatto ed € = B (F), Yvi,vs € P (E)
1
Var (v, —vg) = §HV2—V2||M1. (1.19)

Infatti, posto p := vy — vy € MY (E), gli elementi della cui decomposizione di Hahn-Jordan
denotiamo con ut, =, poiché VA € B(E)

v1 (A) —ve (A) = vy (A9) — vy (A9, (1.20)
st ha

il v = 1 (B) + 7 (E) = (1 = v2) (A) + (11 — v2) (A) < QAEZFE) 1 (A) —wa (A)]. (1.21)

Inoltre, VA € B(E)
2[v1 (A) = va (A) = [v1 (A) = v (A)] + v (A7) — v (A°)] (1.22)
= p" (A) +p (A) + p" (A7) + p7 (A) < Il ppr -

Dunque, in tal caso la nozione di convergenza in variazione equivale a quella di convergenza forte

in M (E).

Osservazione 26 Nel caso in cui (E,B(F)) = (R,B(R)) e pu,v sono a.c. rispetto alla misura
di Lebesque, con densita rispettivamente f e g,

= e = / dr|f (2) — g (x)]. (1.23)

Analogamente se E ¢ discreto e {p;}is1, {Vi}i>1 sono i valori assunti rispettivamente da p e v
sugli atomi di E,

= vl =D s = vil - (1.24)

i>1

1.4.3 Convergenza debole

Teorema 27 Sia E sia uno spazio topologico polacco, localmente compatto e ocompatto. Una
successione {fi, }n>1 C P (E) converge vagamente se e solo se converge strettamente.

Dimostrazione: Poiché Cy (E) ¢ denso in C (E) e Vn > 1, ||, || v = 1, dall'implicazione
inversa del Teorema 17 segue che {u,, }»>1 converge debolmente a p, tale che

oo (B) = 1= p, (E) . (1.25)

Pertanto per il Teorema 19 si ha che {p,, },>1 converge strettamente. m
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Osservazione 28 Se E ¢ polacco, localmente compatto e ocompatto, per il precedente risultato
la convergenza stretta di {u,}n>1 C P (F) € equivalente a quella vaga e quindi a quella debole.
Pertanto nel linguaggio comune del Calcolo delle Probabilita e della Statistica Matematica tali
nozioni di convergenza per le misure di probabilita vanno sotto il nome di convergenza debole.

Definizione 29 Sia E sia uno spazio metrico. Una successione di misure di probabilita {P, },>1
converge in generale ad una misura di probabilita P se, VA € B(FE) tale che P(0A) = 0, la
successione numerica {P,, (A)}n>1 converge a P (A).

Teorema 30 Sia E sia uno spazio metrico. Data una successione di misure di probabilita {P,, },>1,
le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. {P,},>1 converge debolmente a P;

2. lim,P, (A) <P(A) A€ B(E) chiuso;
3. lim, P, (A) >P(A) A€ B(F) aperto;
4. {Pn}n>1 converge in generale a P.
Dimostrazione:

1. = 2. Sia p una metrica equivalente, A € B (E) chiuso e

£ (2) = (1 - @) V0, (1.26)
A={zcE: f9@) >0 ={zcE:p(x A) <e}, (1.27)

con B>z p(x,A) :=infycqp(x,y) € RT. Allora, poiché

P, (A) = [E P, (dz) 14 (z) < / P, (dz) £ (z) , (1.28)

E
si ha

T, P, (A) < Tim, /

[P d0) 1 (@) - / P(dz) [ () <P(A) — P(4).  (129)

E E\I,O

2. = 3. Se A e aperto, A° e chiuso, percio

lim P, (A) =lim, (1 — P, (A9)) = 1 — lim, P, (A°) > 1 - P (A°) =P (A). (1.30)

3. = 4. Sia A:= A\OA. Dato che per ipotesi P(0A) = 0 e passando al complementare 3. = 2., si
ha

lim,P, (4) <lim,P, (4) <P (4) =P (4), (1.31)

lim, P, (A) > lim,P, (A) > P (A) =P(4) . (1.32)

Quindi, YA € B (F) tale che P(0A) =0, {P,, (A)}n>1 converge a P (A).
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4. = 1. Sia f € Cy (E). Allora IM > 0 : |f| < M. Posto
D:={teR:P{xecE: f(x)=1t}#0}, (1.33)
si consideri la partizione Ty := {[to, t1), .-, [tik—2, tk—1), [tk—1, k] } di [=M, M], con k > 1, tale
che - M =ty <. <tpr=M,eVi=0,.,k, t ¢ D. Sia B; := {Jf ek f(ZE) € [tmtz-i-l)}a

dalla continuita di f segue che f~! (¢;,t;11) ¢ aperto e dB; C f~'{t;} U f~'{t;11}. Siccome
ti ¢ D, P(0B;) = 0, percio dalla 4. segue che

k—1 k—1
7}1_{202;751»]?” (Bi) =Y _tP(B). (1.34)

Allora,
/EPn<dx)f(:v)—/EP(dx)f( )| < /Em<dx>f<x>—iuﬂ>n<3» T
z_:tIP(BZ) + Z_:tlIP’(BZ)—/E]P’(dx)f(x) <

< 2 max ‘t1+1 tll +
0<i<k

> P, (B) - ki t:P (B;)

e la tesi segue dall’arbitrarieta di Tj.

Teorema 31 Sia E sia uno spazio metrico localmente compatto e ocompatto. Data una succes-
sione di misure di probabilita {P,,},>1, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. Y f uniformemente continua e limitata su E, { [, dP, (z) f (a:)}n>1 converge a [, dP (x) f (z);

2. Vf semicontinua superiormente e limitata su E,lim, fE dP,f (x) < fE dPf (x);

3. Vf semicontinua inferiormente e limitata su E,lim,, fE dP, f (z) > fE dPf (z).

Dimostrazione: Dal teorema di Baire sull’approssimazione di funzioni semicontinue per mez-
zo di una successione di funzioni continue si ha che 1. implica 2. e 3.. Cambiando di segno a f si
ha che 2. implica 3. e viceversa. Poiché VA € B(FE),1,4 & semicontinua superiormente, ripetendo
I'argomento 3. = 4. del teorema precedente si ottiene che {P, },>1 converge in generale a P, quin-
di debolmente e per il Teorema 19 anche strettamente, ma poiché ogni funzione uniformemente
continua e limitata su F appartiene a C, (F) si ha che 3. = 1.. =
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Definizione 32 Sia (E,E) uno spazio misurabile. Una collezione d’insiemi KCo (E) C & € detta
classe determinante se, date due misure di probabilita P e Q su (E, &) che soddisfano

P(A)=Q(A), VAeK,(FE) (1.35)
ne seque che sono identiche, ovvero P(A) =Q(A), VA € &.

Definizione 33 Sia E uno spazio metrico. Una collezione d’insiemi Ky (E) C B(FE) é detta
classe determinante convergenza se, data una successione di misure di probabilita {P,},>1 con-
vergente a P si ha che se {P,, (A)}n>1 converge a P (A) per ogni A € Ky (F) tale che P (0A) =0,
allora {P,, (A)},>1 converge a P(A), VA € B(E) tale che P(0A) = 0.

Osservazione 34 Nel caso in cui F =R", 1 <n < oo, dalla definizione di funzione di distribu-
zione di un vettore aleatorio data nella sezione sequente, la collezione degli insiems

K= {x" (-0, 2] : (x1,..,2,) € R"} (1.36)

risulta essere una classe determinante e per il Teorema 131 ¢ anche una classe determinante
convergenza.

Nel caso in cui E = RN, K (RN) e Ky (RN) coincidono con la collezione degli insiemi cilindrict,
ovvero la collezione di sottoinsiemi A di RY per cui esistonon > 1 e B € B(R") K tali che, posto
x = {z;}ien, A coincide con {z € RV : (21, ..,x,) € B}.

Nel caso in cui E = C([0,1]) invece si puo scegliere come Ko (C ([0,1])) la collezione degli
instemi cilindrici, tuttavia ICy (C ([0, 1])) D Ko (C ([0,1))). Infatti, se {P,}n>1 C P(C ([0,1])) €
la successione tale che Vn > 1, P, 1= 0, (1) con

Ty, (t) = il 1 (t) = (nt —2) 11 2, (F) (1.37)

n’n

e P := 6y, allora, VA € Ko (C ([0,1])),n > 1,P, (A) =0 o 1. Inoltre se P(0A) = 0, {P,, (4) }>1
converge a P (A), mentre se

Bi={z(t)eC([0,1): |z(t) <=}, (1.38)

B € B(C([0,1])) che coincide con la calgebra generata dagli elementi di Ko (C (]0,1])) e
P0B)=P,(B)=0,Vn>1, maP(B) = 1. Quindi, {P, (B)},>1 non converge a P(B).

DO | —

Definizione 35 Sia E sia uno spazio topologico polacco e I un insieme di indici. Una fami-
glia di misure di probabilita {P;};cz C P (F) ¢ detta relativamente compatta se ogni successio-
ne {Pn}tn>1 C {Pi}tiez contiene una sottosuccessione debolmente convergente ad un elemento di

B(E).

Teorema 36 (di Prokhorov) Sia E sia uno spazio topologico polacco e I un insieme di indici.
Una famiglia di misure di probabilita {P;},cz C P (F) ¢é relativamente compatta se e solo se e
tesa.
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Dimostrazione: Ci restringiamo al caso in cui £ = R che ¢ anche localmente compatto e
ocompatto.

= Se {P;}ier & relativamente compatta ma non tesa, 3¢ > 0 tale che VK C R compatto
sup;er P (K€) > e. Da cio segue che, Vn > 1,

supP; ((—n,n)%) > supP; ([-n,n]) > ¢ (1.39)
i€T ieT
e quindi che Vn > 1, 9P, € {P;};er per cui P;, ((—n,n)°) > e. Dato che {P;};cr ¢ relati-
vamente compatta, da {P;, },>1 si puo estrarre una sottosuccessione {IP’Z-% }i>1 debolmente
convergente a Q € B (R). Allora, per il Teorema 30, Vn > 1,

0 <e <IlimP;, ((—n,n)%) <Q((—n,n)°), (1.40)
ma poiché lim, o, Q ((=n,n)%) = Q (Ny>1 (—n,n)) = 0 cid & impossibile.

< {P;}icr € tesa e {P,}u>1 C {P;}iez. Sia {F,}n>1 la corrispondente successione di funzioni di
distribuzione (la definizione di funzione di distribuzione associata ad una misura di proba-
bilita su (R, B (R)) ¢ data nella (1.42)). Per il Teorema di Helly (Teorema 42) 3{F,, }r>1 C
{F,}n>1 ed una funzione di distribuzione generalizzata G (cf. Definizione 40) tale che
{F,, ()}k>1 converge a G (z),Ve € Cg. Scelto ¢ > 0, sia
I. = (a,b:] C R tale che Vn > 1, P, (IS) < €, ovvero tale che P, (I.) > 1 —¢€. Se a,b € Cg
tali che a < a. < b, < b, allora

1—e <Py, (ac,b] <Py (a,b] = F,, (b) — F,, (a) — G(b) —G(a) . (1.41)

k—o0

Inoltre, V& > 1, P, (—o00,+00) = 1 da cui segue, passando al limite per & — oo che
G (+00) — G (—o0) = 1. Siccome perd G & una funzione di distribuzione generalizzata,
0<G(—0) <G(+00) <1, quindi G(—00) =0 e G (+00) = 1, ovvero G ¢ una funzione
di distribuzione. Percio, dalla Definizione 43 segue che {F),, }x>1 converge in generale a G e
quindi dal Teorema 131 segue che la successione associata di misure di probabilita {P,, }x>1
converge debolmente a Q, distribuzione di probabilita associata a G.

Funzioni di distribuzione e convergenza in legge

Sia (E,B(E)) = (R,B(R)) e P € P (R). La funzione
R>z+—— F(z) :=P(—00,z] € [0,1] (1.42)
ha le seguenti proprieta:

1. F & non decrescente, ovvero, Vr,y € R:z <y, F(x) < F(y);
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2. limy| oo F'(2) = 05 limgpeo F () = 1;

3. F ¢ continua a destra, ovvero Vx € R, lim,, F' (y) = F (x), ed ammette limite a sinistra,
ovvero Vo € R, limy, F'(y) = F (z7).

Definizione 37 Ogni funzione F' : R — R che verifica le proprieta 1,2,3 precedentemente
descritte ¢ detta funzione di distribuzione.

Teorema 38 (di Carathéodory) Sia Q2 un insieme, A un’algebra di Boole di suoi sottoinsiemi e
sia o una misura ofinita su (S, A). Allora, esiste un’unica misura p € P (2,0 (A)) estensione
di pgy, ovvero tale che VA € A, 11 (A) = py (A).

Teorema 39 Sia F una funzione di distribuzione. FEsiste un’unica misura di probabilita P su

(R, B (R)) tale che Va,b € R:a < b, P(a,b] = F (b) — F (a).

Dimostrazione: Sia A l'algebra dei sottoinsiemi di R generata da insiemi A C R che sono
unioni disgiunte di intervalli del tipo (a,b] con a,b € R : a < b, ovvero

A= (ax, b, (1.43)
k=1
e sia Py tale che VA € A
Po (A) :=> F(bx) — F (ax) . (1.44)
k=1

Py cosi definita e unica e finitamente additiva. Resta da dimostrarne la cadditivita e la tesi segue
dal teorema di Carathéodory. A tal fine basta mostrare che Py ¢ continua a (), ovvero, che se
{An}n>1 € una successione decrescente a () di insiemi di A, cio¢ tale che A,y C A, e A | 0,
allora Py (A4,) 4 0. Supponiamo innanzi tutto che Vn > 1, A,, € [-N, N] con N < oo. Dato che
F (x) e continua a destra ed ogni A,, & somma finita d’intervalli aperti a sinistra e chiusi a destra,
Vn >1,e>0,3B, € Ataleche B, C A, e Py (A,)—Py (B,) < £27". Siccome [~ N, N] & compatto
eNyo1 An =Ny Bn =0, {{=N, NJ\B,}»>1 ¢ un ricoprimento aperto di [—N, N]. Allora, per il
teorema di Heine-Borel si pud estrarre un sottoricoprimento finito. Percio, Jng (¢) > 0 tale che

no(eg) no(e)
[N, N = |J (-N,N\B,) = [-N,N)\ [ Bn, (1.45)
n=1 n=1
oVVero ﬂzoj) B, = (). Quindi, siccome 4; D --- D Ang(e)s
no(e) no(e)
Po (Ange)) =Po | Ang\ [ Bu | +Bo | [) Bn (1.46)
n=1 n=1
no(e) no(e)
=Py U (Ano(e)\Bn) <Py U (An\Bn) (147)
n=1 n=1
no(g) no(e)
<D Po(A\B)) <Y 27 =g (127 mE) < ¢ (1.48)
n=1 n=1



ovvero lim,,_,o Py (A4,) = 0. In generale & sufficiente scegliere Ve > 0 un N (¢) > 0 tale che
Po[—N (¢), N (¢)] > 1 — . Allora, poiché
An = ([=N(e), N (@] NA,) U([=N(e), N (e)I° N An),
Py (A,) <Py ([-N(e),N(e)]NA,) +e¢.

Percio, ripetendo lo stesso argomento precedente esposto per A, per ([—-N (¢),N (¢)] N A,), per
n sufficientemente grande, si ottiene Py ([—=N (¢), N (¢)] N A,,) < £ da cui la tesi. m

Definizione 40 Una funzione G : R — R tale che:

1. G ¢é non decrescente, ovvero, Vr,y € Rz <y, G(x) < G(y);
2. lim,) oo G (x) > 0; limype G () < 1
3. G é continua a destra, ovvero Vx € R, lim,, G (y) = G ().

¢ detta funzione di distribuzione generalizzata.

Ovviamente dalla definizione di funzione di distribuzione si ha che questa classe ¢ contenuta
in quella delle funzioni di distribuzione generalizzate.

Definizione 41 Sia Z un insieme di indici. Una famiglia di funzioni di distribuzione genera-
lizzate {G,}icz su R, é detta relativamente compatta se, V{G,}n>1 C {G;}licz, 3G € {G;}icr
ed una sottosuccessione {ny}tr>1 C {n} tale che, Vo € Cgq, insieme dei punti di continuita di
G, limy00 G, () = G ().

Teorema 42 (di Helly) La classe delle funzioni di distribuzione generalizzate € sequenzialmente
compatta.

Dimostrazione: Sia {G,,},>1 una successione di funzioni generalizzate e T := {x1, z9,..} CR
un sottoinsieme numerabile denso in R. Dalla limitatezza della successione numerica {G,, (z1) }n>1

segue che esiste {n,(:)}k>1 C {n} tale che {G @) (x1)}r>1 ha limite ¢; per k& — oo. Allora, ¢
el nk -
possibile estrarre da {n,(cl)}kzl una sottosuccessione {n,(f)}kzl tale che {G ) (72)}x>1 ha limite go
k
per k — oo e cosl via. In questo modo resta definita su 7" una funzione Gr (z) tale che Gr (z;) = g;
e, considerando la successione diagonale {n,gk)}kx, Va; € T, sihalimg oo G v (2;) = g;. Sia allora
> n{

Roxvr— G(z):=inf{Gr(y):yeT,y>x}. (1.49)

e G ¢ non decrescente. Infatti, dato che gli elementi della successione {G,, },>1 sono funzioni
non decrescenti, si ha che G ) (z) < G w (y), Vo,y € T : z < y e quindi, passando al
k k

limite per kK — o0, cio vale anche per Gr. Dunque, dalla sua definizione si ha che G ¢ non
decrescente.
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e GG ¢ continua a destra. Sia {Tg}r>1 L = e d := limy_,o G (7). Chiaramente, G (z) < d, ma
se fosse G (z) < d, per la definizione di G esisterebbe y € T : z < y, G (y) < d. Quindi,
poiché {xy}r>1 | x, esisterebbe k (y) : Vk > k (y), x < x < y, dunque G (x) < G (y) < d
che implica limg_,, G (x) < d, contro I'ipotesi che tale limite ¢ proprio uguale a d.

Pertanto G ¢ una funzione di distribuzione generalizzata. Resta da dimostrare che,
Vg € Co, limy oo G m) (20) = G (0) .

n

Infatti, Vy € T : ym> Xo,

mman (SL’O) < mman (y) =Gr (y) , (1.50)
quindi o
lim, G o (20) < inf{Gr (y) :y € T, y > 20} = G (20) - (1.51)
D’altra parte sia ©’ < y < xo con y € T. Allora,
G(2) <G(y) = CGr(y) = lim G o (y) = lim,, G o (y) < 1im,,G o) (20) (1.52)

ma se ' 1 zg si ha che G (z5) < lim,,G o (x0) . Pertanto, se 29 € Cg, G (25) = G () , dunque
G (z) <1im,,G o (7o) < lim G ) (o) < limpG o (20) = G (20) - (1.53)
m m—00 m m
]

Definizione 43 Una successione di funzioni di distribuzione {F,},>1 definite su R converge in
generale alla funzione di distribuzione F' : R — R se, Vo € Cp C R, insieme dei punti di
continuita di F, la successione numerica {F, ()}, converge ad F' (z).

In generale, sia n > 1. Consideriamo lo spazio misurabile (R, B (R")), se B (R™) indica la
collezione delle misure di probabilita su (R™, B (R"™)), VP" € B (R"). La funzione

R">x = (x1,..,2,) — F(x) = F(21,..,2,) =P (ﬂ {yeR":y; < x,}) €[0,1]  (1.54)
i=1
ha le seguenti proprieta:
Lo limy, oo F (21, ..,2,) =0Vi=1,..,n;
2. limgoo F' (2) = 14
3. F' e continua a destra in ogni argomento, ovvero

Vi=1,..,n, yhgﬁl F (1, @i 1,y, Tix1, oy Tn) = F (21, 0,21, T4, Tigq, ., Tn) (1.55)

e quindi collettivamente, cioe Vx € R”, lim,, F' (y) = F ().
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Definizione 44 Ogni funzione F' : R® — R che verifica le proprieta 1,2,3 precedentemente
descritte ¢ detta funzione di distribuzione multivariata n-dimensionale. Nel caso unidimensionale
F ¢ detta funzione di distribuzione univariata.

Se F su R™, n > 2,¢ una funzione di distribuzione, scelto i = 1,..,n, passando al limite per
r; — +oo nell’espressione di F(xy,..,x,) si ottiene una funzione di distribuzione
Fu Rt — R, per cui, se y € R"™ ¢ tale che y; = x;, con j € {1,..,n}\{i},

Fiy (1, Yn—1) = lim F(xq,..,2,) . (1.56)

Lj— 400

Nel linguaggio del Calcolo delle Probabilita e della Statistica, le F(;) sono dette funzioni di distri-
buzione marginali (n — 1)-dimensionali della funzione di distribuzione F.

Osservazione 45 Allo stesso modo, scelto un sottoinsieme {iy,..,ix} di k < n — 1 elementi
in {1,..,n} la funzione Fy, ;) : R"% — R per cui, se y € R ¢ tale che y; = x;, con

Jje {1, .,n\{i,.., i},

Fiir i) W15 oy Yn—k) = lim F(zy,..,2,), (1.57)

(xil,..,l‘ik)—)(-i-oo’_.’_i_oo)

¢ detta funzione di distribuzione marginale (n — 1)-dimensionale della funzione di distribuzione
F.

Analogamente al caso delle funzioni di distribuzione univariate, il Teorema di Carathéodory
implica il seguente risultato

Teorema 46 Sia F' una funzione di distribuzione multivariata n-dimensionale. Allora esiste un
unica misura di probabilita P su (R™, B (R™)) tale che se Vi =1,..,n

Aai,biFn (xl,..,$n> = Fn (x17"7xi717biaxi+17"xn> _FTL (xlu'wxifl;ai?mz?kla"xn) ) (158)
P (X?Zl(a“ bl]) = HAai,biFn (Ila () xn) . (159)
i=1

Nel seguito, considerato lo spazio di probabilita (R™, B (R™),P), n > 1, per ogni funzione f a
valori reali misurabile su (R”, B (R")) tale che

(/HP(d:ch(x)vO)) A (/nP(dI)(f(x)/\O)) < 0, (1.60)

porremo

/n]P’(dx)f(:p) = /n dF (z) f (z) . (1.61)

Caratterizzazione della convergenza debole tramite la trasformata di Fourier-Stieltjes
della distribuzione di probabilita
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Funzione caratteristica di una distribuzione di probabilita su R", n > 1

Definizione 47 Si definisce funzione caratteristica di una distribuzione di probabilita P € B (R™)
la funzione

R">t— p(t) = / P (dx) '™ = / dF (z) '™ e C. (1.62)

n n

Dunque ¢ ¢ la trasformata di Fourier-Stieltjes della funzione di distribuzione F' che coincide con
la trasformata di Fourier della densita di probabilita associata, se tale distribuzione di probabilita
¢ assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue su R”.

Qui di seguito ci restringeremo al caso delle funzioni di distribuzione univariate, tuttavia quanto
esposto resta valido anche nel caso delle funzioni di distribuzione multivariate.

Teorema 48 (di unicita) Siano F e G due funzioni di distribuzione su R tali che le funzioni
carattesistiche delle distribuzioni di probabilita associate coincidono ¥Vt € R. Allora anche F e G
coincidono su tutto R.

Dimostrazione: Sia [ un intervallo di R e Ve > 0, sia

FO (2) = (1 _ w> V0. (1.63)

3

f©) & continua e Hf(E)HOO < 1. Inoltre, ¥e > 0, AN, > 0 : VN > N., I C suppf® C [-N, N].
Poiché f©&) (—=N) = f (N) = 0, per il teorema di Stone-Weierstrass, f€) puo essere approssima-
ta.uniformemente per mezzo di polinomi trigonometrici. Ovvero, esiste:

e una successione di funzioni { f](\?)n}nZI della forma fj(\f)n (z) =1, axe™ N
e un indice n (N) > 1 e una successione {4}y, tale che o5 | 0,

per cui, per ogni Vn > n (N)

sup ‘f](ve)n (x) — f© (x)‘ <O0n; sup ‘f](\}szl (x)) < 2. (1.64)
z€[—N,N] z€R

Allora. poiché per ipotesi
/dF (z) ™™ = / dG (z) e (1.65)
R R
Ve > 0,
[ ar @ 100 = [ a6 @) 10, @) (1.66)
R R
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Dunque,

_ ’ /_ " AP (@) 19 (2) - / el aen

/R IF (2) f© (2) - / 4G (z) 1 (x)

R

< /_N ’ O @) = fon (:c>\dF () + /N ‘ fO (@) - 5, (x)’dG () +‘ /_N @) £ ()= /_]]VV o

N —-N N

< 20n + / dF (x) f), (@) (1= 1w (2) = / dG () fi (@) (1= 1wy <x>>\
— 25y + 4 dG (z) ), () 1w (2) — /R dF (z) ), () 1-nowpe (@)

<26n +2(1— F(N)+F(=N))+2(1 -G (N)+G(—N)) .

Passando al limite per N — oo si ha

/R IF (2) f© (2) = / 1G (z) £© (x) (1.68)

R

che, per e — 0 implica [, dF' = [, dG per ogni intervallo I C R e quindi YA € B(R). =

Teorema 49 (formula d’inversione) Sia F una funzione di distribuzione su R e ¢ la funzione
caratteristica della distribuzione di probabilita associata. Allora:

1. Ya,b € R tale che a < b e F ¢ continua in a e b,

F(b) - F(a) = lim i/C = (1.69)

1 .
flz)==— / dte " (t) . (1.70)
27T R
Dimostrazione:
1. Sia
1 c e—ita o e—itb 1 c e—ita o e—itb y
— dt———p (t) = — dt—— | dF "= 1.71
5w | e =g [ g [ar e 07
1 c e—ita o e—itb )
/dF ($)—/ dt——————e"™ :/dF ()Y, (x) .
R 27T —c 1t R
Poiché
—ita —1tb b
< »te et = / dre ™| <b—a, (1.72)
Z a
1 [e —ita _ —ith h—
. (@)l = |5n [ @t <ebma
2 J_. 1t s
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Inoltre, % e una funzione dispari, quindi

b, (z) = L/C dtsint(x —a) —sint (x —b) _ i/c(‘”—“) dusinu s cl@=b) dusinu ‘
2 J_. t 2w —e(z—a) U 2 —e(—b) U
(1.73)
Ma la funzione [’ du®2* & continua in z e y e [ du®2* = 7. Quindi, uniformemente in
relR 1
lim e =Ly + 5 (61a) +0ppy) - (1.74)

Sia ora [P la misura di probabilita su (R, B (R)) associata a F, ovvero tale che Va,b € R con
a <b,P(a,b = F (b) — F (a). Per il teorema di Lebesgue della convergenza dominata,

li | dF () (2) = / 4F () ¥, (x) = P (a,) + 3 (P{a} + P5}) (1.75)
=P ()~ Fla)+ 5 (Fla)~ F (a)) + 5 (F )~ F (7))
_ Fb)+F@O) Fa)+F(a)
2 2 ’

Ma se a e b sono punti di continuita di F, allora

lim [ dF ()¢, (x) =F (b) — F(a) .

c— 00 R

. Sep € L' (R), sia f (z) la sua antitrasfomata di Fourier. Allora, f & uniformemente continua
suR elim, o f(z) = lim,, o f(z) = 0. Dunque, f & integrabile su un intervallo finito
di R. Quindi, se —oo < a < b < 400, per il teorema di Fubini,

/abdxf (z) Z/abd:E%/Rdte—“% (1) :/Rg_;@(t) /abd:):e"'m (1.76)

c 1 efzta o efztb

=1 dt — t) .
Ly
Se , ,
1 c e—zta _ e—ztb
F(b) — F (a) = lim —/ dt———p (1) (1.77)
c—o0 27T _c it

e a e b sono punti di continuita di F| allora, Vo € R,
Fa)= [ ) (1.78)

e poiché F' & non decrescente e lim, .o, F'(x) = 1, f & sommabile, quindi la distribuzione
di probabilita associata ad F' ¢ a.c. rispetto alla misura di Lebesgue. Dunque, la seconda
affermazione del teorema segue dalla prima.
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Osservazione 50 La formula d’inversione provvede ad un’altra dimostrazione del teorema di
unicita.

Teorema 51 (di Bochner-Khinchin) Sia ¢ € C (R;C) tale che ¢ (0) = 1. Condizione necessaria e
sufficiente affinche ¢ sia la funzione caratteristica di una distribuzione di probabilita su (R, B (R))
¢ che la forma quadratica associata, ovvero

Y olti—t) NN, V=1, et} CR, {\N}, CC, (1.79)
ij=1
sia definita positiva.

Dimostrazione: Essendo la dimostrazione della sufficienza particolarmente complicata, di-
mostriamo solo I'implicazione diretta.
Se ¢ (t) = [y dF (z)e™ allora, Vn > 1, e {t;};-y C R, {\}7, C C,

Z/dF (z) eim(ti—tj))\ij\j :/dF (z) Zemm)\i
R R i=1

1,j=1

2
>0. (1.80)

[
Teorema 52 (di Pdlya) Se p € C (R) ¢é una funzione pari tale che:
1. ¢ (t) >0, Vt € RT;
2. 9(0)=1;
3. im0 ¢ () = 0;
4. © & convessa su RT,

allora ¢ € una funzione caratteristica.

Teorema 53 (di Marcinkiewicz) Se R 5t — P (t) € C ¢é un polinomio e p = e’

caratteristica, allora P ha al piu grado 2.

una funzione
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Convergenza debole di una successione di misure di probabilita su R e convergenza
puntuale della successione associata di funzioni caratteristiche

Lemma 54 Sia {P,},>1 C P (R) una successione tesa di misure di probabilita tale che ogni
sua sottosuccessione debolmente convergente ammette lo stesso limite P € P (R). Allora lintera
successione {P, },>1 converge debolmente a P.

Dimostrazione: Se {P,},>; non converge debolmente a P, 3f € Cj, (R) tale che {E (f),}n>1
non converge a E (f) . Quindi, 3¢ > 0 e {n.} C {n} tale che |E,, (f) —E(f)| > > 0, perd essendo
{Px}reqnz) tesa e dunque, per il teorema di Prokhorov, relativamente compatta, 3{n.} C {n.} tale
che {Py}rec(nr) converge debolmente a Q € P (R). Ma, per ipotesi P = Q quindi {Ey (f) }renn
converge a E (f) contro l'ipotesi |Eqy (f) —E(f)] >¢. =

Lemma 55 Sia {P,},>1 C B (R) una successione tesa di misure di probabilita e sia {@, }n>1 la
corrispondente successione di funzioni caratteristiche. Allora, {P,},>1 converge debolmente se e
solo se {p, }n>1 converge puntualmente.

Dimostrazione:

= Segue dalla definizione di convergenza stretta, considerando V¢ € R le funzioni costx, sintx.

< {Py},>, ¢ tesa quindi, per il teorema di Prokhorov, 3{n'} C {n} tale che {Py},.,, con-
verge debolmente a P € B(R). Se {P,},-,; non converge debolmente a P, per il lem-
ma precedente I{n"} C {n'} tale che {P;},. () converge debolmente a Q # P. Poiché
Vi € R, 3lim,, . ¢, (t) allora,

/R]P’(dﬁ) et = lim ¢, (t) = lim @, (t) = /R@(dx) e (1.81)

n/—o0 n’’—o0
Quindi, per il teorema di unicita, P = Q, contro l'ipotesi che P # Q.

Lemma 56 Sia F' una funzione di distribuzione e @ la funzione caratteristica associata. Allora
de > 0 tale che, Ya > 0

C a
E [1[_;7;16] < 5/0 dt (1 —Rep(t)) . (1.82)
Dimostrazione: Siccome

Rep(t) = /RdF (x) costx, (1.83)

Per teorema di Fubini
1 [ 1 [
/ dt(1—=Rep(t)) = —/ dt/dF (1 —costr) = /dF (x)—/ dt (1 —costx) (1.84)
a Jo a a Jo
( Sll’laZE) nf <1 B smy> / IF (2)
yER:|y[>1 Y {zeR:|az|>1}

>c 1/ dF (z) .
{LEER:|1“>%}
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Teorema 57 (di continuita) Sia {F, },>1 una successione di funzioni di distribuzione e sia {p, }n>1
la corrispondente successione di funzioni caratteristiche.

1. Se {F,}n>1 converge in generale alla funzione di distribuzione F, allora {p, }n>1 converge
puntualmente a @ funzione caratteristica di F.

2. Se {p, tn>1 converge puntualmente ed il limite ¢ é una funzione continua in t = 0, allora
¢ ¢ la funzione caratteristica di una distribuzione di probabilita P e la successione {F,}n>1
converge in generale a F' funzione di distribuzione associata a P.

Dimostrazione:

1. Poiché per il Teorema 131 la convergenza in generale della successione {F},},>1 € equivalente
alla convergenza stretta delle distribuzioni di probabilita associate, considerando Vt € R le
funzioni sintx e costx si ha la tesi.

2. Sia {p, }n>1 convergente puntualmente a ¢ continua in t = 0 e sia, Vn > 1, P, la distribu-
zione di probabilita associata a F,.Va > 0, per il lemma precedente

11 c [
P,(|—,—-]°) < - dt |1 — t 1.
(Fgar) <2 [ @ -rep, o) (1.85)
e per teorema di Lebesgue della convergenza dominata
) 11 c .. @ c [
lim P, ([——, —]C) < — lim dt[1 —Rey, (t)] = —/ dt[1 —Rep(t)] . (1.86)
n—00 a’ a a n—oo fq a Jo

Ma essendo ¢ continua in ¢t = 0, Ve > 0, Ja. > 0 tale che Vn > 1

P, ([_i i]c) <e. (1.87)

a.’ a.

Percio la successione {P,}>1 ¢ tesa, quindi, per il teorema di Prokhorov, relativamente
compatta e, per i due precedenti lemmi, convergente debolmente a P € P (R). Pertanto,
vieR

n—oo n—o0

lim ¢, (t) = lim [ P, (dz)e™ = / P (dz) e, (1.88)
R R

ma per ipotesi, Vt € R, lim,,_,o. ¢, (t) = ¢ (t). Quindi, Vt € R,
e (t) = /P(dm) et (1.89)
R

Osservazione 58 La topologia della convergenza debole € metrizzabile, cio verra discusso per il
caso delle misure su R quando si trattera la convergenza in distribuzione di successioni di variabili
aleatorie.
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1.5 Applicazioni tra spazi misurabili e variabili aleatorie

Definizione 59 Data una coppia di spazi misurabili (2, F) e (E,E), un’applicazione X : Q@ — E
¢ detta misurabile se X1 (£) C F, ovvero se VB € £, X~ (B) € F.

Definizione 60 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita.
o Un’applicazione misurabile £ da (2, F) a (R, B (R)) é detta variabile aleatoria;
o Un’applicazione misurabile £ da (2, F) a (R™,B(R™)) ¢é detto vettore aleatorio.

In generale, una generica applicazione misurabile tra spazi misurabile ¢ detta elemento aleato-
rio.

Nel seguito supporremo che tutti gli elementi aleatori abbiano valori in uno spazio E polacco,
localmente compatto e ccompatto, e dunque che

B(E) =P (E,B(E)) c M (E) . (1.90)

Osservazione 61 [noltre, useremo l'abbreviazione v.a. per indicare sia i vettori che le variabili
aleatorie e, considerato lo spazio di probabilita (R™, B (R™),P), n > 1, per ogni f misurabile su
(R™, B(R™)) in sé tale che

(/HP(d:@ (f (z) VO)) A (/np(d@ (f (2) /\O)) <00, (1.91)
porremo

B((©)= [ PUn)f@)= [ aF@)f ). (1.92)

Definizione 62 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, & una v.a. e n un vettore aleatorio n-
dimensionale.

La misura P¢ := P o &1 € P(R) ¢ detta distribuzione di probabilita o legge della variabile
aleatoria & e la funzione

Rozr— Fe(z) =P{weQN:{(w) <z} =Pe(—o00,z] €0,1] (1.93)

e detta funzione di distribuzione o ripartizione della variabile aleatoria &. Allo stesso modo,
P, == Pon! € P(R") ¢ detta distribuzione di probabilita o legge della vettore aleatorio n e
la funzione

R" 3 (z1,..,2,) =0 — F, () = F, (1, ..,2,) =P (ﬂ {weQ:n,(w) < xz}>

=P, <ﬁ{y€R”:yz-§azi}> € 0,1]

e detta funzione di distribuzione o ripartizione del vettore aleatorio n.
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1.5.1 Stabilita della collezione delle v.a. rispetto alla topologia della
convergenza puntuale

Definizione 63 Una successione di v.a. {&,}n>1 definite su (2, F) converge puntualmente se,
Yw € Q, la successione numerica {€,, (w)}n>1 € convergente. Se inoltre esiste & : 2 — R tale che,
VYw € Q, lim, 00 &, (W) = & (w), allora {&,, (w)}a>1 € detta convergere puntualmente a .

Teorema 64 Sia {£, }n>1 una successione di v.a. definite su (Q, F) convergente puntualmente a
& Allora, £ € una v.a..

Dimostrazione: Basta verificare che, Ve € R, {w € Q : £ (w) < ¢} & misurabile. Tuttavia
quest’insieme coincide con l'insieme

Mc::UUﬂ{wé@:{m(u})<c—%}€]—". (1.94)

k>1n>1m>n

Infatti, dato w’' € Q, se { (W) < ¢, esiste k > 1 tale che { (w') < ¢ — f, ma poiché {&, (W) }n>1
converge a ¢ (w') esiste n sufficientemente grande tale che Vm > n, &, (w') < ¢ — ¢. Quindi,
w' € M,. Viceversa, se w' € M., allora esiste m’ > 1 tale che Ym > m/, £, (W) < ¢ — %, per

qualche k > 1, cioe & (W) < c. =

1.6 Generalita sull’attesa di una variabile aleatoria

D’ora in poi, laddove non espressamente specificato, considereremo (£2, F,P) come spazio di pro-
babilita completo, cioe tale che ogni sottoinsieme di un insieme trascurabile rispetto a P, ovvero
di probabilita nulla, risulti misurabile.

Sia £ una v.a. non negativa, data la successione di v.a.

n2n

E—
6w =3 1151([%2,%)) (@) + Pt oy (@) (1.95)
k=1

VweQ,n>1sihaé, (w) <, (w) <€(w)e{&, (w)}n>1 converge ad £ (w) .
Ponendo, Vn > 1,

n2m

E(,) ::;% {w €N:¢(w) € [%,;ﬂ)} +nP{we:€(w) >n}, (1.96)
dato che E (¢,) < E (&,41) , lim, oo E () esiste ed eventualmente uguaglia +oco. Sia allora
E() = lim E(E,) (1.97)
Tale limite ¢ detto valore atteso della variabile aleatoria &.
Data una qualsiasi variabile aleatoria &, ponendo " := £V 0, £ = — (EA0), =€ — €7,

valore atteso di £, E(§) = E (€+) —E (f’) , risulta definito se E (5*) NE (67) < 400 ed ¢ finito
se E(£7),E (£7) < +oo, ovvero se E(|¢]) =E (¢7) + E (§7) < 4o0.
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Teorema 65 (della convergenza monotona) Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e su questo
siano definite le v.a. n e &. Sia inoltre {£,, }n>1 una successione di v.a. su (Q, F,P) convergente
puntualmente a &.

1. Se {&,}n>1 e n sono tali che E(n) > —oo eVn > 1,si han < ¢, < &,y <&, allora la
successione numerica crescente {E (€,,)}n>1 converge a E (€) .

2. Se {&,}n>1 € m sono tali che E(n) < oo e Vn > 1,si han > &, > &, > &, allora la
successione numerica decrescente {E (§,,)}n>1 converge a E (§) .

Dimostrazione:

1. Supponiamo dapprima chen > 0. Vn > 1, sia {{’;k)}kzl una successione crescente di v.a. sem-
plici convergenti puntualmente a ¢,,. Allora, posto (; := gﬁ” e Vk > 2,(}, = maxXj<p<i g;’f),
si ha che {(;}r>1 € una successione crescente di funzioni semplici tali che Vk > 1,

— (k) < —¢ <
Cp = max &7 < max §, =& < ¢ (1.98)

Sia ¢ = limptee C,,- Poiché per 1 < n < k,fgv) < (, passando al limite per k£ 1 oo dalla
precedente disuguaglianza Vn > 1 si ottiene

£ <C<¢ (1.99)

ovvero ¢ = &. Inoltre, siccome {(; }x>1 € una successione crescente di funzioni semplici

E€) =E(C)=lImE(C,) < imE(,) . (1.100)

ntoo ntoo
D’altra parte, poiché {&; }x>1 € crescente e Vn > 1,¢€, < &, segue lim1o E(€,) < E (&)
dunque la tesi.

Sia 1 ¢ una generica v.a. tale che E () > —oc.

(a) Se E (1) = oo, allora ¥n > 1,E (,)) = co dunque di conseguenza anche E (§) = oo.

(b) Se E(n) < oo, allora E(|n]) < oo e la successione di v.a. {£, — n},>1 ha termini
non negativi, e crescente e coverge puntualmente a & — 7. Percui, per quanto prima
dimostrato, la successione numerica {E (£, —7)},>1 € a termini positivi, crescente e
convergente a E () — E(n). Ma poiché E(|n]) < oo cio implica che la successione
numerica {E (§,)},>1 € crescente e convergente a E ().

2. Considerando —n, —& e {—¢&; }x>1 la tesi segue dal punto precedente.
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1.6.1 Disuguaglianza di Markov e sue generalizzazioni

Proposizione 66 (Disuguaglianza di Markov) Sia X una v.a. non negativa definita su (2, F,P).
VA > 0 vale

PlweQ: X (w) > A} < w (1.101)
Dimostrazione: V) > 0 si ha
E(X)=E (X1 (X)) +E (X1 4o0) (X)) 2 E (X1 100) (X)) (1.102)

> \E (1(>\’+OO) (X)) = )\]P’{w cQ: X (w) > )\}
|

Corollario 67 Se f ¢ una funzione non negativa, strettamente crescente e X una v.a. definita
su (2, F,P). YA >0 si ha

P{weQ: X (w) >} < E(J‘f<()\)§)) . (1.103)
Dimostrazione: Poiché f e strettamente crescente
PlwueQ: X (w)>A}=PoX !\ +oo)=PoX Yz eR: f(z)> f()\)}, (1.104)

e siccome f e non negativa, dalla disuguaglianza di Markov segue

f]P’oX_l(d:(;)f(:r) :E(foX)
f ) f)

PoX‘l{xER:f($)>f()\)}§
n

Osservazione 68 (Disuguagluanza di Markov esponenziale) Il precedente risultato implica che
Vr, A > 0,
PlweQ: X (w) >\ <eE(eY) . (1.105)
Quindi
P{w cO:- X (w) > /\} S ing e—rAE (erX) _ efsupr>O[T/\710gE(eTX)]. (1.106)
r>

Corollario 69 (Disuguaglianza di Chebichev) Sia X una v.a. definita su (2, F,P).Ve > 0 vale

Var (X)

Plo e Q: X (W) —E(X)]> e} < —3

(1.107)

Dimostrazione: Siponga Y := |X — E (X)] e si applichi il corollario precedente considerando

f=2° =
Esercizio 3 Dimostrare la disuguaglianza di Chebichev generalizzata
E(|X —E(X)
P{lwe Q:|X (w)—E(X)| >¢e} < ( gp( >|), p>0. (1.108)
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1.7 Funzione caratteristica di una variabile aleatoria

Definizione 70 5i definisce funzione caratteristica di un v.a. & € R™ definito sullo spazio di
probabilita (2, F,P),

we (t) = / Pe (dz) ') = / dFe (z) ') = (ei(t’g)) (1.109)

la funzione caratteristica della distribuzione di probabilita Pe € B (R™).

1.7.1 Proprieta della funzione caratteristica di una v.a.

Consideriamo il caso in cui § sia una v.a. su uno spazio di probabilita (€2, F,P), allora o, (t) ha
le seguenti proprieta:

L [ (8)] < ¢ (0) = 1.

2. @ (t) = e (=) .

3. ¢ (t) ¢ uniformemente continua in R. Infatti, V¢, h € R,
e (t+h) — e (B)] = |E [eTME — ]| <E e — 1| < 2. (1.110)

quindi per il teorema di Lebesgue della convergenza dominata limy_,oE |eihé — 1‘ = 0.

/ngz/dF_f, (1.111)
B B

Fe ¢ detta simmetrica. Allora, ¢, (t) € R <= F; ¢ simmetrica. Infatti, se F; ¢ simmetrica
E [sintz] = 0, percio ¢, (t) = E [costx] € R. Viceversa, poiché

4. Se VB € B(R)

P_¢ (1) = e (=) = e (1) = ¢ (1), (1.112)
dal teorema di unicita si ha che £ e —¢ hanno la stessa funzione di distribuzione.

5. Se In > 1 tale che E (|¢]") < oo, allora ¢, € C" (R), Vr <n e

e (t) = Z goék) (0) (Z;;) +o(t) . (1.113)

Infatti, per la disuguaglianza di Lyapunov, Vr < n, (E 15\7“)% < (E \f]")% . Inoltre,

@ (t+h) — @ (t) g |:€it5€ih£ _ 1]

1.114
. - (1.114)
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non sia nota, ma della quale esistono tutti i momenti.
funzione caratteristica o, determina univocamente la distribuzione di probabilita della v.a. ¢ e,
poiché se esistono tutti i momenti di £, ¢, si puo scivere come serie di Taylor in un opportuno
intorno di ¢t = 0, diamo alcune condizioni sufficienti perché i momenti di £ ne determinino le legge.

e poiché

<TF eitfe—

<E[{ < oo

) ith_l
E ztEe
]

per il teorema di Lebesgue della convergenza dominata

e (t+h) — e (t)

z‘h{_l‘

lim

lim =F [ifeitq = 90/6 (t) .

Procedendo per induzione si ha che w(r) (t) esiste V1 < r <mn, t € R.
. Se per qualche n > 1, Elgpfn) (0) allora E (52") < 00.

_ nyL
: SeVnZl,E|£|n<ooelimnw:$ < oo allora
() o (08)"
gog(t)=Zg0§)(O)T, VteR:|t| <R.
n=0

Infatti, se s € (0, R) allora, Vt € R : || < s,

(i)"
n!

Pe (t) = ZE (€")

ovVero,

S e L <o,

ciod Tim, (E[¢[")™ & < 1.

1.7.2 Problema dei momenti

Definizione 71 Sia F' una funzione di distribuzione di probabilita su R. Il numero

- /RdF (z) 2"

e detto momento n-simo o di ordine n della distribuzione di probabilita associata ad F.

(1.115)

(1.116)

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

Sia £ una v.a. definita su uno spazio di probabilita (2, F,P) la cui funzione di distribuzione
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Teorema 72 Sia F' una funzione di distribuzione di probabilita su R e, Vn > 1, sia

= /RdF (x) |x|™. (1.121)

1

Se mn% < 00, allora i momenti della distribuzione di probabilita associata ad F' la determinano
univocamente.

Dimostrazione: Segue dalla proprieta 7. delle funzioni caratteristiche e dal teorema d’inver-
sione. m

Corollario 73 Se una distribuzione di probabilita € concentrata su un intervallo finito di R, i
momenti la determinano univocamente.

Dimostrazione: Segue dal teorema precedente considerando il fatto che se I & I'intervallo
su cui e concentrata la distribuzione di probabilita in considerazione e F' ne e la funzione di
distribuzione
[y = /dF (z) |z|" < suplz|” < oco. (1.122)
1 zel
]

Corollario 74 Condizione necessaria e sufficiente affinché una distribuzione di probabilita sia
1

. . . . . T 2n
determinata univocamente dai suoi momenti é che hmn% < 0.

Dimostrazione: Segue dal teorema precedente considerando il fatto che per la disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz i momenti di ordine dispari possono essere stimati tramite quelli di ordine pari
]

Corollario 75 (Test di Carleman per 'unicita del problema dei momenti) Sia {my,},>1 la colle-
zione dei momenti di una distribuzione di probabilita.

1. Se
1

— =0, (1.123)

n>1 Mgy,
allora © momenti determinano univocamente la distribuzione di probabilita.

2. Se la distribuzione di probabilita é concentrata in [0, +00) questa é determinata univocamente

dat suoi momenti se .

=0 (1.124)
n>1 ma"

E inoltre possibile, tramite la funzione caratteristica, conoscere se la v.a. ad essa associata e
degenere o, se ¢ discreta, se ha valori su un reticolo.
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Teorema 76 Sia ¢, la funzione caratteristica della v.a. & definita su (2, F,IP).
1. Se Jty € R\{0} : |¢¢ (to)| =1, allora Ja € R tale che & € {a + 2 i N}tnez, ovvero
2
ZP{weQ £ ( )_a+1n}:1. (1.125)
nes to

2. Se 3o € R\Q ety € R\{0} tale che |¢; (to)| = |¢¢ (ato)| = 1, allora & ¢ degenere e Ja € R
tale che P{w € Q: € (w) =a} = 1.

3. SeVt € R, |gp§ (t)’ =1, allora & ¢ degenere.

Dimostrazione:
1. Se 3ty € R\{0} : |¢¢ (to)| = 1, allora Ja € R tale che ¢, (to) = 0. Ma,
el = / dF (z)e" (1.126)
R
Percio
/dF () eo@=a) — 1, (1.127)
R
ovvero
/dF (x)costy(x —a) =1, (1.128)
R
cioe
/ dF (x)[costy (z —a) — 1] =0. (1.129)
R

Poiché costy (r —a) — 1 <0, allora dev’essere costy (£ —a) = 1P-q.c..

2. Dall’affermazione 1. segue che

ZP{WGQ:{( )—a+—n} ZP{w€Q§ )_b+§—:n}. (1.130)

nez nez 0

Quindi se £ non ¢ degenere devono esistere almeno due punti coincidenti negli insiemi
{a + 2 n}nez e {b + n}nez, ovvero dmy, ma,ny, Ny € Z per cui

2 21

a+—ny=b+—my, (1.131)
to aty
T 27
a—i——nQ—b—l——mg,
0 to
cioe 5 5
T T
— — = — — ) 1.132
o (n1 — ny) oty (m1 —my) ( )

mi— m2

Ma cio implica che a = e contro I'ipotesi che « sia irrazionale.

3. Segue dall’affermazione 2. .
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1.8 Attesa condizionata rispetto ad una sigma-algebra

Se B C F ¢ una subcoalgebra di F, indichiamo con L (B) la collezione delle classi di equivalenza
delle funzioni B-misurabili da €2 in R che coincidono P-q.c. e con E (B) il sottoinsieme di L (B)
costituito dalle funzioni semplici integrabili.

Sia € una variabile aleatoria non negativa tale che E (&) sia definita e sia

F2Ar—E148 = / dP¢ = Q¢ (A) € RT . (1.133)
A

e Q¢ ¢ numerabilmente additiva.

Infatti se A = Vn21 A, 1y = anl Iy, e

Qe (A) =E(146) =E (Z 1An5) =Y E(14,9) =) Q(A,). (1.134)

n>1 n>1 n>1

e Q¢ ¢ assolutamente continua rispetto a P, ovvero VA € F tale che P (A) =0, Q¢ (4) = 0.

Infatti cio ¢ vero per una variabile aleatoria semplice. Quindi se {{,},>1 € una successio-
ne monotona crescente di variabili aleatorie semplici convergente a &, per il teorema della
convergenza monotona

Qe (A) =E(§14) = lim E(§,14) =0, (1.135)
poiché Vn > 1, E(£,14) =0se P(A) =0.

Se ¢ una variabile aleatoria tale che E (§) sia definita, allora, Q¢ (A) = QF (4) — Q¢ (A) con
Q; (A) = [, dPe*.

Teorema 77 (di Radon-Nikodym) Se p una misura numerabilmente additiva e finita su uno
spazio misurabile (2, F) e A una misura assolutamente continua rispetto a u. Allora esiste una

funzione f € L (F) integrabile rispetto a yu, tale che VA € F, A(A) = [, p(dw) f (w).

Percio, considerando al posto di (2, F), (2, B), con B suboalgebra di F, si ha che Q; & assolu-
tamente continua rispetto a P. Pertanto esiste fe € L(B) tale che, VB € B,
Q¢ (B) = fB dPfe. fe ¢ detta attesa condizionata di § rispetto alla calgebra B ed in generale
si indica E (§|B). Una qualsiasi funzione B-mis. h tale che h = E ({|B) P-q.c. ¢ detta versione
della probabilita condizionata di & rispetto a B.

Se £ =14, A€ F, allora E (14|B) ¢ detta probabilita condizionata di A rispetto alla calgebra
B e si indica P (A|B) . Inoltre, per definizione di attesa condizionata, si ha che, VB € B,

IP’(AOB):/

ANB

dP:/le’lA/ dPP (A|B) . (1.136)

35



1.8.1 Attesa condizionata rispetto ad una v.a.

Data una v.a. &, sia F¢ la suboalgebra di F generata da &, ovvero quella generata dalla collezione

di eventi {w € Q: ¢ (w) € B}, Be B(R).
Teorema 78 1 é una v.a. Fe-mis. <= 3 una funzione B (R)-mis. ¢, tale che n = ¢ o &.

Dimostrazione:

< Basta osservare che VB € B (R),

{weQ:n(w)eB}:{weQ:(¢o§)(w)eB}:{weQ:§(w)e¢1(B)}e]<-"5, |
1.137
poiché ¢~* (B) € B(R).

— Sia ®; la classe delle v.a. Fe-mis. e @, la classe delle v.a. Fe-mis. per cui V¥ € &g, I¢
B (R)-mis. tale che n = ¢ o £&. Dunque, & C ®¢. Poiché VA € F¢, £(A) € B(R), la v.a.
14=1¢a0& € @5 che equivale ad affermare che tutte le v.a. semplici appartengono a @5.
Poiché ogni v.a. F¢-mis. sipuo rappresentare come limite puntuale di v.a. semplici, data una
generica v.a. Fe-mis. 7, esiste una successione {7, },>1 di v.a. semplici convergente puntual-
mente a 7 ed inoltre, Vn > 1, esiste una funzione B (R)-mis. ¢,, tale che n,, = ¢,, 0&. Quindi,
poiché B := {x € R: 3lim,, ¢,, ()} € B(R), ponendo ¢ (x) = 15 (x) lim,, o ¢, (), che
¢ B(R)-mis., si ha che Vw € Q, lim,, o (¢, 0 &) (w) = (¢ 0 &) (w), ovvero &, = P.

u

Dal risultato precedente segue che esiste una funzione B (R)-mis. ¢, tale che I'attesa condi-
zionata di una v.a. 7 rispetto alla calgebra generata da un’altra v.a. £, E (n|F¢) che di solito si
indica E (n|¢) ¢ uguale a ¢, o &. Allora, VB € B(R), {w € Q: {(w) € B} € F¢ ed indicando con
P¢ la misura di probabilita indotta da £ su (R, B (R)) segue

/ dIP’n_/ dIPIE(n|£)_/ quﬁno{_/d]P’gqﬁn. (1.138)
{weR: ¢{(w)eB} {weQ: {(w)eB} {weQ: {(w)eB} B

Percio ¢, ¢ la derivata di Radon-Nikodym della misura segnata Q, (B) = i) 5 AP¢o, rispetto a Pe.
Allo stesso modo, nel caso in cui 7 = 14, A € F, si ha che esiste una funzione B (R)-mis. ¢, tale
che la probabilita condizionata P (A|F¢) =P (A|€) ¢ uguale a ¢4 o £. Percio, VB € B(R),

P(AN¢(B)) :/ dIP’lA:/ dIPIP’(A|§):/dIP§¢A. (1.139)
{weQ : ¢(w)eB} {weQ: ¢(w)eB} B

Solitamente per indicare le funzioni R > x +— ¢, (v),¢, () € R si usa rispettivamente la
notazione E (n|¢ = z) ,P (Al = ).

Esempio 2 Se ¢ ¢ una v.a. discreta, sia ne € N, tale che Q 3 w — & (w) € {z;}.5,. Allora,
ponendo P{w € Q: & (w) = x;} = p;, si ha

/ ey = [ PEGIE) = S mE@E=) BeB®R),  (1.140)
{weQ: ¢((w)eB} {weQ: ¢(w)eB}

L EB
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in particolare, se B = {z;},

1
E (nl§ = k) = —/ dPn, (1.141)
Pi J{wea:ew)=z:)
esen=14, A€ F,
P (A = ay) = AN ER s () =2i)) (1.142)

Di
Esempio 3 Se Q5 wr— X (w) = (£ (w),n(w)) € R? & un vettore aleatorio la distribuzione
di probabilita delle cui componeneti P{w € © : £ (w) < x, n(w) < y} ¢ a.c. rispetto alla misura
di Lebesgue su (R?, B (R?)) ed ha densita fx (z,y), siano fe (z) e f, (y) le densita marginali di &

e 1. Allora, ponendo fe, (x|y) := f}(n((z,;/) Liyer: 1, (>0}, VA, B € B(R), si ha

Plw e :€(w) €A nw) e B} = P11y = / dPP (¢ (A) |n)
{weQ:n(w)eB} {weQ:n(w)eB}
(1.143)

Z/defn(y)ﬂ”(il (A) [n=y) =/defn(y)P({wEfltﬁ(w)GA}\nzy),

[ duty) [ defentat) = [ dodyfs w9 ~Ploe QX @ eAx B}y (114)
_Plue:EW) e A n(w) e B
Percid,
P A =y) = [ defen(aly) = [ drLa(@) fonlaly) Pac.. (1.145)

Procedendo allo stesso modo, Vg € L' (R, B(R),P¢), si ottiene
B (g (€)1 =y) = [ dug(a) fo zly) Pac. (1.116)
R

1.8.2 Versione regolare di una probabilita condizionata

Definizione 79 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e B una suboalgebra di F. La funzione
FxQ3(Aw)— P(Alw) € [0,1] é detta versione regolare della probabilita condizionata P (-|B)
se

o VweQ FoAr—— P(Alw) € [0,1] é una misura di probabilita su (2, F);

e VA F, Q35w+ P(Alw) € [0,1] é una v.a. B-mis. e P(A|-) =P (A|B) P-q.c..
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Proposizione 80 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e B una suboalgebra di F. Data una
v.a. £ per cui E (§) esiste e P una versione regolare della probabilita condizionata rispetto a BB, si

ha
E (¢]B) (w) = /p (do|w) € (&) P-gc.. (1.147)

Dimostrazione: Se, dato A € F, ¢ = 1,4, la definizione precedente implica

E(14|B) (w) =P(A|B) (w) = P (Alw) = /AP (dw'|w) P-q.c.. (1.148)

Conseguentemente, 'affermazione contenuta nella tesi e valida per le v.a. semplici. Poiché
¢ =¢" — ¢ ¢ sufficiente considerare & > 0. In tal caso si pud costruire una successione {£},>1
di v.a. semplici monotona crescente convergente puntualmente a . Quindi, per teorema sulla
convergenza monotona

,}LI&E(S |B) (w hm / (dw'|w) &, (W) = /P(dw’|w) E(W) =E(|B) P-qc..  (1.149)

|

Esempio 4 Se il vettore aleatorio X = (§,n) ha distribuzione a.c. rispetto alla misura di
Lebesgue, considerando lo spazio di probabilita (R, B (R),P¢), con Pgédx) fe (x) distribuzione di
probabilita marginale della componente § di X e B, la suboalgebra di F generata dalla componente

ndi X,
BR) xR (Ag)— PAly) = [ dofey (aly) € 0.1 (1.150)

€ una versione regolare della probabilita condizionata P (f ~1(A) |Bn> che ¢ anche a.c. rispetto alla
misura di Lebesgue su (R, B (R)). Pertanto, Vg € L' (R, B(R),P),

E(g(€)|n=1y) = / dxg (z) fen (1) Py — g.c (1.151)

dove P, ¢ la distribuzione di probabilita marginale della componente 7 di X.
Una versione regolare della probabilita condizionata rispetto ad una calgebra non e altro che
un nucleo di probabilita.

Definizione 81 Data una coppia di spazi misurabili (2, F) e (E,E), la funzione
Ex N3 (Aw) — q(Alw) € [0,1] é detta nucleo di probabilita da (2, F) a (E,&) se

(E
e Vwe N E3A— q(Alw) € [0,1] ¢ una misura di probabilita su (E,E);
e VA& Qowr—— q(Alw) €[0,1] ¢ una v.a. F-mis. e q(E|-) = 1.

)
)
Un nucleo di probabilita da (Q, F) a (E, ) mappa la misura di probabilita P su (€2, F) nella
misura di probabilita Q su (F,E) tale che

Q(A) = /d]P’ (@) q(Alw), AcE. (1.152)
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Esempio 5 Se (92, F,P) & una spazio di probabilita e @ 3 w +—— & (w) € E & un applicazione
misurabile, allora

Ex N (Aw)— g (Aw) =(1a0&) (w) €0,1] (1.153)
¢ il nucleo di probabilita che mappa la misura di probabilita P su (€2, F) nella misura di probabilita
Pe su (E,E).

Esempio 6 Se il vettore aleatorio X = (§,n) ha distribuzione a.c. rispetto alla misu-

ra di Lebesgue di densita fx (z,y), considerando lo spazio di probabilita (R,B(R),P,), con

%Zy) = f,, (y) distribuzione di probabilita marginale della componente n di X, I'applicazione

B@@xRamﬁw—wameZFWﬁ@Memﬂ1 (1.154)

¢ il nucleo di probabilita che mappa la misura di probabilita P, nella misura di probabilita P¢ su
(R,B(R)) a.c. rispetto alla misura di Lebesgue di densita f¢ (). Infatti,

Awwmmzéwmwémmumzémemww=éw&m=mmw
(1.155)

Definizione 82 Data B una suboalgebra di F, un nucleo di probabilita q da (2, B) a (2, F) é
dettoproprio se VB € B,w € 2, ¢(B|lw) = 15 (w) .

Proposizione 83 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e B una suboalgebra di F. Un nucleo
di probabilita q proprio da (Q,B) a (Q,F) & una versione regolare della probabilita condizionata

P(-|B) se e solo se VA e F,E(q(A|)) =P(A).
Dimostrazione:

— Poiché ¢ e proprio ed & per definizione una misura di probabilita su (2, F), dati A € F,

B € B, si ha
q((ANB)w) < ¢(Alw) A q(Blw) = q(Alw) 15 (w) , (1.156)
q((ANB°) |w) < q(Alw) Aq (B|w) = q(Alw) 15 (w) |
q(Alw) =q((ANB)U(AN B |w) = q (AN B) |w) + ¢ ((AN B°) |w) (1.157)
= q(Alw)1p (W) + ¢ (Alw) 15 (w) -
Quindi
P(ANB) =E(1pq(Al)) =E(¢(ANB|)) . (1.158)

<= SeVA e F,E(q(A|)) =P (A), in particolare vale che VB € B, P(ANB) =E(q(AN B|")),
ovvero ¢ (A|-) € una versione di P (A|B) che ¢ regolare perché ¢ per definizione una misura
di probabilita su (2, F).
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Osservazione 84 Dato uno spazio di probabilita (2, F,P) ed una oalgebra B C F, se si compone
il nucleo di probabilita proprio che rappresenta una versione regolare della probabilita condizionata
P (-|B) con il nucleo di probabilita q¢ di cui all’Esempio 4 si ottiene una versione regolare della
distribuzione di probabilita condizionata dell’elemento aleatorio & a valori in € definito su (2, F,P)
rispetto alla oalgebra B. Ovvero,

Ex Q3 (A w) — pe (Alw) = /q(dw’|W) (1ao§) (W)= /q(dw’|w) Lo (@) = q (671 (A) lw)
(1.159)

/Bdﬁbp5 (A]-) = /deq 1 A)]) = /qu (&'(A)NB|)=P('(ANB) BeB,
(1.160)
cioé pe (A]-) =P (€ € A|B) P-g.c..

Definizione 85 Sia & una v.a. definita su uno spazio di probabilita (2, F,P) e B una suboalgebra
di F. La funzione R x Q3 (z,w) — F (z|w) € [0,1] ¢ detta funzione di distribuzione regolare di
& rispetto a B se:

e VweQ R>x+—— F(xlw) €[0,1] é una funzione di distribuzione, ovvero:

— F (:|w) é non decrescente;
— lim,| o F (z|w) = 0, limytioo F (z|w) = 1;
— F (-lw) é continua a destra e Vo € R3limy, F (y|w) .

o Vz € R, F(x|) = pe ((—o0,z]|) P-g.c..

Teorema 86 Sia £ una v.a. definita su uno spazio di probabilita (2, F,P) e B una suboalgebra
di F. Una funzione di distribuzione regolare di & rispetto a B esiste sempre.

Dimostrazione: Vz € R, sia F, = P({ < z|B) una qualsiasi versione della probabilita
condizionata dell’evento £ ' ((—oo, 7)), rispetto a B.

e Posto Q = {r;}icz, siccome Vi € Z,{{ < r;} C {€ < rija}, Le<ry < Lg<r,, )y Dercio
F,, < F,,, P-q.c.. Allora, se

Ay={weQ:F,>F,}, (1.161)
P(A;) = 0 cosi come P (A)se A := J;; Ai ¢ l'insieme degli w € € per cui F, (w) non ¢
monotona in 7.
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e Allo stesso modo, sia Vi € Z,
Bii={weQ:lim F, 1(w)#F, (w)}. (1.162)
n—00 T

Poiché Vi € Z, la successione {1 (e<ri +%}}n21 ¢ monotona decrescente e convergente a 1ie<,,},
per il teorema di convergenza monotona lim,, . F}, 1 (w) = F}, (w) P-q.c., percio P (B;) = 0
cosi come P (B) se B := |
destra in r € Q.

sz Bi ¢ l'insieme degli w € € per cui F, (w) non ¢ continua a

e Ponendo inoltre

C::{WEthl_iI_l Fr(w)#l}u{weﬁzgr_n F, (w) > 0}, (1.163)

si ha P(C) =0, poiché {w e Q:¢<r} T Qperr — +ooe{weQ:&<r} |0 per
r— —00.

Definiamo allora F'(z|w) = 1enpence (w) lim, |, F, (w) + 1aupue (w) F (z) dove F ¢ la fun-
zione di distribuzione di £. Per costruzione F' (-|w) risulta una funzione di distribuzione, inoltre
Vr € Q, F(r]) = P(£ <r|B), ma per la continuita a destra della F' nel primo argomento,
VYw € Q, lim, |, F' (rlw) = F (z|w) d’altra parte, per il teorema di convergenza monotona

liinIP’(f <r|B) =P < z|B) P-q.c. . (1.164)

Dunque F (z|-) =P ({ < z|B) P-q.c.. =

Formula di Bayes generalizzata

Se X = (§,n) ¢ un vettore aleatorio che ha distribuzione a.c. rispetto alla misura di Lebesgue di
densita fx (z,y) e g € L' (Q, B(R),P¢) poiché VB € B(R),

P, (B):/RdIPg]P(BK):/Rdxf{ (gc)/defn5 (le) (1.165)

nonché,

Q, (B) = /B 0P, E (gln) = /B dyf, (v) / dvg (2) e (2ly) = / def (2) g (z) / dy foe (y])

(1.166)
— [dnse (@)@ BBl =) = [ dy [ dofe(@) e i) g o).
allora
s Xz T i X
=) = (g0 = )= BEEEREVEET arae. (e
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1.9 Attesa condizionata come operatore di proiezione su
un sottospazio chiuso di L* (Q, F,P)

Se B C F & una suboalgebra di F, poniamo Vp € [1, 400, L? (2, B,P) := LP (B).
Lemma 87 Se B C F, Vp € [1,4+o00], L? (B) puo essere identificato come sottospazio lineare
chiuso di LP (F) .

Dimostrazione: Poiché B C F, ogni funzione B-mis. ¢ anche F-mis. inoltre, poiché la
misura di probabilita su B e una restrizione di quella data su F, I'integrale sulle funzioni semplici
integrabili F (B) e dato dalla restrizione dellintegrale definito su E (F). Munendo E (B) della
norma ||-||;,, si ottiene un’applicazione isometrica da E (B) in E (F). Poiché E (B) e denso in
LP(B) e L? (F) ¢ completo, questa isometria si estende ad un isometria da L? (B) in LP (F).
Siccome l'immagine tramite un isometria di uno spazio completo ¢ completa, I'immagine di L? (B)
in LP (F) ¢ completa ed in particolare ¢ chiusa. m

Definizione 88 Sia E® la proiezione ortogonale di L* (F) in L* (B). Dato f € L*(F), EB (f) ¢
detta attesa condizionata di f rispetto a B.

1.9.1 Proprieta dell’attesa condizionata

Poiché per definizione EZ & un proiettore ortogonale, ne possiede tutte le proprietd, in particolare

VfelL*(F):
1 E5(f) € L2 (B):
2. 1B (Ol 2 < 1o
Inoltre se C, B sono subcalgebre di F tali che C C B allora,
3. E°E® = E¢ e EE® = E.
Infatti, poiché B O C allora L*(B) D L? (C) quindi Vf € L? (F)

f=utv, u=EE(f),ve (L*(B))", (1.168)

- w=w+h, w=E°(f), he (L*(C)" . (1.169)
Dunque f = w + h+v, ma (L% (C))" D (L*(B))" quindi v+ h € (L*(C))", percid

E (f) = w = E¢ (u) = E° (EP (f)) . (1.170)

Se A & la calgebra generata da {Q,(}, sostituendo A a C si ottiene EAE® = EA. No-
tiamo inoltre che f & A-mis. se e solo se f ¢ costante, da cui segue che (L2 (A))" & il
sottospazio di L? (F) corrispondente alle funzioni tali che E (f) = 0. Poiché Vf € L*(F),
f=E(f)1g+hcon htale che E(h) =0, EA(f) = E(f) 1q e EEA (f) = E(f) . Quindi, sic-
come

E° (f) € L*(F), EE® (f) = EE“E® (f) = E(/f).
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Se ¢ € L™ (B), allora

4. Vf e L*(F), E5 (of) = ¢E® (f).

Infatti, sia

L?(F) > fr— Myf = ¢f € L* (F) (1.171)
I’operatore lineare limitato corrispondente alla moltiplicazione per ¢. Poiché ¢ ¢ misurabile e
L(F) & un algebra, My (L*(B)) < L*(B). Inoltre, My & hermitiano, ovvero
Vg e L*(F), (Myf.9);2 = (f. Myg),» in altri termini E (f (¢g)) = E((¢f),g) . Poiché,
L* (B) & invariante per M, lo stesso vale per (L? (B))L . Quindi, data f € L*(F), f =u+v
con u = EB(f) € L2(B),v € (L2(B))" ¢ Myf = Myu + Myv, dove Myu € L2(B),
Myv € (L2 (B))" . Allora EB (M,f) = Myu = MyEB (f).

5. Se f > 0 allora EB (f) > 0.
Infatti, VB € B, 15 € L* (B) quindi, per la proprieta precedente,

E (E® (f)15) =E (E® (f15)) =E(f15) >0. (1.172)
Posto v = EB(f) e Vn > 1,B, = {w € Q : uw) < -1} € B,
0 < EP(f1g,) < —iP(B,) il che implica P(B,) = 0,Vn > 1. Dunque,

P (U,51 Bn) = lim, oo P (B,) = 0.

Da cio segue:

5.1 Vf,g € L?(F) tali che f > g, EB (f) > E®(g) ;
5.2 poiché — |f| < f <|f|, [EB ()] <EB(|f]).

1.9.2 Estensione dell’attesa condizionata a L' (Q, F,P)

Teorema 89 L operatore lineare limitato B : L? (F) — L*(B) C L?(F) ammette un’esten-
sione continua Eg definita su L' (F) ed a valori in L' (B) che ¢ una versione di E (-|B). Tale
estensione ha le sequenti proprieta:

1.Vfe L' (B),Es(f) = f;
2 MEs ()llpx < A0 s

3. se C,B sono suboalgebre di F tali che C C B, allora EcEg = E¢ ed in particolare
EEs (f) =E(f);

4. se p € L™ (B), alloraVf € L' (F), Eg(of) = ¢E5 (f).
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Dimostrazione: Vf € L? (F),
E[ES ()] < E (7 (1f))) = BEA (E° (1£) =E (15 = | flls . (1173)

ovvero ||EZ (f)]| 2 < |Ifll,: - Quindi Ef & un operatore lineare limitato su L? (F) munito della
norma L'. Poiché esiste un insieme denso in L? (F) che & denso anche in L' (F) e L' (B) & completo,
si puo considerare 'estensione di EB come operatore da L' (F) in L' (B) che denotiamo con Eg (+) .
Percio, Eg (+), in qualita di estensione per continuita di EP, ne eredita le proprieta. m

Inoltre, dalle ultime due proprieta Vf € L' (F), si ha

E(15Es (f)) =E(Es(1sf)) =E(1pf) =E(15E(f|B)) BeB, (1.174)
cioeEg = E (-|B) P-q.c..

Osservazione 90 Poiché E [n|€] coincide in L*(F) con EF* [n] minimizza la distanza di 1 da
L? (F*) definita dalla norma indotta dal prodotto scalare in L* (F), cioé infCeLQ(ﬁ) I —C|[3> .

Infatti, siccome
E[(n—Enl¢]) |Fe] = Enlg] —Enl¢] =0, (1.175)

st ha

In—<¢ll. = l(n—EmlE]) — (¢ —EME)]7 (1.176)
= |n—E Rl + 1< —EmlE3
—2E [(n — En[¢]) (¢ — Enl¢])]
= lln—En&I: + 1< — EMmEI:-
—2E [E [(n — E[n[¢]) (¢ — E [n[¢]) | Fe]]
ln — B WmIE]lI7: + 1< — E 1€l
—2E[(¢ —E [nl¢]) E [(n — E [n[¢]) | Fe]]
= ln—E Rl + 1< —E g3
ln —E M.

dove l'uguaglianza é raggiunta soltanto se ( = E [n|¢].

Quanto appena esposto, si puo riformulare nel linguaggio della statistica affermando che 1l
maglior stimatore in media quadratica della v.a. n, potendo osservare le occorrenze della v.a.
€, € lava. ¢ (&) con ¢* : R — R, B(R)-misurabile, che é una versione di E[n|£]. Infatti,
’estremo infem’ore;u tutte le funzioni B (R)-misurabili ¢ : R — R di ||n — ¢ (€)||72 ¢ uguale a
infgeL2(]-‘E) ”77 - CHL2 :

Il grafico della funzione R 5 z — ¢* () € R ¢é detta curva di regressione di 7 rispetto a x.

v

Proposizione 91 Vf € L'(F), esiste una successione crescente di suboalgebre finite
BiC---CB,C---CBCF tale che

1 (f1Br) = E(fIB)l[pn — 0. (1.177)
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Dimostrazione: Siau = E (f|B) . Poiché u € L' (B) esiste una successione {uy }x>1 di funzioni
semplici in L' (B) tale che u ne ¢ il limite. Sia By la calgebra generata dalle u;, [ < k. Allora
By, C B, uy, & By-mis., E (ug|Bg) = ug e ||E (v — ug|Bi) |l < |lu— ugll ;1 - Quindi

1B (u|Bi) — ullpr < | (ulBr) = E (urBi)ll g + [[E (ur|Br) — ull s (1.178)
= |[E (u = ux|Be)l| pr + lJun — ull o < 2 [lug =l

Ma E (ulBy) = E (E (f]B) [Bi) = E (f]B;) , percio
IE (F1B1) = E (f1B) 11 < 2llus — ull s — 0. (1.179)
|

Proposizione 92 Se B ¢ una suboalgebra finita di F i cui atomi sono ey, .., e,, allora¥Vf € L' (F)

~E(f1,)
E(f|B) = Ly, 1.180
15 =3 S (1150)
Dimostrazione: Se f € L?(F), EB(f) € L*(B) = span{vy, k=1,..,n}, v, = Lo

VE(1e,)
Percid EP (f) = >")_ E(fvg) vk. La tesi segue dal fatto che L? (B) ¢ denso in L' (B). =

Definizione 93 Dato B € F, la misura di probabilita su (§2, F)

P (A|B) = P(;(g)B) _ Elél(izf) AeF (1.181)

e detta probabilita condizionata rispetto all’evento B.

Quindi, in accordo con quanto affermato nell’Esempio 1

E(f]-B) _ f{wEQ:IB(w):l} d]P)f .

E(f1B) = 55 o —/QIP’(dwﬂgzl)f(w) . (1.182)

Definizione 94 Sia {Ag}r>1 una successione di eventi esaustiva di 2, ovvero tale che Vk > 1,
Ap C Ay, P(Ag) < 00, UkZI Ap = Q e, fissato n > 0, sia

n r>n
Rozr—¢, = * -n<z<n €R. (1.183)
-n r<<-—-"n

Allora, ¥Yn > 0 e f misurabile, Uapplicazione T, f := ¢, (f)1a, € L®(F) ¢é detta operatore di
troncamento.

Proposizione 95 Sia p € [1,+00] e B suboalgebra di F. Se f € LP (F), E(f|B) € L* (B) e
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LAEIB) e < [ fllze s

2NfELP(F),ge L1(B): 5+, =1E(fgB) = gE(f|B);
_l’_

3.VfeLP(F),ge Li(F):;+,=1E(E(f|B) =E(fE(9|B)) =E (E(f|B)E (4|B))

Dimostrazione:

1. Poiché la funzione RT > 2 — 2P € R* per p > 1 & convessa, per la disuguaglianza di Jen-
sen si ha che |E (f|B)|l» < ||f|l;» - Inoltre, se f € L (F), esiste una successione crescente
di suboalgebre finite {Bg}r>1 che accresce a B tale che la successione E (f|By) converge a
E(f|B) in L'. Da {E(f|Bx)}r>1 si pud estrarre una sottosuccessione {E (f|By,)}x,>1 con-
vergente a E (f|B) P-q.c.. Poiché, [|E (f|Br)|l; < [fll;= € [E(fIBk)| < ||fll;~ la 1. vale
anche per f € L (F).

2. Sia {Aj}r>1 una successione di eventi esaustiva di §2. Allora, posto ¥n > 0,
fo =T, (f) € L™ (F) (1.184)

e la successione {f,},>1 converge a f in L. Da cio segue che anche {E (f,|B)},>1 converge
a E(f|B) in LP. Allo stesso modo si ha che la successione {g,},>1 costruita come {f,}n>1
converge a ¢ in L9. Inoltre, siccome g, € L (B), E (gnfn|B) = guE (fu|B) € {gnE (fn|B) }rn>1
converge a g (f|B) in L'. Ma poiché {g, fn}n>1 converge a fg in L' anche {E (g, fn|B) }n>1
converge a E (gf|B) in L.

3. 8ep=q= %, I’affermazione e evidente come pure se p = 00,q = 1 o viceversa. Infatti, se
ferL>®(F)ege L' (F)perlal, E(f|B) € L*(F) quindi

E(gE (f1B)) = E(E((4E (f1B)) |B)) = E (E (f|B) E (9/B)) - (1.185)

Inoltre, L (F) C L*(F) e L? (F) & denso in L' (F) ed il caso generale si dimostra usando
le successioni di funzioni {f,,}n>1,{gn}n>1 come in precedenza.

1.10 Correlazione tra coppie d’eventi

Definizione 96 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Dato B € F, tale che P(B) > 0, la
misura di probabilita su (2, F)
P(ANB) E(1alp)

PUB) = 55 = Bag A€ (1.186)

e detta probabilita condizionata rispetto all’evento B.
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Sia (€, F) uno spazio misurabile e P una misura di probabilita su (2, F). Dati A,B € F,
I’evento A si dice essere positivamente correlato a B rispetto a P, se

P(A|B) >P(A) . (1.187)
Analogamente, A si dice essere negativamente correlato a B rispetto a P, se

P(A|B) <P(A) . (1.188)
Nel caso si abbia

P(A|B) = P(A) , (1.189)

si dice che A e B sono stocasticamente indipendenti o non correlati rispetto a P. Pertanto, se
P(A) e P(B) non sono nulle, quanto appena esposto puo riassumersi nella seguente

Definizione 97 Dato (Q, F,P) uno spazio di probabilita ed A, B due eventi tali che P(A),
P(B) > 0, allora A e B si dicono

e positivamente correlati se P(ANB) >P(A)P(B);
e negativamente correlati se P(AN B) <P(A)P(B);
e non correlati o indipendenti se P(AN B) =P (A)P(B).

Osserviamo che se A & positivamente correlato a B, A° = Q\ A & negativamente correlato a B
e viceversa, in quanto

P(A|B)=1-P(A°B) > P(A) =1 P(A°) . (1.190)

Quindi, P (A°|B) < P(A°). Chiaramente, se A ¢ indipendente da B lo ¢ anche A°.

Esempio 7 Considerando un urna contenente N palline di cui H bianche, si effettuano
due estrazioni. Indicando con FE; ed Es gli eventi in cui sia stata estratta una pallina bianca
rispettivamente alla prima ed alla seconda estrazione, nel caso di estrazioni

con retmbussolamento: la composizione dell'urna alla seconda estrazione ¢ identica a quella che
si aveva in occasione della prima estrazione. Pertanto,

P(E) =P (E,) = % . (1.191)

Inoltre, P (E; N Ey) = (%)2 =P (E)) P (E,), cioe le estrazioni risultano indipendenti;

senza reimbussolamento: la composizione dell’'urna alla seconda estrazione risulta variata rispetto
all’estrazione precedente. Pertanto,

H

P(E) = & (1.192)

P(Ey) = P(E|E)P(E)) +P (B EY) P (EY) (1.193)
_H-1H H N-H_H
N—-1IN N-1 N N’

ma, essendo H < N,P(Eo|E) = 45 < L = P(E). Inoltre, siccome
P (E)|Ey) = P(Ea|Ey) 553 = P (Ea|Ey) , si ha P (Ey|Bs) < P(Ey).
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Le nozioni d’indipendenza e correlazione tra eventi precedentemente introdotte possono essere

generalizzate al caso in cui si consideri al posto di P la probabilita condizionata rispetto ad una
oalgebra B, P (-|B) .

Definizione 98 Dato (2, F,P) uno spazio di probabilita B una suboalgebra di F ed A, B due
eventi tali che P (A|B),P(B|B) > 0, allora A e B si dicono

e positivamente correlati condizionatamente a B se P(AN B|B) > P (A|B)P (B|B);
e negativamente correlati condizionatamente a B se P(AN B|B) < P(A|B)P(B|B);

e non correlati o indipendenti condizionatamente a B se P(AN B|B) =P (A|B)P(B|B).

Esempio 8 Considerando un urna contenente N palline tra bianche e nere, la cui composizione
sia incognita, sia H la v.a. che conta il numero di palline bianche nell’'urna e B la calgebra generata
dalla partizione di Q2 associata agli eventi A;, ¢ = 0, .., N, corrispondenti ai differenti valori assunti
da H. Indicando con E; ed F5 gli eventi in cui sia stata estratta una pallina bianca rispettivamente
alla prima ed alla seconda estrazione, dall’esempio precedente segue che, nel caso di estrazione
con reinbussolamento, Vi = 0, .., N, subordinatamente all’evento A;, Eied F, sono indipendenti
ovvero, P (Ey N Ey|A;) =P (Ey|A;) P (E2|A;) . Tuttavia,

P(E,) = ﬁMEﬂA»P(Ai):ﬁ%P(A», j=12. (1.194)

P(E1NE,) = iP<El N Ey|A;) P (4;) = iP(EllAi)P<E2|Ai)P(Ai) (1.195)

=0

i=0
Nel caso in cui H sia uniformemente distribuita, P (H = i) = N;H, si ha
i1 1
P(E,) = P(E,) = I 1.196
B) = PE)= yys (1.196)
N o, .\2
i 1 1 1 1

P(EyNE;) = —) ——=-+-——=<>-=P(E)P(L) . 1.1
BB - 3 (5) v optar s -PEIRE) . (L1

Quindi, I'indipendenza stocastica rispetto ad una calgebra non implica quella stocastica rispetto
aP.



1.11 Indipendenza stocastica ed ortogonalita tra sottospa-
zi di L?(Q, F,P)

Definizione 99 Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita. Due suboalgebre di F, B e C, si dicono
indipendenti relativamente a P se Vf € L*(B), g € L*(C) tali che E(f) =E(g) =0, E(fg) = 0.

Una volta fissata la misura di probabilita P su (€2, F) quindi, ci siferira a tale proprieta sem-
plicemente come proprieta d’indipendenza. Nel seguito, laddove non differentemente specificato,
considereremo fissato lo spazio di probabilita (€2, F,P).

Osservazione 100 Quanto affermato nella precedente definizione si puo tradurre nel modo se-
guente. Sia H = {f € L*(F) : E(f) = 0} ovvero il sottospazio di L* (F) ortogonale a 1q. Poiché
per la proprieta 3 dell’attesa condizionata (VB C F, EE® = E), si ha EB (H) C H, affermare che
B e C sono indipendenti rispetto a P risulta equivalente ad affermare che HN L* (B) e HNL?*(C)
sono tra di loro ortogonali, ovvero che

L*B)NL*(C)=HT={fe*(F): f=E(f)1q}, (1.198)

ovvero, poiché L* (B) N L*(C) = L* (BNC), che BNC = A, la ogalgebra generata da {€,0}.

Notiamo inoltre che se B,C sono due suboalgebre di F indipendenti rispetto a P, B' C B e
C' C C sono tra di loro indipendenti rispetto a P. Infatti, H N L*(B') € H N L*(B) e
HNL*(C') € HNL*(C) quindi lortogonalita tra H N L*(B) e H N L*(C) implica quella tra
HNL*(B) e HNL2(C).

Proposizione 101 Siano B,C suboalgebre di F, le sequenti affermaziont sono equivalenti:
1. B e C sono indipendenti;
2.E(n) =EEMn) Ve L*B),nel*(C).
Dimostrazione: Poiché¢ & e n possono essere decomposte nel modo seguente

E=u+E()1g,n=v+E(n)1lgsi hacheu e HNL*(B),veHNL?*(C) percio laffermazione
2. e equivalente all’affermazione

E(uw)=0 YueHNL*(B),veHNL*(C) (1.199)
che implica, per definizione, 'indipendenza di B,C. =

Teorema 102 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e siano B,C C F. Le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

1. B e C sono indipendenti;

2.Vfe L' (C),E(f|IB)=E(f).
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Dimostrazione:

.= 2. Sia fe L?(C) esiau= f—E(f)1q. Allora, u € HN L*(C) ed & per ipotesi ortogonale
ad L?(B) N ‘H. Dunque, poiché E (-|B) coincide P — g.c. con Pestensione in L' (B) di EB,
proiettore ortogonale su L? (B), e L?> (B) C L' (B),

0= E (ulB) = E(f — E(f) 10lB) = E(f|B) ~ E(f) 1n . (1.200)

cioe E(f|B) = E(f)1q ovvero vale la tesi. Nel caso in cui f € L' (C), posto ¥Yn > 1,
fo=T,(f) € L>(C) C L*(C), L*(C) & denso in L' (C) e la successione {f,},>1 converge
a fin L' (C). Quindi, applicando quanto detto in precedenza a f,, e passando al limite per
n T oo, si ha la tesi.

2. = 1. Sia f € L*(C) NH, allora per ipotesi E (f|B) = E(f) =0, da cui segue che L*(C) NH
¢ ortogonale a L? (B) NH e cioé che B e C sono indipendenti.

Corollario 103 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e siano B e C due suboalgebre di F tra di
loro indipendenti. Allora, Vf € L' (F), E(E (f|C)|B) =E(f).

Dimostrazione: Sia f € L'(F), allora E(f|C) € L'(C). Posto v = E(f|C),
E(u) = E@E(fIC)) = E(f). Ma poiché v € L'(C) per il teorema precedente
EwB)=E(u)=E(f). =

Definizione 104 Due v.a. &;,&, definite su uno spazio di probabilita (2, F,P) si dicono mutua-
mente indipendenti rispetto a P se le oalgebre B; := &1 (B(R)) C F, i = 1,2, sono indipendenti
rispetto a P.

Se By,By C F sono indipendenti, le v.a. Xji, X5 rispettivamente Bi-mis. e By-mis. sono
mutuamente indipendenti, in quanto X; ' (B(R)) C B;,i = 1,2. Inoltre, se fi, f» sono B (R)-
mis. allora le v.a. Y; = f; 0 X;,7 = 1,2 sono anch’esse mutuamente indipendenti, poiché

Vi=1,2 Y (BR)) C X' (fi' (B(R))) C X" (B(R)).

Teorema 105 Siano &,,&, due v.a. definite su uno spazio di probabilita (2, F,P) ed X il vettore
aleatorio di componenti (§,,&,). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. & e &, sono v.a. indipendenti;

2. Yoy, ¢y B(R)-mis. e limitate,

E (¢ (&) #2 (§)) = E (¢, (61)) E (¢, (€2)) (1.201)
3. Py = Pe, @ P,
Dimostrazione:
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1. <=2 Sia B; = &' (B(R)) C F,i = 1,2. L'indipendenza di £,,§, ¢ equivalente a quella di
By, B,. Quindi, se f; € L?(B;), i =1, 2 per il teorema della dipendenza funzionale, J,, 1,
B (R)-mis. tali che f; =, (&;), i = 1,2 e 'affermazione 2 ¢ equivalente a
E(

¥y (€ ( )) E (¢2 (52)) =K (¢1 (f1> ¥y (52)) (1'202)
per 1y, 1, tali che ¥, € L? (R),i = 1,2. Ma, poiché

E(f;) = lmE (f}">) = lim E (W’ (gi)) i=1,2 (1.203)
E(Af) = lmE(f7A7) = lm E (v’ €)uf" (€) . (1200

con fi(n) =T, (f;) € L* (B;) C L? (B;) e, dalla (1.183) @Z)(n =1 o¢,, i =1,2, la condizione
precedente ¢ equivalente a quella piu restrittiva in cui ¥; e 1, sono scelte B (R)-mis. e
limitate.

2. = 3. Ponendo, VA, Ay € B(R), ¢y = 14,,¢5 = 14, si ha

Px (A1 x Ag) = E (14, (§1) 14, (§2)) = E (14, (61)) E (14, (&) = Pe, (A1) P, (A2)

(1.205)
Ma poiché Py & una misura su B (R?) = B(R) ® B (R), si ha la tesi.
3. = 2. V¢, ¢, B(R)-mis. e limitate, per il teorema di Fubini, si ha
(61663 (&) = || dPy 0 dPe01 (€)1 (6) (1.200)

N /deﬁlcﬁl (£1>/RdP£2¢z (€2) = E (91 (&1)) E (2 (&2))

cioe la 2
| ]

Definizione 106 Sia {B;}?, una collezione di subcalgebre di F e VH € P{l,..,n} sia By
la oalgebra generata da {B;}icu. Allora gli elementi della collezione {B;}?_, sono detti essere
mutuamente indipendenti (rispetto a P) se VH € P{1,..,n}, By e By sono indipendenti.

Definizione 107 Sia {X;}!, una collezzone di v.a. definite su (2, F,P), queste si diranno
indipendenti se le oalgebre B; == X; ' (B(R)) C F, i =1,..,n, sono mutuamente indipendenti.

Allora, se {B;}", € una famiglia di suboalgebre di F mutuamente indipendenti, gli elementi
di una collezione di v.a. {X;}, tali che Vi = 1,..,n, X; sia B;-mis. sono mutuamente indi-
pendenti, in quanto Vi = 1,..,n, X; ' (B(R)) C B;. Inoltre, se {X;}?, & una collezione di v.a.
indipendenti e {f;}?_; una collezione di funzioni B (R)-mis. allora le v.a. appartenenti alla fa-
miglia {Y;}, tah che Vi =1,..,n, Y; = f; o X, sono anch’esse mutuamente indipendenti, poiché

Vi=1,.,n, Y7 (B(R))C Xz (f[1 (B(R))) c X; ' (B(R)).
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Teorema 108 Sia {B;}!, una collezione di suboalgebre di F, le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

1. gli elementi di {B;}!, sono mutuamente indipendenti;
2. E(IT, fi) =T E(fi) VfieL=(B)i=1,.,n.
Dimostrazione:

1. = 2. Procedendo per induzione, supponiamo che la tesi valga per m < n e sia h = [[_, f;.
Sia By la subcalgebra di F generata dalla collezione di calgebre {f;! (B (R))}%,. Allora,
h € L™ (By) e poiché per ipotesi f; ' (B(R)) e By sono indipendenti, per il teorema
precedente, E (hfi) = E (h)E (f1) e la tesi segue usando 'induzione su h.

2. = 1. Sia H C {1,..,n} e C,C’ le suboalgebre generate rispettivamente da {B;}icy e {B;}icme.
Bisogna dimostrare che C,C’ sono indipendenti. A tal fine ¢ sufficiente dimostrare che

E(g9) =E(9)E(g) VgeL*(C),q € L*(C) . (1.207)
Ma cio segue dal fatto che, siccome, VK C {1,..,n}, se A ¢ la calgebra generata da {B;}icx,
Vi = span {f eL®(A):ImeN: =Y [/, ¥ erL (Bj)} (1.208)
i=1 jeK
¢ denso in L? (A) e che per ipotesi Vf; € L™= (B;) i = 1,..,n,
E (H A fi) _E (H fi) “TIEG) =TIEWIIEG - (209
i€H ieH’ i=1 i=1 icH ieH’

[ |
Allo stesso modo, procedendo come nel caso di un vettore aleatorio di due componenti, si ha:

Teorema 109 Sia {&,;}", una collezione di v.a. definite su uno spazio di probabilita (2, F,P) ed
X il vettore aleatorio di componenti (&,,..,€,). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. Le v.a. &, 1 =1,..,n, sono tra loro indipendenti;

2. per ogni collezione di {¢;}_, di funzioni B (R)-mis. e limitate,
E (H & <£z->> =TIE @ &) ; (1.210)
i=1 i=1
3. Py =@, Pe.

52



Capitolo 2

Convergenza di successioni di variabili
aleatorie

Quanto qui di seguito esposto resta valido, laddove non specificato differentemente, anche nel caso
in cui si considerino elementi aleatori.

Abbiamo gia notato che il limite puntuale di una successione di v.a. sia una v.a. (cfr. Teorema
64).

In questo capitolo illustreremo le altre nozioni di convergenza per successioni di v.a. che sono
utili nel Calcolo delle Probabilita e nelle sue applicazioni.

2.1 Convergenza quasi certa

Sia (€2, F,P) uno spazio di probabilita completo.

Definizione 110 Una successione di v.a. {£,}n>1 C L(F) converge a & € L(F) quasi certa-
mente rispetto a P (P-q.c.) se P{w € Q : lim, ;. &, (w) # & (w)} = 0.

Teorema 111 La successione di v.a. {&,}n>1 C L(F) converge a & € L(F) P-q.c. se e solo se
Ve > 0, limy o P{w € Q i sup,s,, [£) (W) — € (w)] > e} = 0.

Dimostrazione: Ve > 0 sia A} := {w € Q : [§; (w) —&(w)| > e} e A% = (5 Upsn 45
Quindi, {w € Q :lim, o &, (W) # (W)} = Ueso A% = Upiza Awi. Allora,

o:P{weQ:JLngogn(w)¢§(w)}:P<UAE> :IP’<U Aiz) <:>vmz17P<Ai>:o

e>0 m>1

= Ve>0,P(A%) =0« 1imIP(U Ai) =0<«<= lim P{lw € Q:sup|{;, (w) — & (w)| > e} = 0.
n—oo an

n—00
k>n
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Teorema 112 (di Egorov) La successione di v.a. {&, }n>1 C L (F) converge a § € L (F) P-q.c. se
e solo se Ve > 0, K. € F compatto tale che P (KE) < € e su cui {,}n>1 converge uniformemente

ak.
Dimostrazione:
< {,}n>1 converge puntualmente su G = J,,5, K1 quindi, Vm > 1, P(G) <P (K%) <L
ovvero P (G¢) = 0.
= Vg > 1,sia A == {w e Q: [, (w) =& (w)| > i}, e BY =
poiché per ipotesi {¢;}i>1 converge a £ P-q.c., Vg > 1,

lim P(B%) =P (ﬂ Bfn) =0. (2.1)

m—00
m>1

A%, Poiché B, D B .| e

n>m

Quindi, Vg > 1 e € > 0 esiste m? tale che P (leg> < 5;. Posto K. := ﬂq21 (Bglg> , si ha

ey q q €

P(KE) - P (U Bmg> SYE() <YL < 22)
g1 g>1 >1

inoltre, Vw € K., ¢ > 1 e k >ml, |§, (w) — & (w)| < é.

n

Teorema 113 La successione di v.a. {£,}n>1 C L (F) é fondamentaleP-q.c. se e solo se Ve > 0,

leIP weN:supléy (w) =& (W) >ep =0 (2.3)
i=n
oppure, equivalentemente, se
lim P{w € Q:sup [&,,, (w) — &, (w)| > e} =0. (2.4)
n—oo k>0

Dimostrazione: Innanzitutto, I’equivalenza delle due affermazioni segue dalla disuguaglianza

P €1 (w) = €0 (@)] = S0P [€nprik () = Gt ()] <50 € () = Gy (@) (25)
- - >0
= sup |€,, 1 (W) = £y (W)| < 25up |6, 4y (W) = €, ()]
%0 k=0

e dal fatto che

sup ’§m+k (W) = & (W)‘ = sup |§;, (w) — & (W)]- (2.6)
k>0 k>m
150 I>m

Inoltre, ponendo Aj; = {w € Q : [ (w) =& (W) > e}, A7 = N, UlgnAi,la si ha che

{w e Q:{¢ (w)}is1 non & fondamentale} = | J_., A°. Procedendo come nel teorema precedente si
ha la tesi. m
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Teorema 114 La successione di v.a. {&,}n>1 C L (F) converge ad una v.a. {P-q.c. se e solo se
e fondamentale P-q.c.

Dimostrazione:
= Poiché Vw € Q,

sup ¢, (w) = & (W) < sup g (w) = £ (W) +sup [ (w) = E(w)] (2.7)
I>n N B

Ve > 0,

c

0 €0 suple ()~ & ()] < ¢ c{weﬂziuprsk<w>—sl<w>rs§}. (2.8)
15n ="

Dunquese {¢,,}n>1 C L (F) convergea§ € L (F) P-q.c. latesi segue dal teorema precedente.

< Sia {£, }n>1 fondamentale P-q.c. e sia N :={w € Q: {¢,, (w)}n>1n0n ¢ fondamentale}. Poiché
una successione numerica e convergente se e solo se e fondamentale, sia

¢ (w) = { gmn—mo @) 52%\]\[ _ (2.9)

¢ euna v.a. e lim,, ¢, = {P-q.c..
|

Teorema 115 Condizione sufficiente affinché la successione di v.a. {&,}n>1 C L (F) converga a
€ L(F)P-qec ¢cheVe>0,3  PlweQ:|§ (w)—E(w)|>e} < oo

Dimostrazione:

lim P{w € Q:sup [¢;, (w) — & (w)| > e} = (2.10)
n—o00 E>n

,}grgloP<U{weQ:|sk<w>—§<w>| >e}) <

k>n

lim Y P{w € Q1 g (w) — €(w)] > £} =0,

k>n

poiché la serie Y, P{w € Q : [§;, (w) — & (w)| > €} & convergente per ipotesi. m

In realtd, posto A5 == {w € Q : [§;, (w) — £ (w)| > €}, la convergenza della serie Y, ., P (A5) im-
plica che P (151 Upsn A7) = limyo0 P (U, A7) = 0. Questo risultato & infatti una conseguenza
del risultato piu generale che segue:
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Lemma 116 (di Borel-Cantelli) Sia {An}n>1 C F e sia {Api.s.} = lim, A, = (),>; Ups,, Ak-
Allora, - -

1. se y o1 P(A,) < oo, ne seque che P{A,i.5.} = 0;

2. se ) .5, P(A,) = oo e inoltre gli eventi A, sono mutuamente indipendenti, ne seque che
P{A,is.} =1

Dimostrazione:

L. Se ), P(A,) < oo, allora

P(ﬂ UAk) :7115501@<U Ak> SJLH;ZP(A;C) =0. (2.11)

n>1k>n k>n k>n
2. {Ayis} = UpsiMisp A Sia N > n. Poiché gli eventi A sono indipendenti,
N 4e N c
P (ﬂk:n Ak) = L= P (A7) . Ma
N
H P (AS) = ¢ZhonlorP(47) — (L, 108(1-P(AL) < o= SRl P(A0) (2.12)
k=n

Quindi, se Y-, P (A,) = 00, ne consegue che P (N, A5) = 0, percido P{A, i.s.}* = 0.
]

Corollario 117 Sia {e, },>1 una successione di numeri positivi tale che lim,, o €, = 0 e {{, }n>1 C
L(F). Se 3§ € L(F) tale che ), o Plw € Q: [, (w) — & (w)| > en} < 00, allora la successione
di v.a. {&,}n>1 C L(F) converge a § € L (F) P-q.c..

Dimostrazione: Sia A, = {w € Q : |, (w) =& (w)] > e,}. Allora, per il Lemma di
Borel-Cantelli, P{A4,,i.s.} = 0. Quindi, per P quasi ogni w € 2, IN (w) tale che VYn > N (w),
€, (w) — & (w)] < e,. Ma poiché g, | 0, £, (w) converge a £ (w) per P quasi ogni w € 2. m
2.2 Convergenza in probabilita

Definizione 118 La successione di v.a. {&,}n>1 C L (F) converge in probabilita a § € L (F) se,
Ve >0, lim, oo P{lw € Q: |€, (W) — & (w)| > €} =0.

Lemma 119 L’applicazione

L(F)xL(F)>(¢n)r—p&n) =inf{le>0:P{lweQ:|{(w)—nw)|>c}<e} G]R(J“, |
2.13
definisce una distanza su L (F).
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Dimostrazione: p ¢ simmetrica. Inoltre, se £ = nP-q.c., allora, Ve > 0,
PlweQ:[¢(w) —n(w)| >e} =0 (2.14)
e dunque p (&,n) = 0. Sia
B(&n)i={e>0:Pwe Q|6 (w) — ()] > e} <e}. (2.15)
Se 1 € E(£,1m), allora anche qualsiasi €5 > £ appartiene a F (£, 7). Infatti,
fweQ:EW) —nw)] >} C{we Q¢ W) —nw) > o) (2.16)
percio,
Ploe | (w) —n(w)[>e} <PlweQ:[f(w) —nW)>ea} <ea <e. (2.17)

Allora, per definizione di p, se p(&,n) = 0 esiste {e,}n>1 C E, decrescente tale che ¢, | 0 percui
p(&,m) = lim, o &,. Poiché la successione di eventi {2, },>1 C F, con

Q, ={weQ:|f(w) —n(w)| >en} (2.18)
e crescente,

P(lim Q) :P<U95n) —PlweQ:|Ew) —n(w)|>0}=lim P(Q.,)< lime, =0,

n—00 n—00 n—00
n>1

(2.19)
ovvero & = nP-q.c.. Resta da dimostrare la validita della disuguaglianza triangolare. Poiché

€ (W) =n (W) < 1€ (w) = CW)] +[¢(w) —n (W), Ver,e2 > 0,

{weQ:fw) -CWl<atn{we:|n(w) - W) <e} C (2.20)
{weQ:f(w) —nW)| <er+et.

Quindi, se e, € E(£,(), g2 € E ()

{weQ: | (w)—n(w)| >e1+e2} C (2.21)
{we:f(w) —CW)|>atU{fwe:|n(w) - (W) > e},
PlweQ: [E(w)—nw)|>e1+e} <PlweQ: |{(w) —((w)|>e}+ (2.22)

+P{w € Q:|¢ (w) —n(w)] > &2} < &1+ &9,
il che implica &1 + €2 € E(&,n). Posto
G(Sﬂ%ﬁ) = {6 >0:e= €1+ €2 tali che €1 € E(va)7 €2 € E(777C)} C E(fan) ) (223)

si ha
inf £ (§,n) <inf G (§,n;¢) =inf E(£,¢) +inf £((,n) . (2.24)

]
Dotando L (F) della distanza p si ha il seguente risultato:
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Proposizione 120 La successione di v.a. {£,}n>1 C L(F) converge in probabilita a £ € L (F)
se e solo se lim, o p (§,,&) = 0.

Dimostrazione:

= Se, Ve > 0,lim, ;oo P{lw € Q : [§,(w) —&(w)] > €} = 0, allora In. > 1 tale che
Vi > e, Pl €91 1€, (@) — € ()] > 2} < 2. Quindi, p(€,.) < <.

< Se lim, 00 p(§,,€) =0, V0 > 03ns > 1:Yn > ng, p(§,,&) <. Quindi, poiché se g1 < &y

{we: 5, (W) —gW]>ea}d{we [, (W) - (W) > e}, (2.25)
allora Je5 : Ve > g5, P{lw € Q 1 |§,, (w) — £ (w)| > €} < 6.

n
Esercizio 1 Dimostrare che la distanza teste introdotta non € associata ad alcuna norma.

Definizione 121 Una successione di v.a. {,,}n>1 C L (F) é fondamentalein probabilita se Ve >
0,
Jim Plw € Q: |6, (@) — &, ()] > ¢} =0 (2.26)
m—r0o0

ovvero se limn—oo p (€, €m) = 0.

Teorema 122 Una successione di v.a. {&, }n>1 C L (F) fondamentale in probabilita contiene una
sottosuccessione fondamentale P-q.c..

Dimostrazione: Poiché una successione di v.a. e fondamentale P-q.c. se e solo se & conver-
gente P-q.c., ¢ sufficiente dimostrare che {;}:>1 contiene una sottosuccessione convergente P-g.c..
Sian, =1 esia Vk > 2,

1
ng == min{n>nk_1 o € E(&,¢,,), Vl,mZn} (2.27)
con E (§,,&,,) definito nella (2.15). Allora,
1 1
ZP{wEQ: fnk+1(w)—§nk(w)‘>2—k}Szz—k<oo. (2.28)
k>1 k>1
Quindi, per il Lemma di Borel-Cantelli,
L
P {w €|, W) =&, (w)‘ > 5% z.s.} =0, (2.29)

< ooP-q.c.. Sia N = {w €0 ) s

percio Sy €,y — Euns () = & ()| = 00},

allora, posto

£ (w) = { 6o ()% Dz (S () = 6 () w € AN (2.30)
0 weN
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si ha che {fnk}k>1 converge a & P-q.c.. Infatti, per la (2.22), poiché ‘fnk — §| <D isksn

11
€ ZleJrl or = 2k

§n1+1 - fnl

P{w€§21|§nk(w)—§(w)|>2ik}§ Z P{wEQ:
1>k+1
1 1
<D g%

I>k+1

6 @ -6 @] > 3} @3

e la tesi segue dal Corollario 117. =

Teorema 123 La successione di v.a. {&,}n>1 C L(F) converge in probabilita se e solo se ¢é
fondamentale in probabilita.

Dimostrazione:

= Sia ¢ € L(F) i limite di {¢,}n>1. Allora, per la disuguaglianza triangolare si ha
p(€nsém) < p(&,,8) + p(€,E,). Quindi {,},>1 ¢ fondamentale in probabilita.

< Per il teorema precedente esiste una sottosuccessione {5
ad una v.a. £ € L (F). Allora, Ve > 0,

nk}k21 di {fn}nel convergente P-q.c..

P{wEQ:|§n(w)—§(w)|>5}§P{w69:|£n(w)—§nk(w)‘>%}+ (2.32)
+]P’{w€Q:‘fnk(w)—ﬁ(wﬂ>g}§P{w€Q:‘gn(w)—ﬁnk(w)|>%}+
HP’( U {wGQ:‘fnk(w)—g(w)}>g}> .

Nel limite di n — o0, il primo termine dell’ultima disuguaglianza tende a zero perché per
ipotesi {fn}n21 e fondamentale, il secondo perché {5 converge a ¢ P-q.c.. Pertanto

n }kZI
{{,,}n>1 converge in probabilita.

Osservazione 124 Dal precedente risultato seque che L (F) munito della metrica p € uno spazio
metrico completo.

2.3 Convergenza in media di ordine p

Definizione 125 La successione di v.a. {&,}n>1 C L(F) converge a & € L(F) in media di
ordine p, per p € (0,00), se lim, . E (|, —&|") = 0.
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Osservazione 126 Nel caso in cut p > 1, l'applicazione
L(F)2&— 1€l = (E(¢F)" R, (2.33)

definisce una norma su L (F). Sia LP (F) := L? (Q, F,P) la chiusura di L (F) rispetto alla norma
|]-||p. Allora, la nozione di convergenza in media di ordine p, per p > 1, coincide con quella
usuale di convergenza in LP. Pertanto, si puo considerare anche la nozione di convergenza in

L>®(F):=L>*(Q,F,P) chiusura L (F) nella norma
€]l = esssup |¢] :==inf{c >0 :P{we Q:|{(w)|>c} =0}. (2.34)

Lemma 127 (di Fatou) Sia n € L' (F) e {&, }n>1 una successione di v.a. definite su (Q, F,P)
convergente puntualmente e tale che, ¥n > 1, |€,| < n. Allora,

—o0 < E (lim,&,) < lim, E (§,) < Iim,E (§,) <E (lim,&,) < +oo . (2.35)
Dimostrazione: Poiché —n < ¢, <n, £, +n > 0. Sia allora
Cn = Inf (& + 1) < 2. (2.36)
{C,,}n>1 € una successione crescente di v.a. il cui limite puntuale & la v.a.

¢ = lim, G, ==sup§, +7 . (2.37)
n>1
Inoltre, Vn > 1, E((,) < E((,y1) < 2E(n),pertanto la successione numerica {E ((,)}n>1 ©

crescente e
lim E((,) = lim,E (¢,) < lim,E (&, +1) < 2E(n) . (2.38)

n—oo

Resta dunque da dimostrare che lim,_, E ((,,) = E (lim,,, (,,) per cui si avrebbe che

E (tim, (¢, +n)) = E (lim ¢, ) = lim E((,) = lim, E (¢,) < lim, E (&, +n) (2.:39)
OVVero,
E (lim,€,) + E () < lim, E (£,,) + E () (2.40)

e, poiché n € L' (F), E (lim,¢,) < lim,E(E,).
Vk > 1, sia {C ,(Cn)}nzl una successione crescente di funzioni semplici convergente puntualmente
a C;. Posto 0, := max; <<, !, si ha che

(n+1)
On <oy = nax G < max Cr = Cog1 (2.41)

ovvero, {f,},>1 ¢ una successione crescente di funzioni semplici convergente puntualmente ad

una v.a. 6. Ma, poiché Vk,n > 1, C,(gn) < 6, < (,, passando al limite per n — oo, si ha,
Vk>1, ¢, <0<, cioe § = ( e dunque

E()=E@®) =E ( lim en) — lim E(6,) < lim E(¢,) < E(¢) (2.42)

n—oo n—oo n—oo
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ovvero, lim, ., E(¢,,) = E (lim, (,,) -

Considerando poi la successione di v.a. {—¢,}n>1 si ha la tesi. m

Il seguente risultato afferma che Vp > 1, L? (F) & uno spazio di Banach, ovvero & uno spazio
lineare normato completo nella metrica indotta dalla norma.

Teorema 128 Sia p > 1. La successione di v.a. {£,}n>1 C LP (F) converge in media di ordine p
ad una v.a. £ € LP (F) se e solo se ¢ fondamentale in LP (F) , ovvero se limy, 00 [|€, — & ll, = 0.

Dimostrazione:

= Sia ¢ € LP(F) il limite di {{,}n>1. Allora, per la disuguaglianza triangolare si ha
160 = Emll, < 160 = €l + 118 = Enll, - Quindi {&, }n>1 ¢ fondamentale in LP (F) .

< Sian; =1esiaVk>2
. 1
ny := inf {n > ng-1 0 [|€n — G, < poTe VYm,l > n} (2.43)

Posto, Vk > 1, A, == {w e Q:

chev

Erpers (W) — &, (w)‘ > 2%} , per la disuguaglianza di Chebi-

p
€Hk+1 - énk ) 2_2pk

1 T 9—pk
2rk 2

E(
P (A;) < = 277k, (2.44)

Quindi, » o, P(4;) < 2@12%1@ < o0, percio, per il Lemma di Borel-Cantelli,

P{Agi.s.} =0 ovvero, > ;o (€., = &np| <00 € {fnk}k21 C {&n}n>, converge P-q.c. a
() = { Eny (@) + Tzt (Gnuy (@) =60 () wERN (2.45)
0 weN

con N := {w SEVED P ‘£”k+1 (W) =&, (w)’ = oo} C {Ayi.s.}. Poiché per ipotesi {§,},,
¢ fondamentale in L? (F), Ve > 0, AN, > 0 : Vn,m > N, [[§, — &, |7 < e. Allora, per il
Lemma di Fatou,

E(l§, - ¢7) = E (lim |¢, = €, |") = E (lm, |¢, — &, ") (2.46)
< lmgE (6, &, ") = Ly 6, — €, 12 < =

Dunque, lim,, o [|€, — &[5 = 0. Inoltre, [[€]], < [I€, — &I, + 1€, ], < 00, ovvero § € L7 (F).
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2.4 Convergenza in distribuzione (legge)

Definizione 129 Sia {¢,,},>1 una successione di v.a. ciascuna definita su uno spazio di proba-
bilita (Q,, Fn, Pn) e sia, Vn > 1,

Rozr— F,(z) =P, {weQ,: ¢, (w) <z} €l0,1] (2.47)

la funzione di distribuzione (ripartizione) di &,,.

La successione {€, }n>1 converge in distribuzione (legge) ad una v.a. & definita su uno spazio
di probabilita (0, F,P) se, indicando con F (x) la funzione di distribuzione di &, la successione
{F, (z)},~, converge ad F (x) Vx € Cp C R, insieme dei punti di continuita di F.

Equivalentemente,

la successione di v.a. {&,}n>1, converge in distribuzione (legge) ad una v.a. £ definita su uno
spazio di probabilita (Q, F,P) se, Vf € Cp (R), la successione numerica {E (f (&,,)) }n>1 converge a
E(f(£)), ovvero se {P¢, }n>1, successione associata delle distribuzions di probabilita degli elementi
di {&,, }n>1, converge debolmente a Pe distribuzione di probabilita della v.a. &.

E facile convincersi, prendendo ad esempio il teorema di de Moivre-Laplace () e la legge dei
grandi numeri per gli schemi di Bernoulli (), che le nozioni di convergenza debole delle distribuzioni
di probabilita e convergenza in generale delle funzioni di distribuzione coincidono.

Definizione 130 Una successione di elementi aleatori {&, }n>1, ciascuno definito su uno spazio
di probabilita (U, Fn,P) ed a valori su uno spazio topologico polacco E, é detta convergere in di-
stribuzione, o debolmente, all’elemento aleatorio £ definito sullo spazio di probabilita (Q, F,P), se
la successione di misure di probabilita {P¢ },>1 C P (E) associata a {&, }n>1 converge debolmente

a]PgE;B(E).

Teorema 131 Sia {{,}n>1 una successione di v.a. ciascuna definita su uno spazio di probabilita
(Qn, Fr, ) € siano {Pe }n>1, {Fe, tn>1 rispettivamente la successione di distribuzioni probabilita
e la successione associata di funziont di distribuzione. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. {&, }n>1 convergente in distribuzione alla v.a. £ definita su uno spazio di probabilita (2, F,P);
2. {P¢ }n>1 converge debolmente a Py;
3. {P¢ }n>1 converge in generale a Pe;
4. {F¢, tn>1 converge in generale a Fg.

Dimostrazione: 1. < 2. segue dalla definizione di convergenza in distribuzione. 2. < 3.
segue dal Teorema 30. Resta da dimostrare 3. < 4.

3. = 4. Se {P¢_},>1 converge in generale a P, in particolare Va : Pe{a} = 0,
lim Pe (—o00, ] = P¢(—o00, ], (2.48)
n—oo

ovvero {F¢ },>1 converge in generale a Fy.
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4. = 3. Per laffermazione 3. del Teorema 30 ¢ sufficiente dimostrare che VA € B(R) aperto
lim, P, (4) > Pe (4).

Poiché A ¢ aperto, esiste una collezione numerabile d’intervalli aperti disgiunti {I}x>1,
con Iy = (ay,by), k > 1, tale che A = \/,, Ii. Inoltre, poiché i punti di discontinuita
di Fy formano un insieme al pit numerabile, Ve > 0,k > 1, Ja}, b, € Cr, tali che se
I} = (a}, b, I}, C I e P (I}) > Pe (Ix) — €27, Allora, per il Lemma di Fatou,

lim, Pe, (A) =lim, > P (Ix) > > lim,Pe (f) > D lim,Pe (1) (2.49)

= lim, (Fe, (4,) — Fe, (a) = > (Fe (b)) — Fe (a}))
k>1 k>1
=3P (1) = Y (Pe () —e27F) =P (A) <.

Osservazione 132 A differenza delle altre nozioni di convergenza, quella di convergenza in legge
non necessita della condizione che i termini della successione di v.a. considerata siano definiti sullo
stesso spazio di probabilita, in quanto questa concerne in definitiva la convergenza della successione
delle funzioni di distribuzione associata alla sequenza di v.a.. Tuttavia e sempre possibile ridurre
anche la nozione di convergenza in distribuzione al caso in cut gli elementi della successione di
v.a. considerata siano tutti definiti sullo stesso spazio probabilita. Infatti, se F ¢ la funzione di
distribuzione associata alla v.a. &, sia

0,1]]52ur— Q(u) :=inf{z eR: F(z) >u} €R, (2.50)

la funzione quantile di F. Considerando @ come v.a. su ([0,1],B([0,1]),du) si ha che

/ du = / du = F (x), (2.51)
{u€[0,1]:Q(u) <z} {u€l0,1]:u<F(x)}

ovvero Q) é equivalente in distribuzione a . A questo punto, se la successione di v.a. {&,}n>1
converge a & in distribuzione e, Yn > 1, F,, F indicano rispettivamente le funzioni di distribuzione
di &, e &, i cui quantili sono rispettivamente @, e ), ne seque che la successione di v.a. {Qyn}, 5,
definite su ([0,1], B ([0,1]),du) converge in distribuzione alla v.a. Q definita sullo stesso spazio di
probabilita ed equivalente in distribuzione a &.

In generale se una successione {£, }n>1 di elementi aleatori a valori su uno spazio topologico
polacco E converge in distribuzione ad un elemento aleatorio & ¢ sempre possibile trovare uno
spazio di probabilita (X, X, Q) ed una successione { X, },>1 di elementi aleatori su di esso definiti
e a valori in E, ciascuno equivalente in distribuzione ad un elemento della successione {&, }n>1,
tale che { X, }n>1 converge Q-q.c. all’elemento aleatorio X equivalente in distribuzione a &.
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2.4.1 Metrizzabilita della convergenza debole

Sia E sia uno spazio metrico.

VP,Q € B (E) sia
oc(P,Q):=inf{e¢>0:P(A) <Q(A.) +e, VA€ B(E)}, (2.52)
con A, definito nella (1.27). L’applicazione:
B (E) x B (E) > (P,Q)— L(P,Q):=0(P,Q Vo (QP)eR" (2.53)

e detta distanza di Lévy-Prokhorov.
Infatti:

e [ ¢ simmetrica.

e VP.Q € P(E), o (P @) (QIP’) Oese P =Q, 0(P,Q) = 0. Quindi, se L(P,Q) =0,
allora, Ve > 0, A € B(E) ( ) Q (E ) + €. Passando al limite per € | 0, p01che A LA
si ha che P (A) =Q (X) ovvero P (ZC) =
P(A)=Q(A),VAe B(FE), cioe P=Q.

(_C) e dunque essendo A chiuso e A” aperto,

e Se PP, Q € B (F) sono tali che L (P,Q) =¢, L(P',Q) = n, allora
P(A) SQ(A) +e <P ((A), ) +n+e <P (Auy) +nte. (2.54)

Percio o (P,P') < € + 1. Procedendo allo stesso modo si ha o (P, P) < e + 7, ovvero

L(P,P)<ec+n=L(PQ)+L(PQ). (2.55)

Lemma 133 Sia G C Cy (FE) una collezione di funzioni uniformemente continua ed equilimita-
ta. Se {P,}n>1 C P(F) € una successione di misure di probabilita convergente debolmente a

P € P (F), allora lim, o sup,g [E, (9) —E(g)| = 0.

Dimostrazione: Se {P,},>1 converge debolmente a P cid ¢ equivalente a dire che la suc-
cessione di elementi aleatori {X,,},>1 associata a {P,},>1 converge in distribuzione all’elemento
aleatorio X la cui distribuzione di probabilita ¢ P. Inoltre, per il Teorema 27 {P,},>; converge
a [P anche strettamente. Allora, poiché E e omeoforfo ad uno spazio metrico separabile, esiste
uno spazio di probabilita (©, F,Q) ed una successione di elementi aleatori {,,},>1 ivi definiti
convergente Q-q.c. a £ e tali che, Vn > 1, £, € equivalente in distribuzione a X,, come £ lo e a X.
Allora, se ¢ ¢ 'applicazione che mappa { X, },>1, X in {,, }n>1,&, posto Vg € G,

Dimdg=god; M(T(E) = / 10 (w) (T o £) (w) - (2.56)
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Denotando con p una metrica di equivalente su E, poiché 3¢ > 0 : Vg € G, |g| < ¢ e Ve > 0,
0. > 0 : Va,y € E tale che p(x,y) <., |g(z) —g(y)| <e, si ha

IML(T(£,,)) = M(T'(£))| <M (T (£,) = T(&)]) <M (T (£,) — T (€)] Liwen: pe, (@).w))=5.)
+ M (T (&,,) = T (&)] Liwen: pe, (@) cw)<ot) < 2cQ{w e Q : p(&, (w),&(w)) > 6.} +e.

Ma, siccome {&,, },>1 converge a £ Q-q.c., allora

Qf{we: p(, (W), §(W) 2o} — 0. (2.57)

n—oo

Quindi, Ve >0, AN, >0:Vn > N, eVge g

[En (9) — E(9)] = M(I'(E,)) — M(I'(§))] < 2¢. (2.58)

Teorema 134 Una successione di misure di probabilita {P,},>1 C B (E) converge a P € P (F)
nella metrica di Lévy-Prokhorov se e solo se {P,},>1 converge debolmente a P.

Dimostrazione:

= Se lim,,_,o L (P,,P) = 0, allora, VA € B(E) e Ve > 0, lim,P,, (Z) <P (XE) + ¢. Passando al
limite per € | 0 si ha che lim, P, (E) <P (Z) , ovvero che {IP, },>; converge in generale a PP
che, per il Teorema 30, ¢ equivalente a dire che {P,},>1 converge debolmente a P.

& Ve > 0, sia G, = { f) la collezione delle funzioni definite nella (1.26). Poiché

.
VA € B(E),e > 0,14 < fﬁf) < 14,, con A, definito nella (1.27), e, denotando con p
una metrica equivalente,

19 @) = 19 W) < 2o A) = p . Al < Zp(ay) (2.59)

Pertanto Ve > 0, G. € una famiglia uniformemente continua ed equicontinua quindi, per il
lemma precedente

lim sup |B, (/) ~E fj?)( —0. (2.60)
n—oo AEB(E)
Posto Ve > 0,
A = sup En< ,(an)> —E( 1(48)> , (2.61)
A€B(E)

N, > 0:Vn > N, A <e. Allora, Vn > N,
P(A)=E(1) > E(f9) 2B, (f0) - A3 > Eu(1a) —e =P, (4) —¢,  (262)

ovvero, per definizione di distanza di Lévy-Prokhorov, cio e equivalente a dire che
Vn > N, L(P,,P) <e.
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]
Consideriamo lo spazio delle funzioni limitate e lipshitziane su E, BL (E) C Cj (E), munito

della norma @) - f )
x —_—
Il = suplf @)+ sup E=Sm S (263)

/de /d@f‘ (2.64)

e consideriamo su B (£) la metrica

P — QI == sup

feBL(E):[|fllpL<1

cioe quella del duale di BL (E).

Teorema 135 Una successione di misure di probabilita {P,},>1 C P (E) converge debolmente a
P e P (E) se e solo se lim, o [P, — P||5;, = 0.

Dimostrazione:

= Segue dal fatto che C, (E) D BL(E).

< Segue dal fatto che, poiché per ipotesi lim,, o |, — P||5; = 0, per n sufficientemente grande
vale la disuguaglianza [P, — P||, > 2L* (P,,,P).

Osservazione 136 Quindi per il teorema precedente se al posto di Cy (R) si considera come spazio
di funzioni test BL (R), la successione di v.a. {&, }n>1 converge in distribuzione alla v.a. & se e
solo se la successione {F,}, -, converge nella metrica

[ar @@= [ aF@ |

Alternativamente, si puo affermare che la successione di v.a. {,}n>1 converge in distribuzione
alla v.a. € se e solo se la successione {F,} -, converge nella metrica di Lévy-Prokhorov

IF" = Fllp, = sup
FEBLE®): 7]l <1

(2.65)

P(F',F):=LP(F;F')V LP(F;F), (2.66)
dove
LP(F;F"):=inf{e>0: F'(zr—¢)—e < F(x) < F'(x+¢)+¢, Vo eR}. (2.67)

Inoltre, dal Teorema di continuita, seque che la convergenza in legge di una successione di v.a. €
equivalente alla convergenza puntuale delle funzioni caratteristiche associate.
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2.5 Connessioni tra le varie nozioni di convergenza di suc-
cessioni di v.a.

2.5.1 Relazione tra convergenza in distribuzione e le altre nozioni di
convergenza

Teorema 137 Sia {&, },>1 una successione di v.a. convergente in distribuzione alla v.a. &.
Allora la successione dei quantili associati {Qn}n21 converge q.c. rispetto alla misura di Lebesque
al quantile di &, Q.

Dimostrazione: Per I'Osservazione 132, la successione {Q,},~, converge in distribuzione a
Q, inoltre, per ipotesi, {F, (z)}, -, converge ad F (z) Vo € Cr C R, quindi, per definizione di
quantile, {@Q,},~, converge puntualmente a @ in tutti i punti di continuita di Q. Poiché i punti
di discontinuita di @ : [0,1] — R sono al pitt numerabili il loro insieme & trascurabile rispetto
alla misura di Lebesgue. Quindi, {Q,},~, converge Lebsgue-q.c. a ). m

Osservazione 138 Se la successione di v.a. {£, }n>1 converge in distribuzione ad una v.a. dege-
nere, allora converge anche in probabilita.  Infatti, se & e degenere Jdc € R tale che

Ve Cy(R), lim, oo E(f(£,)) = f(c). In particolare, posto Ve > 0,

|z — ¢

() == T (Jo — cl) + (2 - ) Lo (2 — cl). (2.68)

st ha che f. € Cy (R) e fe < lje—ceyq. Percio, Ve >0,

lim P{lw € Q ¢ [¢, (w) —c| <} = lim B (Lpe—eere (€,)) = lim E (f= (£,)) = 1, (2.69)

n—oo n—o0

ovvero lim,, oo P{w € Q : £, (w) —¢| > e} =0.

2.5.2 Relazione tra convergenza in probabilita e le altre nozioni di
convergenza

Proposizione 139 Se la successione di v.a. {£,}n>1 C L (F) converge a & € L (F) in probabilita,
allora {&, }n>1 converge a & in distribuzione.

Dimostrazione: Ve > 0, sia N, > 0 tale che P{w € Q : |{ (w)| > N.} < €. Poiché [—N¢, N,]
¢ compatto, ogni funzione continua su [—N., N.] ¢ limitata e uniformemente continua, quindi
Ve' > 0, 36 > 0 tale che Va,y € [-N., N.| : |z —y| < b, | f (x) — f(y)] < €' Allora, Vf € C, (R)
ed >0

EfE)]-EfOISE[f(E) - =
E[If (&) = f (&) Lwea: e, @)-¢w)<sr] +E[If (&) = f (©)] Liwea: e, @)—¢w)>6}] -
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Dunque Ve > 0,

E[lf (&) = FON=EIf (&) = F (O lwea: e, w)-ew)<o L (v nvge) + (2.70)
+E[|f (&) = f (O] Lwea ke, @) -e@i<sa Let (v ) +
+E[If (€)= F (O] Liwea: e, w)—ew)>5.]
< 2i1€1£|f(x)|6+6+28up|f( 2)|[P{w e Q ¢, (w) =& (W) >},

ma poiché per ipotesi lim, o P{w € Q : [{, (w) —&(w)| > .} = 0, esiste ¢ > 0 tale che
Eff () —f@]<ce m

Osservazione 140 (La convergenza in probabilita non implica quella quasi certa) Si consideri
sullo spazio di Probabilita ([0,1],B([0,1]),dx) la successione di v.a. {&, }n>1 = {{nL}o, his1 tali
che Vk > 1,1 < i <k, 772 = 1[%7%}. Allora, {£, }n>1 converge alla v.a. degenere identicamente
uguale a 0 in probabilita ed in media di ordine p, ¥Vp > 0, ma non converge puntualmente in nessun
punto di [0,1].

Osservazione 141 (La convergenza in probabilita non implica quella in media di ordine p) Si
consideri sullo spazio di Probabilita ([0,1],B([0,1]),dz) la successione di v.a. {,}n>1 tale che
Vn > 1,¢, = 6"1[0 1. Allora {&,,}n>1 converge Lebesque-q.c., quindi in probabilita, ma non in

media di ordine p poiché lim, .o E (|¢,|") = lim, o & = o0, Vp > 0.

2.5.3 Relazione tra convergenza in media di ordine p e le altre nozioni
di convergenza

Proposizione 142 Se la successione di v.a. {&,}n>1 C L(F) converge a & € L(F) in media di
ordine p, p > 0, allora {&,,}n>1 converge a & in probabilita.

Dimostrazione: Per la disuguaglianza di Chebichev generalizzata, Ve > 0, si ha

E[lc, — ]

cp

P{lweQ: ¢, (w) —¢(w)] >e} < (2.71)

Osservazione 143 Se la successione di v.a. {&,}n>1 C L (F) converge a & € L(F) in media di
ordine p > 0, poiché {£,}n>1 converge a & anche in probabilita, allora:

1. per il Teorema 122, {§, }n>1 ammette una sottosuccessione {§,, tr>1 convergente a {P-q.c.;

2. per la Proposizione 145, & converge anche in distribuzione.
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Osservazione 144 (La convergenza in media di ordine p non implica quella quasi certa) Dal-
I’Osservazione 140, s’evince che la convergenza in media di ordine p non implica quella quasi
certa. Un’ulteriore esempio di cio ¢ la successione {&,}>o di v.a. di Bernoulli, definite sullo
spazio di probabilita (Q, F,P) tali che P{w € Q : ¢, (w) = 1} = p,. Allora, {£,,}>0 converge alla
v.a. degenere identicamente uguale a 0 in media di ordine p, Vp > 0, e quindi in probabilita, se
lim,, o pn = 0, mentre convegerebbe allo stesso limite P-q.c. se Y -, p, < 00, in quanto

lim P{w € Q:sup§, (w) =1} = hmIP’(U{wEQ € ( )<an. (2.72)
e kzn k>n k>n

In particolare se p, = %, {£,,} >0 non convergerebbe P-q.c..

2.5.4 Relazione tra convergenza P-q.c. e le altre nozioni di convergen-
za

Proposizione 145 Se la successione di v.a. {&,, }n>1 C L (F) converge a § € L (F) P-q.c., allora
{£,,}n>1 converge a & in probabilita.

Dimostrazione: {¢,},>1 converge a £ P-q.c. se e solo se Ve > 0,

n—oo

lim P{wEQ sup|§k( ) — & (w)] >€}=O, (2.73)

il che implica che Ve > 0, lim,, ;oo P{w € Q: |, (w) =& (W) >} =0. m

Osservazione 146 Dall’Osservazione 141 s’evince che la convergenza quasi certa non implica
quella in media di ordine p.

Relazione tra convergenza P-q.c. e convergenza L'

Definizione 147 Una famiglia di v.a. {§;}ier definite su (Q, F,P) é detta uniformemente inte-
grabile se Ve > 0,35. > 0 tale che YA € F per cui P(A°) < o.,Vi € I,

E(|§z| 1Ac) < E.

Proposizione 148 Una famiglia di v.a. {&,}icr definite su (Q, F,IP) é uniformemente integrabile

se e solo se limy_,o Sup;c7 B (\5 | L1 vpe )) =0.

Dimostrazione:

= Poiché {¢,}icr & uniformemente integrabile Ve > 0, 35., N. > 0 tali che Vi € Z, N > N,
P (&' ([-N,N))) < b eE (|§iy 15__1([_N7N]C)> < e Allora, Vi € Z,

E (&) = E (1] (L oy + e owap) ) S+ N (2.74)
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ovvero 3¢ > 0 tale che sup;.7 E (|¢;|) < ¢. Per la disuguaglianza di Markov, Vi € Z, si ha

P& [-M, M) < (\5 D < < M — 0. (2.75)

Quindi, Ve > 0, 30, > 0:YM > £, P (&7 ([-M, M) < 4. c E (|gi| 15;1([7M,M]0)> <e.
< Poiché VAe F eM >0
E([&]1ac) =E <|§z| 1ac (1g;1([_M,M]C) + 15;1([_M,M})>> (2.76)
<E <|§ | Lo arnpe )) + MP (A% ,
Ve > 0, M, > 0 tale che VM > M., sup,.; E (\5 ]1 (= MM )> < e. Quindi, VA € F tale

che P (A°) < 17, sup;er E (|§;] 14c) < 2e.

Proposizione 149 La chiusura nella topologia della convergenza P-q.c. della famiglia di v.a.
uniformemente integrabile {&;}icz definite su (Q, F,P) é anch’essa uniformemente integrabile.

Dimostrazione: Sia {£,},>1 C {;}icz una successione di v.a. convergente P-q.c. a &. Per
Lemma di Fatou, VA € F,

B (J¢] tar) =B (lim €,/ 1ar) = (an, €] 1ae) < lim E(€,| 1a) < supE (] 1a). (277
| |

Teorema 150 (della convergenza dominata - generalizzato) Sia {€, }n>1 C L (F) una successione
di v.a. uniformemente integrabile e convergente P-q.c. a & € L (F). Allora, {£,}n>1 converge a &
in L.

Dimostrazione: Per il Teorema di Egorov, Ve > 0, 3K, € F compatto tale che P (K¢) < e e
{&,, }n>1 converge uniformemente a £ su K.. Allora,
E (& — &) <E(Ig, — &l (Ix. + 1xe)) SE(IE, —&l1k) +E (|60 1xe) +E (|6 1xe)  (2.78)
< sup €, (@) — € @)+ E (1€, 1rr) +E (I¢] L)

OJEE

Poiché &, converge uniformemente a ¢ e la chiusura di {£, },>1 nella topologia della convergenza
P-q.c. ¢ uniformemente integrabile, il membro destro della precedente disuguaglianza tende a
zero. Inoltre, essendo {,},>1 uniformemente integrabile Ve > 0, 3., N. > 0 tali che Vn > 1,
N> N, P (& ([-N,NJ9)) <d. e E(|€,] 11w apey) < e Allora, Vn > 1,

E (1€a) = E (In] (Legr -y + Lerona)) S e + N (2.79)
ovvero, &, € L' (F) e quindi lo ¢ anche ¢ in quanto E(|¢]) <E(|¢, — &) +E(|€,]) < oo. =
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Corollario 151 (Teorema di Lebesque della convergenza dominata) Sia {&,}n>1 C L (F) una
successione di v.a. convergente P-q.c. a & € L(F) e tale che Ip € L' (F), ¢ > 0 per cui
Vn > 1, |, < o. Allora, £ € L' (F) e {, }n>1 converge a & in L.

Dimostrazione: Poiché Vn > 1, |£,| < ¢, YN > 0
{we: |, (wW|>N}C{weQ:p(w)>N}. (2.80)
Dunque, essendo ¢ € L' (F), Ve > 0, N, > 0 taleche VN > N, E (|g0| 1¢71([_N7N]c)) < e. Allora,

Sli[l)E (lfnl 15;1([—N,N}C)) < E (|g0| 1@*1([—N,N]C)) <E. (281)

Quindi, {,},>1 ¢ uniformemente integrabile e cosi la sua chiusura rispetto alla topologia della
convergenza P-q.c.. Pertanto la tesi segue dal teorema precedente. m

Teorema 152 (di Beppo Levi) Sia {&, }n>0 C L (F) una successione non decrescente di v.a. tali
che 3K > 0 per cui Vn > 0, |E(&,)] < K. Allora,

1. esiste una v.a. £ € L(F) tale che {£, }n>0 converge a EP-q.c.;
2. £e L (F);
3. {&, o converge a & in L'

Dimostrazione: Consideriamo la successione di v.a. {n,}.>1 tale che n, = ¢, — &, > 0,

allora {n,},>1 ¢ crescente e Vn > 1,7, € L' (F), poiché E(n,) < 2K. Pertanto & sufficiente
dimostrare la validita della tesi per {n, }n>1.

1. Sia N :={w e Q:n,(w — oote N = {w € Q:n,w) > c} Poiché {n,}.>1 ¢

crescente anche la successione di eventi {N:},>1 € crescente, inoltre N = (.o, U,,»; V. Per
la disuguaglianza di Markov, Vn > 1,

— 0. (2.82)
Allora, P (U,5; V) < 2K — 0epoiché N C U, Ni, P(N) = 0.
2. Vi>1,sta A ={we:l—1<nw)<l}, esia
RT3 2+ ¢ (2) :=alpy (x) + 1 400) (). (2.83)
Posto, VI > 1, T; (n,,) :== (¢; on,,) 14,, per la continuita delle ¢; si ha che

lim T () = Tj (lim nn) = Ti(n). (2.84)

n—oo n—oo

Inoltre, Vi,n > 1, E(T; (n,)) < E(n,) < 2K. Quindi n € L'.
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3. Poiché {n,, }n>1 ¢ crescente

M (@) < (@)=Y Ti(n) (W) <Y 1 (@) <nlw)+ 1 (2.85)

1>1 >1

Dunque, siccome 1 € L', {n, }»>1 soddisfa la ipotesi del teorema di Lebesgue della conver-
genza dominata, percio converge in L!.
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Parte 11

Introduzione alla teoria dei processi
stocastici
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Capitolo 3

Martingale

3.1 Martingale a tempo discreto

D’ora in poi, laddove non espressamente specificato, Vp > 1, una successione di v.a. su (£, F,P)
convergente in media di ordine p si dira convergente in LP.

Definizione 153 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Una successione {F,}n,>0 non decre-
scente di suboalgebre di F, ovvero tali che Fo C .. C F, C F,i1 C .. CF, ¢ detta filtrazione di
(Q,F,P).

La o algebra Fy generata da tutti i termini della successione {F, }n>0 € detta calgebra limite
della filtrazione e, se Foo = F, la fitrazione e detta convergere a F.

Definizione 154 Uno spazio di probabilita (2, F,P) munito di una filtrazione {F,}n>o € detto
filtrato ed é cosi indicato: (0, F,{Fn}n>0,P) .

Definizione 155 Una successione di v.a. {£, }n>0 definita sullo spazio filtrato (2, F,{Fn}n>o0, P)
¢ detta adattata alla filtrazione {F,},>0 se ¥n >0, &1 (B(R)) C F,.

Definizione 156 Una successione di v.a. {&,,}n>0 definita sullo spazio filtrato (2, F,{Fn}n>0, P)
e adattata alla filtrazione {F, }n>o ¢ detta prevedibile se ¥n >0, &' (B(R)) C F,_1.

Osservazione 157 Data una successione di v.a. {&,,}n>0 definita sullo spazio filtrato (2, F,{Fn}n>0, P)
seVn >0, FS ¢ la aalgebra generata dalla collezione di aalgebre {&,." (B (R))}r_,, allora {, }n>o
¢ adattata a {F,}n>0 se e solo se, Yn >0, FS C F,.

Definizione 158 Una successione di v.a. {£, }n>o0 definita sullo spazio filtrato (2, F,{Fn}n>o0, P)
e adattata alla filtrazione {F,}n>0 € detta martingala, submartingala, supermartingala se
Vn >0, &, € L' (F) e rispettivamente si ha:

E (£n+1|fn) = gn
E (el Fn) =&, P-ge. . (3.1)
E (&4l Fn) <€

\']
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Osservazione 159 Se la successione di v.a. {,}n>0 definita sullo spazio filtrato (Q, F,{Fn}n>0,P)
¢ una submartingala, la successione di v.a. {n,}n>o tale che Yn >0, n, := —=§,, € una supermar-
tingala. Pertanto submartingale e supermartingale condividono le stesse proprieta.

Osservazione 160 Dalla Definizione 158 si ha che, se la successione di v.a. {,}n>0 definita su
(Q, F,{Fn}tn>0,P) € una martingala, ¥n > 0, A € F,,

E(1a€ir) = E (B (1a&a|Fn)) = E (LE (6| F0)) = E(148,) - (3.2)
Quindi, poiché {F,}n0 & crescente, ¥n > 0,
E (us1) = E (B (€001l Fn)) = E (&) (3:3)
ovvero, B (€,,) = E (&) . Inoltre, Vk > 1,n >0,
E (§n4xlFn) = E (E (§nsslFrrir) F0) = E (Enpia|Fa) (3.4)

che iterata k volte implica E (fmk]}"n) =¢,P-q.c..
Analogamente, se la successione di v.a. {£, }n>o0 definita su (2, F, {Fn}n>0,P) & una submar-
tingala, Yn > 0, A € F,,

eVk > 1, E (& 4| Fn) > &, P-q.c..

Osservazione 161 Notiamo che, se la successione di v.a. {£,}n>0 definita su (0, F,{F,}n>0,P)
¢ una submartingala e f : R — R & una funzione convessa B (R) -mis., allora, per la disugua-
glianza di Jensen, si ha che la successione di v.a. {n, }n>0 tale che ¥n >0, n,, = f(&,), é ancora
una submartingala. In particolare cio resta vero se {£,}n>0 € una martingala.

Esempio 1 Sia {¢,,},>1 una successione di v.a.indipendenti definite su (2, F,P), tali che,
Vn > 1,¢, € LYF),E(,) = 0 e sia {F,} >0 la filtrazione tale che, Fy := {0,Q} e Vn > 1,
Fn := F§. La successione di v.a. {S,},>0 tale che, Sp:=0eVn > 1,5, :=>,_, &, ¢ una martin-
gala su  (Q,F, {Futns0,P). Infatti, {S,}.>0 ¢ adattata a {F,}u>0, Vo > 0,
E(ISn]) < 2k B (I€a]) <00 e

E (Sni1|Fn) = E (Sn + €n+1|-7:n) =S, +E (€n+1\f§) =5, +E (gn—l-l) =S, P-qc. . (3.6)

Esempio 2 Sia {{,},>1 una successione di v.a.i.i.d definite su (Q,F,P), tali che
E(&) = w E((& - u)z) = 0% < oo. Allora, considerando la filtrazione {F,},>o definita nel-
I'Esempio 1 e la successione di v.a. {S,}n>0 tale che, Sp:=0eVn > 1, S, :=>",_, &, si ha che
le seguenti succesioni di v.a.:

1. {X,}n>o tale che, Yn >0, X, := S,, — nu;
2. {Y, }n>o tale che, Vn >0, Y, := X? — no?;
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3. (martingala di Wald) {Z, (t)}n>0 tale che, Vn > 0, Z, := @™ (t) e~ se 3t # 0 per cui
@ (t) :==E (") > 1;

sono martingale su (Q, F, {F, }n>0, P) . Infatti:

1. segue dall’esempio precedente, considerando al posto di {{,}n>0, la successione di v.a.
{n, }n>o tale che, Yn > 0, n, := &, — p, i cui elementi appartengono ad L*(F) C L' (F),
poiché Vn > 0, E (n2) = 0% < .

2. Considerando la successione di v.a.ii.d. {7, }n>0 definita al punto precedente, si ha che
P-q.c.,

n 2
E(|Y,]) <E(X2) +no? =E ((S, — np)?) + no? =E (Z m) +no® =2no*. (3.7)
k=1

Inoltre,

E (Y1 |Fy) = E((X +(£n+1—u))2—(n—|—1)02|fn> (3.8)

=E ((X + nn-i—l) —(n+1) U2|-7:n)
=E (X2 +2n, 1 Xo+10,, — (n +1) 0*|F,)
= X} + 2X,E (41| Fn) —no® +E (n2,, — 0*|F,)
= XZ + 2XnE (77n+1) - n02 +E (7731—&-1 - 02) = XZ - 7’L(72 = Yn ]P—q.C. .

3. Vn >0, E(|Z,]) < co. Inoltre,

E(Zy1|Fn) = ¢ "TVE (et(5"+5n+1) ].7-"”> = " () e"E (7! (t) e | ) (3.9)
= Z,E (¢! (t) ') = Z, P-qec. .
Esempio 3 Sia {¢, },>0 una successione di v.a. definite su (€2, F,P) formante una catena di

Markov omogenea a stati finiti o numerabili. Indicando con S lo spazio degli stati della catena,
sia <Pij)z'jes la matrice di tansizione di probabilita, ovvero, Vi,j € S,n > 0,

P;,=P ({w €Q: 6 (w)=7{weQ: ¢, (w)= z}) ) (3.10)

Se ¢ : & — R ¢ un autovettore destro di (P), ;, associato all’autovalore A > 0, la successione di

v.a. {n,}n>o definita sullo spazio filtrato (Q, F,{FS}u0,P) tale che Vn > 0, 1, :== A""¢(&,) e
n,, € L' (F) & una martingala. Infatti, {n, },>0 ¢ adattata e, per la proprieta di Markov,

E (D1l F5) = E (Magl€) = A" E (6 (Eurn) 160) = AT Pe, a0 (4) (3.11)

i€S

= )\_n¢ (571) =T P—q.C..
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Osservazione 162 Piu in generale, se la successione di v.a. {,}n>0 definita su (2, F,P) é un
processo di Markov omogeneo a tempo discreto a valori reali e R? > (z,y) — F (z]y) € [0,1] una
Junzione di distribuzione regolare di &, rispetto a F¢,, allora questa ne ¢ la funzione di distribuzione
di transizione, in quanto

Fyl)=P({weQ: &, W) <yhFe,) =P({{w e Q: &0 (w) <yllE,) (3.12)

La successione di v.a. {n,}n>o tale che Yn > 0,n, € L' (F) en, = X"¢(,) dove, Vz €
R,\¢ (z) = [, dF (y|z) ¢ (y) & una martingala su (Q, F,{FS}ns0,P) . La martingala di Wald di
cui al punto 3 dell’Esempio 2, infatti, puo essere letta in questo modo se si considera il processo di
Markov a tempo discreto {Sy, }n>o0 il cui termine n-simo é la somma parziale degli elementi della
successione di v.a.i.i.d. {£,}n>0. Allora, se G ¢ la funzione di distribuzione di &,

Fl) = P({w € Q: Suns (@) < }lS) () = G (y — 1) (313
e, poiché per definizione ¢ (t) :==E (e'1) = [, dG (z) €', si ha

/RdF (y|z) e = /RdG (y —x)e¥ = /RdG (2) eEFD) = e (1) . (3.14)

3.1.1 Caratterizzazione e proprieta

Definizione 163 Sia (2, F,{F.}n>0,P) uno spazio filtrato. Una v.a. Q > w +— 7(w) € N
¢ detta tempo di Markov rispetto a {F,}n>0 se Vn > 0, {w € Q:7(w) =n} € F,. Se inoltre
P{we N:7(w) <oo} =1, allora T ¢ detto tempo d’arresto.

Proposizione 164 Sia (2, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato e 7 un tempo di Markov rispetto a
{Fn}n>o-Allora,
Fr={AeF: An{weQ:7(w) =n} € F,, Vn>0} (3.15)

e una oalgebra.

Dimostrazione: Q,() € F, e F, ¢ chiusa rispetto ad unioni numerabili d’insiemi. Inoltre, se
Ae F,,Vn >0,

ANM{we:7T(w)=n}={we:7(w)
={weQ:7(w)

n}\A (3.16)
np\(AN{we:7(w)=n}) eF,,

quindi A¢ € F, e dunque F, e una calgebra. m

Proposizione 165 Sia (2, F, {F,.}n>0,P) uno spazio filtrato, {&,}n>0 una successione di v.a.
adattata a {Fp}n>0 € T un tempo di Markov. Allora, £ := 3 0§, 1{weq r(w)=n} € UnQ v.a..

Dimostrazione: V A € B(R), si ha

{weQ:&eAt=\/{we: ¢, (WeAn{weQ:T(w)=n}€F. (3.17)

n>0
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Osservazione 166 Poiché

{weQ:Tw)=n}={weQ:n—-1<7(w) <n} (3.18)
={we:7w)>n—-1}\{we:7(w)>n}eF,,
{weQ:T(w)gn}:\n/{wGQ:k—1<T(w)§k}, (3.19)

ma, V1 <k <n, {weQ:k—1<7(w) <k} eF CF, Quindi,{weQ:7(w)<n}eF, cosi
come {w € Q:7(w)>n}.

Osservazione 167 Sia (2, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato e 7,0 due tempi di Markov rispetto
a {Fun}tnso. Allora oV 7,0 AT e o+ 1 sono tempi di Markov. Infatti, ¥Yn > 0,

{weQ:tT(w)Vo(w)<n}={weQ:7(w)<n}n{weQ:o(w) <n} e F,; (3.20)
{weQ:iTwAho(w)>nt={weQ:7(w)>ntN{wel:o(w)>n}teF,; (3.21)

{fweQ:7(w)+0o(w)=n}= \/{wEQ:T(w):n—k}ﬂ{wGQ:a(w) =k} eF,. (3.22)
k=0

Quindi se {T,}>0 € una successione di tempi di Markov, anche inf,;> T, SUP,,>0 Tn, 1M, Ty, imy, 7y,

sono tempt di Markov. Inoltre, dato un qualsiasi N € N, anche Tny = No, n € un tempo di Markov.

Esempio 4 Sia (2, F, { F,, }n>0, P) uno spazio filtrato, {¢,, }»>0 una successione di v.a. adattata

a{F.}tns0-VAEB(R), 74:=inf{n >0:¢, € A} & un tempo di Markov rispetto a {F, },>o in
quanto,

{wEQ:TA(oJ):n}:{weﬁzgn(w)eA}ﬂ(ﬂ{weﬁzgk(w)géfl}) e F.. (3.23)

k=0

Definizione 168 Sia (Q2, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato, {£,, }n>0 una martingala e T un tempo
di Markov rispetto a {F,}n>0. La successione di v.a. {1 tn>0 tale che, ¥n > 0,

n—1
gn/\‘r = Z 1{w€§2:7(w)=k}€k + gnl{wEQ:‘r(w)Zn} (324)
k=0

e detta martingala troncata o arrestata.
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Infatti, pOlChé dalla (318), Vn 2 17 1{w€Q:T(w):n} = 1{wEQ:T(w)>n—1} — 1{w€Q:T(w)>n} §]
n/\T Z 1{0.)69 7 (w) :k}fk + gnl{weﬂz‘r(w)>n} = (325)
= gol{weﬂz‘r(w )=0} + ng 1{wEQ T(w)>k—1} — ]-{wEQ 7(w) >k}) 5 ]-{weﬂ T(w)>n} —
k=1
n—1
= gO]‘{UJGQZT(UJ )=0} + gll{weﬂ T(w)>0} + Z gk-i—l gk 1{w€Q T(w)>k} —
k=1
n—1
- gOl{weQ T(w)>0} T Z fk-s—l gk 1{weQ T(w)>k} =
k=1

= 60 + (gk—i—l - gk) 1{w€Q:T(w)>k} )

dove I'ultimo passaggio segue dal fatto che 1(,cq:r(w)>0; = 1o. Allora, ¥n > 0,

E (5(n+1)/\7’ - 5n/\7|fn) =K ((5n+1 - fn) 1{WGQIT(W)>7L}“FH) (326)
= 1{w€Q:T(w)>n}]E (€n+1 - Sn‘fn) =0
ovvero E (& inrlFn) = E(&unrFn). Ma per definizione £,,, & Fy-mis., quindi

E (&nr|Fn) = Epnr cioe {€, nr tn>0 € una martingala.

Definizione 169 Sia (Q, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato e {7y }r>0, tale che Vk > 0, 7 < Typ1,
una successione non decrescente di tempi di Markov per cuilimy_,o T, = +00P-q.c. La martingala
{€,}n>0 € detta martingala locale se Vk > 0, {€,r;, 1{we 7. (w)>0} fn>0 € una martingala.

Definizione 170 Sia (2, F, {F,.}n>0,P) uno spazio filtrato, {£, }n>0 una martingala e {n, }n>o
una successione di v.a. prevedibile. La successione di v.a. {0, },>0 tale che, ¥n > 0,

en = gn My = 60770 + Z Nm (ém - 5m71) ) (327)

¢ detta trasformata martingala di {£,}n>0 tramite {n, }n>0-

Teorema 171 Sia (Q, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato. Una successione di v.a. {0, }n>0 adat-
tata a {F,}n>0 € una martingala locale se e solo se esiste una successione di v.a. prevedibi-
le {n,}n>0 ed una martingala {&, }n>o0 tale che {0,}n>0 € la trasformata martingala di {£,}n>0
tramite {n,, }n>o-

Dimostrazione:

79



= Sia {0, },>0 una martingala locale, Vn > 1, si ponga:

1
Cn = - Hweain 20} (3.29)

Allora, posto &y :=0p e, Vn > 1, &, :=>"7_, (. (0 — 0x_1) , poiché per ipotesi n,,, e dunque
anche ¢,,, ¢ F,_1-mis., Vn > 1, si ha che P-q.c.,

E (&n - 5n—1|~7:n—1) =E (Cn (en - en—l) ‘fn—l) =(,E (en - gn—l‘}—n—l) =0, (3‘30)
|9n - 9n—1| >
E —& || Fao1) =E Leoeq 5(0,—0, 1| F0 Fo_ 3.31
(|60 = &nn| 1Fna) (E(\Gn G || Fuy) e E (Ot 20} Fro1 | (3.31)
<1.

Percio, Vn > 1,

E ([£,]) <E([6o]) +ZE |§k r 1}) E (160]) + E(E (‘fk_fk—1“fk71)) (3.32)

ovvero, {£, }n>0 € una martingala rispetto a {F, },>o. Inoltre, posto n, := 1,

f - 50770 + Z nm m - 71) - 90 + Z nmCm (em - em—l) (333)
m=1

_90+Z

< Siano {7, }n>o0 una successione di v.a. prevedibile e {{, },,>0 una martingala. Posto {6, },>0 la
trasformata martingala di {¢,,},>0 tramite {7, }»>0, Vk > 1, sia

_J inf{n>0:1|n,| >k} se {weQ:|n,w)|>k}#0
Tk '_{ 00 se {we:n,w|>k=0" (3:34)

Poiché Vn > 0, n,, € F,—1-mis., le v.a. 74 sono anch’esse F,,_;-mis., quindi J,,-mis., e percio
sono tempi di Markov. Inoltre, dalla definizione di 7y si ha che 7411 > 7k, ovvero {7y }r>0
e una successione crescente di tempi di Markov per cui limg_,o 71 = +o0P-q.c. e, dalla
(3.25), si ha che

n—1
gn/\Tk “Manry, = <§0 + Z m+1 ]‘{WGQ Tk(w)>m}) ) (7]0 + Z (nm—i-l B nm) 1{“’€Q:Tk(“’)>m}>

m=0

= 50770 + Z nm/\Tk (é'm/\mC - é'(m—l)/\’rk) (335)

m=1

n—1
= 50770 + Z Nm+1 (€m+1 - fm) 1{w€Q:Tk(w)>m} = en/\Tk )

m=0
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Quindi, Vn, k > 0,

E ((9(n+1)/\7'k - en/\Tk) 1{w€Q Tr(w >0}|~7: (336)

1{0.;69:Tk(w)>0}]—{w€Q:-rk(w)>n}E (77n+1 <§n+1 )

)
E (1141 (§ns1 — &) Liweo: rewy>n) Lweos e >0}|f ) =
n)
)

L{weq: r()>0) Liwea: rp@ sy It B ((Enr — €0) 15

Poiché dalla definizione di 7, segue che |77n/\rk| < k, allora,

) <

E (|9n/\7—k| 1{w6Q:7'k(w)>0}) =E (‘gn/\hC “Mnnrs,

E ( oo + Z Nnary (fm/\rk - f(m—l)Am) ) S
m=1
E <|50770|> + E (Z ‘nm/\rk| |£m/\7‘k - £(m—1)/\rk|> =
m=1

E (|£0770|) +E (Z |77m/\7'k| }gm - gm—l‘ 1{w€Q:7-k(w)>m}) <
m=1

E (|§0770|) +k Z E (}gm - gmfl‘ 1{w€Q:‘rk(w)>m}) < 00.
m=1

Dunque, {en/\Tk]‘{UJEQ5Tk(UJ)>O}}n>Q ¢ una martingala e quindi {6,},., € una martingala
locale. - -

]

Esempio 5 Sia {¢,},-, una successione di v.a.i.i.d. su (2, F,P) distribuite secondo la legge di
Bernoulli di parametro p € (0,1) tali che Vn > 1, £, € {—1,1}. Se I'evento {w € Q : £, (w) = 1}
rappresenta il successo di un giocatore al’n-simo turno di gioco, supponendo che 7, rappresenti
I’ammontare della scommessa del giocatore al turno n-simo, il guadagno totale di un giocatore
all'n-simo turno di gioco risulta

On = Z 08 = On—1 + 1,8, - (3.37)
i=1

Se Vn > 1, n,, € una funzione di 64, .., 6,, ovvero la puntata all'n-simo turno di gioco dipende dai
guadagni ottenuti ai turni precedenti, ponendo Fy = {0, Q} e Vn > 1, F,, = F? = F%, allora 7,
¢ una v.a. JF,_j-mis., cioé la successione di v.a. {n,, }n>0, con n, = 0, ¢ prevedibile rispetto alla

filtrazione {F,},>0. Ponendo ¢, :=>"" & e(,=0,sihaf, =>"" (Ci — Ci—l) )
Notiamo che dal punto di vista del giocatore, posto E (6,11 — 0,|F,) = z, il gioco risulta
favorevole se x > 0, sfavorevole se z < 0, equo se = 0. Ma poiché le £, sono v.a. indipendenti,

r=KE (9n+1 - en’Fn> =E (nn+1€n+1|Fn) = 77n+1E (gnJrl“Fn) = 77n+1E (Cn+1 - Cann) (338)
= N1 B (1) =M1 0 — @) = Npin 20— 1)
Quindi, poiché Vn > 0, 1, ., > 0, il gioco risulta:
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favorevole, se e solo se p > % ovvero, se la successione di v.a. {0, },>0, € dunque {(,,},>0, ¢ una
submartingala;

sfavorevole, se e solo se p < % ovvero, se la successione di v.a. {6, },>0, € dunque {(,, }n>0, € una
supermartingala;

equo, se e solo se p = 5 ovvero, se la successione di v.a. {0,},>0, € dunque {(,,}n>0, € una

martingala.

1
2

In quest’ultimo caso, {€,},>0 ¢ la trasformata martingala di {¢,, },>0 tramite {n,, },>o0.

Nel caso in cui {1, }n>0 sia tale che n; = 1 e, Yn > 2,5, = 2" ' [[}Z, d¢, 1, ovvero la
strategia di gioco consista nel raddoppiare la posta ad ogni turno di gioco e lasciare il gioco alla
prima vittoria, allora, se il turno vincente ¢ 1'(n + 1)-simo, si ha che il guadagno totale risulta

Ot = On 1 = D 0&+ =D 27 (D) +2"=—(2"—1)+2"=1.  (3.39)
=1 i=1

Sia 7 :=inf{n > 1:6,, = 1}. Nel caso di gioco equo si ha

PloeQ:7(w)=n}=P{lweQ:¢{,(w)=1§w=-1 ViI<k<n-—1}= (%)” (3.40)

Percio,

IP’{wEQ:T(w)<oo}:Z]P>{w€Q:T(w):n}:Z(%) =1. (3.41)

n>1

Inoltre, considerando 6, per definizione si ha

97’ = Z enl{weﬂ:‘r(w):n} = Z ]-{weﬂ:‘r(w):n} = 1{w€Q:T(w)<oo} ) (342)

n>1 n>1

per cui E(0;) = P{w € Q : 7(w) < oo} = 1. Pertanto, mediante tale strategia di gioco, se
questo e equo, € possibile incrementare il proprio capitale di un unita in tempo finito qua-
si certamente. Nell’ambiente delle scommesse, la strategia appena descritta prende il nome di
martingala. Osserviamo inoltre, che, nel caso di gioco equo, poiché {6,},>0 ¢ una martingala,

Vn>1,E (0, =E(6) =0, mentre E(0,) =1#E(6,).

Definizione 172 Sia (Q, F,{F.}n>0,P) uno spazio filtrato. Una successione di v.a. {&,}n>0
adattata a {F,}n>o tale che,Yn >0, &, € L' (F) e E (&, 4| F,) = 0P-g.c. ¢ detta differenza
martingala.

Notiamo che se la successione di v.a. {1, }»>0 ¢ una martingala su (Q, F, {F, }n>0,P) , allora la
successione di v.a. {£, }n>o tale che, &, :==nyeVn > 1, £, :=n,—n,_;, ¢ una differenza martingala.
D’altra parte, se la successione di v.a. {,,}n>0 ¢ una differenza martingala su (Q, F, {F, }n>0, P),
la successione di v.a. {n, }n>0 tale che, ¥n >0, 1, :=>"7_, &, ¢ una martingala.
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Teorema 173 (Decomposizione di Doob-Meyer) Sia (2, F, {F, }n>0, P) uno spazio filtrato e {,, }n>0
una submartingala. Allora esiste una martingala {m,},>0 ed una successione prevedibile non
decrescente { A, }n>0, detta compensatore di {,,}n>0, tale che Vn > 0, vale la decomposizione

£, =m,+ A, P-qc., (3.43)
che & unica, e quindi, E(,) =E (my) +E(A,).

Dimostrazione: Vn > 1,

£n —fwi(fk—gk ) 5O+Z E (& Fr-1)) + k: (B (&lFr1) —&r)  (3.44)
=&+ Z E (6 Fe-1)) + Z (ExlFu1) = B (&1 Fir))
=&+ Z E (&, Fi1)) + ;E — &l Fr)
Posto
A, = kiE (& — &l Fimr), Agi=0, (3.45)
=

si ha che A, ¢ F,_1-mis. ovvero, la successione di v.a. {A,},>0 ¢ prevedibile. Inoltre, poiché
{£,,}n>0 € una submartingala, ¥n > 0,

cioe {A, }n>0 € non decrescente. D’altra parte, posto

n

my =Y (& =B (&Fen)), moi=E (3.47)

k=1

la successione di v.a. {m,},>¢ € una martingala, in quanto la successione di v.a. {(, }.>0 tale che
Co:=mpeVn>1(,=¢, —E(,|Fn1), ¢ una differenza martingala.

L’unicita della decomposizione segue dal fatto che, se esistono: una martingala {m/, },>¢ ed
una successione di v.a. prevedibile {A! },>0 tali che mj := ¢, Aj:==0eVn>1,&, =m, + A,
allora,

gn—&-l - én = (mn-‘rl - mn) + (An—i-l - An) = (m;LJrl - ) (A;L+1 A;L) 5 (348)
percio, poiché E (my1 — m,|F,) = E (m),,, —m,|F,) = 0P-q.c.,

E (mp+1 — ma| Fp) + E(Appr — AnlFn) = (m,n-i-l - m,n|'Fn) +E (A;H—l - AM}—”) (3.49)
E (A1 — A, F) =E(A),,, — A,|F,)
A1 — A=A, — A4, P-qec.
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Ma siccome Ay = Ay = 0, Vn > 0 si ha che P-q.c. A, = A/, e quindi m,, =m/. m
Esempio 6 Sia {{,},>1 una successione di v.a.i.i.d definite su (Q,F,P), tali che
E (&) =p E((& - u)z) = 02 < oo. Allora, considerando la filtrazione {F,},>¢ definita nell’E-
sempio 1 e la successione di v.a. {S,},>0 tale che, Sp:=0eVn > 1, S, :=>"7_, &, dal’Esempio
2 si ha che la successione di v.a. {X,},>0 tale che, Vn > 0, X,, :== S,, — nu, ¢ una martingala.
Poiché la funzione R 3 z — f (z) := 2? € R ¢ convessa, la successione di v.a. {X?2},>¢ tale che,
¥n >0, X2 := (S, —nu)®, & una submartingala e siccome
E (X2~ X2 | Fn1) =E((Xpor + &, — 1) — (X)) [ Fusi) (3.50)
= E ((Xo1)" +2X01 (& = 1) + (€, — )" = (Xn1)* [Faa)
= 2X, 1B ((§, — ) [Fu) + E (€, — ) | Fua)
=E (&, —p)?) =0,
dalla (3.45) il compensatore di {X?},>0 ¢ la successione di v.a. degeneri {4, },>o tale che Ag =0
e, Vn > 1, A, := no?. Per cui, {Y, },>0 tale che, Vn > 0, Y, := X2 —no? ¢ la martingala associata
alla decomposizione di Doob-Meyer di {X?2},>¢.

Conservazione della proprieta di martingala rispetto a tempi d’arresto

Teorema 174 Sia (0, F, {Fn}n>0,P) uno spazio filtrato, {£,}n>0 una martingala e 71,72 due
tempi d’arresto tali che, Vi = 1,2

1 E (|, ]) < oo
2. 1im, E (|&,] e 7 wy>ny) = 0.

Allora, P-q.c.,
E (5721{%9:72(@271(@}’}—n) =& Lwen: ma(w)>mi (@)} - (3.51)

Dimostrazione: Per la definizione di probabilita condizionata, basta mostrare che, VA € F.,,

E (§7-2 1{w€Q:Tz(w)ZT1(w)}1A) = (5711{w€Q:72(w)271(w)}1A) s (352)
ovvero, poiché
E (&, 1{wen: ra(w)>m@)la) = Z E (&, 1{we:rs(w)>m (@)} Lwea: r (@)=n} 14) (3.53)
n>0

E (£7—1 ]-{wEQ iTo(w)>T1(w)} 1A) = Z E (571 1{wEQ iTo(w)>T1(w)} ]-{wEQ :71(w)=n} 1A)

n>0
= Z E (gnl{weﬂ:fg(w)Zn}l{wEQ:71(w):n}]—A) )
n>0
che
E (ngl{wEQ:Tg(w)Zn}l{wGQ:7'1(w):n}]-A) =E (gn]-{wEQ:Tz(w)Zn}]-{wEQ:T(w):n}]-A) . (354)
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Quindi, posto B:= AN{w € Q: 71 (w) =n} € F,, deve valere

E (§r21{weﬂzrz(w)2n}13) =E (gnl{wEQng(w)Zn}lB) . (3.55)
Ma,
gnl{weerz(w)>n}]—B) (3.56)
E (§n+1|]:n) ]-{wEQ:TQ(w)>n}]-B)
E (§n+11{w6§2:Tg(w)>n}1B|fn))

§n+1 1{w€Q :7o(w)>n+1} 1B) .

E (£l {wen:ra(w)>ny1n) =

+ + + +
RN

Iterando m volte, si ha

E <§n1{w€Q:72(w)2n}1B) = E (§k1{w€Q:72(w):k}1B) +E (€n+m1{w69:72(w)>n+m}]—B) (357)

=K 5721{w69:n§72(w)§n+m}13) +E (£n+m1{w69:72(w)>n+m}13) .

Percio, siccome Ym > 0,

{we  n<nw <n+m}C{weQ : n<my(w)<n+m+1} , (3.58)
{wGQ:Tg(w)Zn}:U{wEQ:nSTZ(w)§n+m} (3.59)
m>0
= liTm{wEQ :n<71y(w)<n+m},
otteniamo
E (&, weq:raw)zny18) = lim 1 (&ra L weningra@<nimy1B)
ovvero,

E (57—2 1{w69:7’2(w)2n} ]-B) = lim [E (gnl{weQ:Tg(w)Zn}lB) —E (€n+m1{w€Q:Tz(OJ)>n+m}1B)} (360)

m—00
=K (gnl{wGQ:’Q(W)Zn}]-B) — lim,, [ (gml{weﬁrm(wbm}lB)
=E (gnl{weﬂzm(w)zn}lB) ’

pioché, per ipotesi,
h_mmE (gml{weﬁfrz(w)>m}13) < h_nbn ’E (fml{WGQT2(w)>m}lB)‘ (361)
<lim,E (’é.m‘ 1{w69172(w)>m}13) =0.
[ ]

Teorema 175 Sia (2, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato, {£,}n>0 una martingala e T un tempo
d’arresto tale che E (1) < co. Allora, se esiste ¢ > 0 tali che, ¥n > 0,

E (|£n+1 - €n| 1{wEQ:7—(w)2n}|fn) < Cl{wEQ:T(w)Zn} ]P)’Q-C- ) (362)
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1 E(E]) < oo;
2. E(5) =E (&)

Dimostrazione: Sia {7, },>0, la differenza martingala associata a {,, }n>o. Allora,

E(|¢,]) = ( > ., ) <E (Z |77n|> (Z 1{weq:r(w)mn} Z |77k|> (3.63)
=E (Z Liven:7(w)=k} |77k|) =E(|no|) +E (E (Z L{weq: (w)2k} 7] fk))

k>0 k>1
=E(|&]) +E (ZE (I 1{%%(@2“\5)) <SE(I&) +ed> PlweQ:r(w) >k}

k>1 k>1

—E(j&|) + ¢E(7) < 0.

Inoltre,

Z M
k=0

< E (1{WEQ:T(w)>n} Z |77k|> .

k=0

k=0

E (|€0] Lwea: r@)sn}) =E (1{w€Q:T(w)>n}

Ma poiché E (3~ _, 1m:]) < E (J€o])+cE (1) < oo elasuccessione di eventi {{w € Q : 7 (w) > n}},>o
¢ decrescente, quindi convergente a (), per il teorema di Lebesgue della convergenza dominata, si

ha che

h_mn]E (\fn\ 1{w€Q:T(w)>n}) S h_mn]E (1{w€Q:T(w)>n} Z ‘nﬂ) =0. (365)
k=0

Dunque le ipotesi del teorema precedente sono soddisfatte e la tesi segue per 7o =7e 77 =0. m

Corollario 176 (Identita di Wald) Sia {&,, },>1 una successione di v.a.i.i.d. definita su (2, F,P),
tale che E (|€,]) < oo, e T un tempo d’arresto rispetto alla filtrazione { F, }n>o tale che, Fo := {0, Q}
eVn > 1, F, :=F5, per cui E (1) < co. Allora,

(Zé ) E (&) . (3.66)

Se inoltre E (5%) < 00, allora

(Z £ —TE (fl)) =E(ME((& -E (51))2) : (3.67)
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Dimostrazione: La successione di v.a. {n,}n>0 tale che, n, = 0 e Vn > 1,
Ny =01 & —nE (&), ¢ una martingala rispetto a {F,},>o (cfr Esempio 2). Allora, poiché

E (|77n+1 - 7in| |~7:n) =E (|§n+1 - E(fl)‘ ’fn) < 2E ([¢,]) < o0, (3.68)

le ipotesi del teorema precedente sono soddisfatte e

T

E(n,)=E <Z ¢ —7E (@)) =E(ny) =0. (3.69)

i=1

Le stesse considerazioni valgono per la martingala {(,}n>o tale che, ¥Yn > 0,
(o= —nE((& —E (51))2) - m

Esempio 7 (Tempi di arresto per passeggiate aleatorie) Sia {£,}, -, una successione di v.a.i.i.d.
su (Q,F,P) distribuite secondo la legge di Bernoulli di parametro p € (0,1) tali che Vn > 1,
¢, € {—1,1} e {F.}n>0 la filtrazione tale che, Fy := {0,Q} e Vn > 1, F, := F5. Se a,b > 0,
7:=min{n >1:S, = —a,b} & un tempo di Markov. Supponendo che sia un tempo d’arresto e
che E (1) < o0, posto Sy =0¢,¥n>1, 5, :=>"" &, le successioni di v.a.

1. { X, }n>o tale che, ¥Vn >0, X,, := S, —n(p —q);

2. {Y, }n>o tale che, Vn >0, Y, := X2 — dnpg;

Sn
3. {Z.}n>o tale che, Vn >0, Z,, = (ﬂ) :

p

sono martingale rispetto a {F, },,>0. Infatti { X, }n>0 € {Y;, }n>0 sono state gia introdotte nell’E-

&n
sempio 2, mentre per quanto riguarda {Z,},>¢, osservando che, ¥n > 0, Z,11 = Z, (%) o , vale

E(Zyo1|Fy) = ZyE ((%)gw |]-'n) = Z,E ((]%Y) = Z,E ((%) h q+ (%) p) (3.70)

=7, P-q.c.

e E(|Z]) < (gvg) < .
Allora, se a :=P{w e Q: 5, =—a}, f:=P{weQ:5, =b}, poiché o+ = 1,le identita

di Wald ed il precedente teorema implicano:

E(S;) Bb—aa

pP—q p—q

1:E(Z0):E(ZT):E(< )ST):a<g>_a+ﬁ g)b T wer
l=a+p 5:#

E(S;) =E(r)(p—q) = E(1) =

S
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Nel caso in cui p = q,

0=E(S;) =—aa+ pb a:ai
{1:a+ﬂ :>{5:QL1: . (3.73)
O:E(%):E(YT):E(SE)—E(T):>{ ]EE:)@::OTLMW — E(r)=ab, (3.74)

Poiché {5, }n>0 ¢ una catena di Markov a valori in Z, nel caso p = ¢ rappresenta la passeggia-
ta aleatoria simmetrica sugli interi che ¢ ricorrente. Per cui, se ¢ := min{n > 1 : S, = 1},
PlweQ:o(w)<oo}=1ce

Sy = Z Sn]-{wGQ : o(w)=n} — Z 1{wEQ s o(w)=n} — 1P— g.c. . (375)

n>1 n>1

Percio, sebbene Vn > 0,

E (1St = S0l IF) = E ([0 | 1) = E(4]) = 1 < o0, (3.76)
E (S,) # E (Sy) = 0. Quindi, E (¢) = co.
Corollario 177 (Identita di Wald fondamentale) Sia {£, }n>1 una successione di v.a.i.i.d. defi-
nita su (Q, F,P). Posto So =0 e S, := Y1, &, se Jtg # 0 tale che ¢ (to) :=E (&%) > 1, dato
un tempo d’arresto T rispetto alla filtrazione {F, }n>o, tale che, Fo :={0,Q} eVn > 1, F, = F§,

per cui E (1) < 00, se esiste ¢ > 0 tale che, ¥n > 0,

’Sn| 1{UJ€QZT(LU)ZTL} < C]-{U.)EQIT(U.))ZTL} P’Q'C' ) (377)

E (:t—éo)> ~1. (3.78)

allora,

etoSn

Dimostrazione: La successione di v.a. {n,}.>0 tale che, Yn > 0,n, := o) € una
martingala rispetto a {F,,},>0 (cfr Esempio 2). Dunque,
eltoént1
E (|71 = 1| Lwea:rwyzny | Fn) = n,E ( o (to) 1’ 1{weQ:T(w)zn}|fn> (3.79)
E( eloént1 ‘)
Snle:Twn — -1 < 00.
M HweQ: 7(w)2n} o (to)

Dunque, vale il teorema precedente e E(n,) =E(n,) =1. =
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3.1.2 Convergenza
Martingale L2

Definizione 178 Sia (0, F,{F,.}n>0,P) uno spazio filtrato e {,}n>0 una martingala. Se
Sup,,>o & (§i) < 00, {&,}n>0 ¢ detta L?>-martingala.

Teorema 179 Sia (0, F,{F.}ns0,P) uno spazio filtrato e {&, }n>0 una L?-martingala. Allora,
esiste £, € L? (Fao) , detto valore finale della martingala {&,, }n>0, tale che {&, }n>0 converge a &,
in L? e¥n >0, &, =E (£ |Fn) - Inoltre, se {F,}n>0 ¢ una filtrazione di (Q, F,P) en € L* (Fx),
la successione di v.a. {&,}n>0, tale che ¥n > 0, &, = E(n|F,) ¢ una L*-martingala convergente
in L? an.

Dimostrazione: Notiamo che Vk,n > 0,

E ((¢net = &0)") =E () +E (€)= 2B (1) - (3.80)
E (€us16n) = E (B (§saalFn)) = B (§.E (snlFn)) = E (&) - (3:81)

Pertanto,
E(€5) ~E(€) =E (6 —€)") > 0. (3.82)

Ponendo k = 1 si ha che la successione numerica {a, },>o tale che ¥n > 0, a, = E (é‘i) e crescente
e, poiché per ipotesi sup,»oE (£2) < 00, {@n}n>0 & convergente e quindi di Cauchy. Dalla (3.82)
segue che anche {¢, },>0 ¢ di Cauchy in L? che & convergente in quanto L? (F) ¢ completo. Inol-
tre, Vk > 0,¢&, = E(§n+k|Fn). Dunque, se &, ¢ il limite di {&,},>0 in L? poiché Vn > 0,
L?*(F,) C L*(F.) e L*(F4) ¢ chiuso come sottospazio di L?(F), &, € L?(Fs). Inoltre,
Vn > 0, limge |[€ps — €of| o = O e, dalla limitatezza di E (| F,) nella topologia di L?, in
quanto estensione continua ad L' (F) del proiettore su L? (F,,) sottospazio di L? (F), segue

Tim B (&, 7) = E (Jim €,417,) = B (€xlFa) - (3.83)

D’altra parte, se {F,},>0 ¢ una filtrazione di (Q,F,P) e n € L*(F4), la successione di
v.a. {&,}nso tale che, Vn > 0, ¢, = E(n|F,) & una L*-martingala. Infatti, Vn,k > 0, poiché
fn - Fn+ka

E (§n+k|]:n> =K (E (77|]:n+k) |-7:n) =K (n’fn) =¢, P-q.c. (3‘84)

Inoltre, poiché E (-|F,) coincide P-q.c. con Destensione continua ad L' (F) del proiettore su
L2 (F,),Vn >0, [[El2 = ITE(0F) 2 < Inll;2 < oo. Quindi per la prima parte del teorema,
la successione {&,},>0 ¢ convergente a . € L? (F). Resta da dimostrare che £, = 1, ma cio
deriva dal risultato seguente. m

Lemma 180 Sia (Q,F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato. Allora, ¥n € L*(F) la successione
{E (| Fn) }oso converge a B (n|Fu) in L2,
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Dimostrazione: Poiché, Vn > 0, L?(F,) C L*(F.), allora, H C L?(F), dove

—
H = U, L?(F,) ¢ il pit piccolo sottospazio di L? (F) contenente ciascuno dei sottospazi

L*(F,). Daltra parte, Fy ¢ la classe monotona generata da | J, .o Fn € VB € U,~0 Fn: 15 € H.
Sia ora M = {A € P (Q):14 € H}. Poiché se {A,},>0 C M & una successione crescente il cui
limite & A, la successione {14,},, converge a 1, _P-q.c. e per il teorema della convergenza
dominata generalizzato coneverge anche il L?, cioe 14 € H. Inoltre, siccome P (Q) = 1, consi-
derando la successione degli insiemi complementari degli A,,, che ¢ decrescente, anche 14, € H.

Quindi anche M & una classe monotona, percio M = Fo ¢ H = L (Fu). Ma {E (n|F.)},50
converge in L? a Iy (1), dove Iy ¢ il proiettore su H, da cui segue la tesi. m

Proprieta delle L?-martingale Sia (2, F,{F,},>0,P) uno spazio filtrato e {£,,},>0 una L
martingala. Allora, poiché R 3 z — f(x) = 2 € R ¢ una funzione convessa, per la disugua-
glianza di Jensen, la successione di v.a. {1, },>o tale che ¥n >0, 1, := &2 & una submartingala e
inoltre sup,,»o E (|n,) = sup,s E (£2) < <.

Definizione 181 Sia (Q, F,{F,} n>0,P) uno spazio filtrato e {&, }n>0 una L*-martingala. La
successione prevedibile di v.a. {<£2>n}"20’ compensatore nella decomposizione di Doob-Meyer

della submartingala {€2},>0, ¢ detto caratteristica quadratica di {&, }n>0.

Data una L?-martingale {, }n>0 su (Q, F, {F,} n>0,P), indichiamo con {m§},>o, tale che,
Vn >0, m§ =& — <§2>n, la martingala associata alla submartingala {¢2},,50 nella decomposi-
zione di Doob-Meyer.

Osservazione 182 Dalla (3.45) seque che, ¥n > 0,

n

<§2>n = nz_:lE (f?_H - 5z2|‘7:1) = nz_:lE <(€i+1 - 51)2 |E> = ZE ((gz - 51‘71)2 |~7:i—1> ,  (3.85)

i=1
in quanto, essendo {&, }n>0 una martingala, ¥n > 0,

E (681l Fu1) = EuniB (| Fan) = oy P-gec.. (3.86)
Inoltre, Vk < n,

E (€, — &) | F)

E (& - &1F) =E (m& +(€%), —mf+ (), 1%)  (387)
E (m§, - m{l7) + E ((€), - () |F)
=B (&), - (€),17) Pac.

Date {£,, }n>05 {71, }n>0 due L?-martingale su (Q, F, {F,, }n>0, P) , poiché anche { X, },50, {Vn }n>o
tali che, Vn >0, X,, = ¢, +n, e Y, =&, —n,, sono L?-martingale, {m2> },>0, {mY },>0 sono anche
martingale e quindi lo ¢ anche {Z,,},>0 tale che, Vn > 0,

Zy=mX —m) = (& +n,)" = ((E+m)"), — (& — )" +{E=n)?) (3.88)
=4&m, +(E=n)?), — ((E+n)?), -
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Definizione 183 Sia (Q, F, {F, }n>0, P) uno spazio filtrato e {£,, }n>0, {n,, fn>0 due L?-martingale.
La successione di v.a. {({,n), }n>o0 su (2, F,P) tale che, ¥n > 0,

(Emb = 3 [(E+ 0P, — (€= n)*),] (359

¢ detta caratteristica mutua di {£,,}n>0 € {1, }n>o0-

Osservazione 184 Notiamo che, se {(§,n), }n>0 € la caratteristica mutua di due L*-martingale
{&. >0 € {nptnz0 su (Q, F, {Fn}n>0,P), allora, per definizione {(&,n),, }n>0 € prevedibile rispetto
alla filtrazione {F, }n>o. Inoltre, dalla (3.88) si ottiene che la successione di v.a. {C,}n>0 tale che,
Vn > 0,

1
e una martingala. D’altra parte, poiché, Vk < n,

= E (§10Fk) — ELE (0, Fr) — miE (§,] Fr) + Epmy =
=E (§&n,Fk) — &ene = E (€ — Sumel Fi) =
=E (G, + (&M, — G — (& my [Fe) = E (G — Gl Fi) + E (& m),, — (€ [ F5)
=E (&), — &y |Fr)  P-ge .

st ha che ¥Yn > 0,

n

ZE E1 = &) =) 1F) =D E((& = &) (m—na) |1 Fim)  (3.92)

=1

e quindi, (£, &), = (& ). Inoltre, quanto sopra implica che gli incrementi di {€,}nz0 € {1, }n>o0,
per k <n, msultano scorrelati condizionatamente ad Fy, se e solo se, Yn >0, (§,n), = 0 ovvero,
se e solo se la successione di v.a. {W,},>o tale che, Yn > 0,

Wi i= €1, = G+ (&), (3.93)

e una martingala.

Sia (2, F, {Fn}n>0, P) uno spazio filtrato e {£,, }n>0, {1, }n>0 due successioni di v.a. su (2, F,P),

adattate alla filtrazione {F,},>0. Poiché Vo, f € R la successione di v.a. {(,}n>0 su (2, F,P),
tale che, Yn > 0, ¢, = af, + fn, ¢ adattata a {F,},>0, sia £2 la chiusura nella norma
£ 3 {&, 0 — sup,o 1€l € RT dello spazio lineare £ delle successioni di v.a. {&,}n>o
u (Q, F,P), adattate alla filtrazione {F,}n>o. Allora, 912, collezione delle L>-martingale su
(Q, F,{Fn}n>0,P), ¢ un sottospazio chiuso di £2 che ¢ anche uno spazio di Banach (cfr Os-
servazione 199). Se 92 indica il sottospazio 9 i cui elementi sono tali che il primo termine
della successione ¢ uguale a zero, (,-) risulta un’applicazione bilineare da M2 x M2 a valori in
B2, sottospazio lineare di £2 generato dalle successioni di v.a. prevedibili non decrescenti su
(2, F, {F,}n>0,P). Ovvero, indicando con £ il generico elemento {, },>0 € M2 e con (£, 7n) la
caratteristica mutua di € e n, allora, (§,&) = {<§2>n}n20 = (&), e:
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L VEneMs, (§m)=nE&);
2. Vo, eRe&n ¢eM;, (a€+0n.¢) =a(.¢)+8n.C).

Inoltre, fissato & € 9M2, dall’osservazione precedente, si ha che l'operatore lineare da
(€) : M2 — P2 ha come nucleo il sottospazio di M? generato dalle martingale i cui incre-
menti, Vn, k > 0 tali che k < n, risultano scorrelati condizionatamente ad Fj. D’altra parte, dalla
definizione di caratteristica mutua, segue che V&€, 1 € 93,

(€. m)* < (€,€) (mm) = (&) (n) . (3.94)

Definizione 185 Siano {£, }n>0, {1, tn>0 due successioni di v.a. su (2, F,P). La successione di
v.a. {[§,n], >0 su (Q, F,P) tale che, ¥n > 0,

)_l

n— n

Z il 77z+1 771') = Z (fz - 51'—1) (771' - 771'—1) (3.95)

=0 i=1

¢ detta covariazione quadratica di {&, }n>0 € {n,, }n>0, mentre la successione di v.a. {[52}71}”20 su

(Q, F,P) tale che, ¥n >0,

H

n— n

l, = (G -a) =D (& -&0) (3.96)

=0 =1

¢ detta variazione quadratica della successione di v.a. {£, }n>o0-

Osservazione 186 Dalla precedente definizione seque che, se {&, }n>0, {N,}n>0 Sono due succes-
sioni di v.a. su (2, F,P), allora, ¥n > 0,

&, =3 [[€+n?, ~ [€~n],] (397)

Osservazione 187 Dato (Q, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato e &,m € M3, dalla (3.92) seque
che, ponendo ¥n >0, [§,n], =1[£,1],, si ha

(&m), ZE & —&ia) (0 = mima) | Ficn) (3.98)
= ZE (fﬂ?z‘ - 51—1771—1|-7:ifl) = ZE ([57 77]i - [5777]@'71 |-7:zel)

—ZE [&,m); — [&m)_y | Fia) -
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Inoltre, poiché, ¥n > 0,& € M2,

([ ] ‘-Fn 1 (Z 1) = '_ (fz‘_fz‘—1)2+ (3-99)
+E (60— €0r)’| fn_l) = [y + (€ — (E)ny -

Siccome la successione {(€), }n>0 € non decrescente, (§), — (&), , >0e

E ([€], [Fn1) = [€h—1 + (&) — (&)py = [€]y (3.100)
ovvero, essendo
E(|[gl.D) < 2nsupE (&) < oo, (3.101)

la successione di v.a. {[€],},-, € una submartingala su (Q, F,{Fn}tn>0,P). Applicando la de-
composizione di Doob-Meyer a [€] si ha che esistono M € M2 e AS € B2 tali che, Vn > 0,
&],, = MS + A5, ma dalla (3.99) seque che

n’

n

ZE Loy 1Fica) = > (B (€], | Fimr) — [€)iy) = (3.102)

i=1
- Z =€), = (&),
Allora, ¥Yn > 0,

& =my, + (&%), =& — €], + (€], = & — €], + ME + (&%), (3.103)
ovvero, m§, = €2 — [€] + MS cioe, & — [€] = m§ — M§. Dungue, anche la successione di v.a.
{“g}nzo tale che, ¥n > 0, u§ = &2 — [£] & una L*-martingala.
Martingale regolari

Definizione 188 Sia (Q, F,{F.}n>0,P) uno spazio filtrato e {£,,}n>0 una martingala. Se esiste
n € L' (F), tale che Vn >0, &, = E (n|F,), {£,}n>0 ¢ detta martingala regolare.

Osservazione 189 Poiché L* (F.) C L*(F) C L' (F) ogni L*-martingala ¢ regolare.
Teorema 190 Sia (Q, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato e {€, }n>0 una martingala regolare, tale
che, Vn > 0, &, = E(n|F,), conn € L' (F). Posto &, := E(n|Fu), detto valore finale della

martingala {€,, }n>0, allora, Yn >0, &, =E (E|Fn) € {,}ns0 converge a &, in L' (F).
Dimostrazione: Sia, VN > 0,

RBtng( ) = —Nl( }(t)+t1[_N7N] (t)—i-Nl[N_oo) (t) cR. (3.104)

93



Allora, YN € NT posto ny := ¢ (1), la successione {ny}tn>1 converge a n € L. Inoltre, posto,

Vn >0, 0y, = E(ny|Fn) si ha che

E ([1yn = &al) = E(E (y|Fa) = €a1) = E(IE (ny]F2) — E (| Fa)])

<E(E(Iny —nlFn) <E(ny —nl) ,

(3.105)

ovvero {ny,}n>1 converge a §, in LY. Quindi, poiché VN > 1 Hn]\,’n”mo < N, {nyntnzo €
una L*-martingala, percio esiste 0y, y € L?(Fu) tale che ny,, = E (n. y|Fa) . Allora, per il
Lemma 180 1y, = B (ny|Fso) €, poiché L* (Fi) C L' (Fuo), {Niyntnz0 converge a ny, n anche

in L. Inoltre, siccome {ny}n>o converge an € L',

E(|E(y|Fo) = E(|Fo)l) S EE(Iny —nl|F)) = E(Iny —nl)

cioe {E (ny|Fu)} ysy converge a B (n|Fu) in L', m

(3.106)

Proposizione 191 (Disuguaglianza massimale di Doob) Sia (2, F, {F,}n>0, P) uno spazio filtra-

to e {&,, }n>0 una martingala. Allora, ¥Vr >0 e ¥n > 0,

p{w cQ: sup [ > } < 2(E (&) + E (&)

0<k<n r

P{w €Q: T}Lrgo()zl;gnlfk! > 7“} < %iggE(\énD :
Dimostrazione: Sia A] := {w € Q0 supg<pey § > r} e sia
Ti=inf{0 <k <n:§ >r}la +nlie.
Allora, {w € Q : 7(w) >n}=0e

{weQ:rw) >mp= () {weQ:& W) <r}eFuCFa.

0<k<m

Quindi 7 & un tempo d’arresto. Considerando la martingala arrestata {£, .. tn>0,

E (gn/\’r) =E (én/\T]-{wEQ:T(w)<n}) +E (gnAT]'{UJGQZT(w):TL}) =
=E (&nrLwen:rw)<n}) + E (§u11we0 r(w)=n}) -

Dunque, poiché Vw € {w € Q : 7(w) < n}, {pr > T,
E (gn/\‘r) > rlP {w €T ((,U) < TL} +E (gn]-{wEQ:T(w):n}) )

ma, dalla (3.110) si ha che
n—1
{weQ:7(w)<n}= U{wEQ:&k(w)>7’}:Az,
k=0
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inoltre, poiché {&, x, }n>0 € una una martingala, E (§,,,.) = E (§.,) = E (&) . Allora,

P (A7) <E (&) — E (&l {wen:rw=n) < E(&) +E (&) - (3.114)

Poiché

{wEQ: sup |§k|>7‘}:{w€§2: sup §k>T}U{w€Q: sup (—{k)>7’}, (3.115)

0<k<n 0<k<n 0<k<n

considerando la successione {—¢,,},,>0 si ha la (3.107).
D’altra parte, la successione di v.a. {1, }n>1 tale che, Vn > 1, n, := supy<j, |£;| ¢ crescente.
Dunque, se lim,, o, n,, > 7 allora, Ve > 0, 3N. tale che Vn > N, ,, > r — . Quindi,

]P’{wEQ: lim sup |&] >r}:]P’{ﬂ U ﬂ {wEQ: sup & >r—5}} (3.116)
0<k<n

n—oo
O<k<n e>0 N>1n>N

SP{ﬂU{wEQ: sup |§k|>r—6}}:P{ﬂ{wEQ:sup sup |§k|>r—6}}

e>0n>1 O<k<n £>0 nzl 0<k<n

< supE (|€,[) -
T — & n>0

Proposizione 192 Sia (2, F, {F,}n>0,P) uno spazio filtrato e {&, }n>0 una martingala regolare
di valore finale . Allora, {£, }n>0 converge a £, P-q.c.

Dimostrazione: Dato m > 0,Vn > m, sia n, = ¢, — &,,. Allora la successione di v.a.
{n, }n>m € una martingala regolare convergente in L' ad una v.a. 7.,. Inoltre,

Pertanto, poiché {£,},>0 converge a £ in L', Ve > 0, Im. tale che Vn > m., E(|¢, —¢&,]) <e.
Allora, sup,,>,,, E (|n,,|) < 2¢ e, per la disuguaglianza massimale di Doob (3.108), Vm > m.,r > 0,

2
]P{wGQ:sup ]fn—fm]>r} Sé : (3.118)
n>m

Poiché la successione {(,,},,~ tale che ¢, = sup,>,,[{, —&,,| ¢ decrescente, Vr > 0, si ha
P{w € Q:limy 00 ¢, > 7} = 0 ovvero, lim,, o ¢,,, = 0P-q.c., cioe che {¢,,},>0 ¢ fondamentale
P-q.c. e quindi convergente P-q.c. ad una v.a. £. Ma, poiché {¢, },>0 converge a £ in L', esiste
una sottosuccessione {§,,, x>0 C {&, }nx0 convergente P-q.c. a . Quindi, {,, =¢. =
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Martingale L!

Definizione 193 Sia (Q, F,{F}n>0,P) uno spazio filtrato e {&,}n>0 una martingala. Se
sup,>o E (|€,]) < 00, {&,}nz0 € detta L'-martingala

Lemma 194 (Doob’s upcrossing Lemma) Sia (Q, F,{F,}n>0.P) uno spazio filtrato e {&,}n>0
una submartingala. Dati a,b € R tale che a < b, sia {Tn}nzo una successione crescente di tempi
d’arresto tali che:

T0:=0, 7, := Z (Onom—1min{n > Toy,_2: &, <a}+dpommin{n > 79,1 : £, > b}). (3.119)

m>1

Allora, posto, Yn > 1,

Un (a,b) := 1y (72) max{m > 1: 74, <n}, (3.120)
E —a)V0O— (& —a) VO
—a
Dimostrazione: Poiché {¢,},>0 ¢ una submartingala e R 3 x +— f,(x) := (x —a) VO
¢ una funzione convessa, dall’Osservazione 161, {n, },>0 tale che, Vn > 1,1, = f.(§,) € una

submartingala non negativa. Dunque, ¢ sufficiente restringersi a cansiderare il caso in cui {&,, },>0
sia una submartingala non negativa e dimostrare

E(E, ~ &)

E (U, (0,0)) < 2 (3.122)
Allora,
bU, (0,0) < (gk - gk—l) Z Lrom1,72m) (k) (3.123)
k=1 m>1
Poiché se 7 ¢ un tempo d’arresto, 1iueq:r(w)<k} = ;:01 liweq: r(w)=1y © Fr—1-mis., siccome

Liram 1ram] (B) = 1w ram 1)<k Lwe: ram(@)2h) = Lwe mam 1)<k} (1 = Liwe:rom@)<k})
(3.124)
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> ms1 Lram 172 (k) € Fi_1-mis.. Quindi,

bE (Un (07 b)) S ZE ((gk - gk—l) Z 1(7’2m—1,7’2m] (k)> = (3125)

iE<E< — & 121%1% ) | F 1))

= ZE <m>ll<mm (ME (€ — &) 1Fic 1)>

= kZE (; Lo sram) (k) (B €k Fimr) = Exy ) <
S E(EEIA ) = 3 (B ~E(6)
_E(,) -E() -

Teorema 195 Sia (Q, F,{F,}n>0,P) uno spazio filtrato e {&, }n>0 una submartingala tale che
sup,so E (|€,]) < co. Allora, {£,}n>0 converge P-q.c. ad una v.a. £ € L' (F).

Dimostrazione: Supponendo che P {limngn > li_mnﬁn} > 0, allora, poiché

{lim,¢, > lim,&,} = () {lm.&, >b>a>1lim¢,}, (3.126)

a,beQ:b>a

esiste (a,b) € {(¢/,b)) € Qx Q: ¥ > d'} tale che P {lim,&, > b > a >lim ¢, } > 0. Sia U, (a, b)
la quantita definita nella (3.120) ovvero, il numero di volte che {¢;};_, scavalca 'intervallo (a,b) .
Per il lemma precedente,

E((€—a)V0-(§—a)V0) _ E(,[+ &) +2la]

< < :
E(Un(a,b)) < r— < — (3.127)
QSUPnzo E (I¢a]) +2]al
- b—a '

Quindi, {U, (a,b)},~, € una successione crescente di v.a. i cui termini sono uniformemente limitati
da una costante, pertanto, per il Teorema di Beppo Levi, {U, (a,b)}, -, converge in L' contro
I'ipotesi. Allora, {&,,},>0 converge P-q.c. ad una v.a. £ e, per il Lemma di Fatou,

E(l¢)) = E (|limn,|) = E (lim, [¢,]) < Tm,E (&,]) < supE (J&,) < oo (3.128)
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Corollario 196 Sia (2, F, {F,}n>0, P) uno spazio filtrato e {,, }n>0 una maringala non negativa.
Allora, {£,}n>0 converge P-q.c..

Dimostrazione: Poiché,

supE (|¢,[) = supE (§,) = E (&) < o0, (3.129)

n>0 n>0

la tesi segue dal teorema precedente. m

Osservazione 197 Sia {&,,},>1 una successione di v.a.i.i.d. di Bernoulli definite su (§2, F,P)
a wvalori in {0,2} ed equidistribuite. Allora, la successione di v.a. {n,}n>o0 tale che, ny =1 e
Vn > 1,1, =[], &, € una martingala rispetto alla filtrazione {F,}n>o tale che, Fo = {0,Q}
eVn > 1, F, == F5. {n,}n>1 € non negativa e E(n,) = E(&) = 1. Quindi, per il corollario
precedente, {n, }n>1 converge P-q.c. a 0. Pertanto, per le L'-martingale é in generale impossibile
ricostruirne il valore a partire dal limite, come ¢ invece possibile nel caso delle martingale regolari.

Teorema 198 (Criterio di regolarita per L'-martingale) Sia (Q, F, {F, }n>0, P) uno spazio filtrato
e {&,, }n>0 una L*-martingala. Allora, {&, }n>0 € regolare se e solo se ¢ uniformemente integrabile.

Dimostrazione:

= Poiché {¢,}n>0 ¢ regolare, sia ¢ il suo valore limite. Allora, dato N > 0, sia ¥n > 0,
AN ={weQ:|¢, (w)| > N} € F,. Quindi,

E (. 1Ag> —E (B (¢1F)| Lay) <E (B (17 Lay) =E (E (¢ 14y|5))  (3130)
E (I¢ Lay) = E (161 Lay 1 (v 1oo) (1€D) +E (€] Lay L o7 (D)
(| (vFso0) (D) + VNP{w € Q1 €, ()] > N} .

Per la disuguaglianza di Chebichev,

IE(I ul)

E (Ial Lay) < E (1611 (o) (€D) + VN
E (161 (v (16D)) + w
=E (’ﬂ (VA o0) (Ifl)) + %

Poiché £ € L' (F), passando al limite per N — oo si ha che Vn > 0, limyqoo E (\fn\ lAQI) =0,
da cui segue che la successione di v.a. {{,}n>0 ¢ uniformemente integrabile.

(3.131)

< Poiché {{,, }n>0 ¢ una successione di v.a. uniformemente integrabile, allora sup,,», E (|¢,,]) < oo.
Quindi per il Teorema (195) {£,,}n>0 converge P-q.c. ad una v.a. £ € L' (F). Inoltre, per
il teorema della convergenza dominata generalizzato {&,},>0 converge a ¢ in L'. Quindi,
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poiché Vm > n, E (§,,|F,) = &,, e poiché Vn > 0, E (-|F,,) € un operatore lineare limitato,
dunque continuo, si ha

Tim E(¢,|F) =E(¢F) =€, Pac, (3.132)

ovvero che {{,}n>0 € regolare.

u
Esempio 8 (Derivata di Radon-Nikodgm) Sia f : [0,1) — R una funzione lipschitziana,
ovvero tale che 3L > 0 per cui, Vz,y € [0, 1],

[f (@) = f Wl < Llz -yl (3.133)

Allora f & assolutamente continua su [0,1) e pertanto esiste una funzione g : [0,1) — R
integrabile secondo Lebesgue tale che, Va € [0,1),

f(2)— £(0) = / Cdy (y) - (3.134)

Infatti, considerando lo spazio di probabilita ([0,1),B([0,1)),dx), sia {&,}n>0 la successione di
v.a. tale che Vn > 0,

271/
kE—1
¢, () = ; o Lt ) (2) (3.135)
e {Ft},>0 la filtrazione generata dalla famiglia di v.a. {£,}n>0, per cui, dalla definizione di &,,,
risulta F5 = Fé». Sia allora {n, },>0 la successione di v.a. tali che Vn > 0,

S (T 223 — S &) (3.136)

{n,}n>0 & una martingala su ([0,1), B([0,1)), {F5}ns0,dz) . Infatti, Vn > 0,z € [0,1), poiché
Enp1 () €{&, (), &, (x) + 27D} e

Ple € [0,1): & (2) =&, (1)} = (3.137)

Ple € 0,1) 60 (1) = €, () + 27} = o,
—(n+1)) _
Lf(E 4270 Y) = f(6) | 1f (& +2 " 4 270H)) — f (g, +270)
9 9—(n+1) + 92 9—(n+1)
- 9—n =My -
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Inoltre, poiché f ¢ lipschitziana, {1, }»,>0 ¢ uniformemente integrabile, in quanto

(‘ f &+ 22‘"2 — [ (&)

Liwea: |nn<w>>N})
(3.139)

hm supE(!nnl lioecn: \nn(w)|>N}) = hm supE

N—o0 n>0

E (|n,, (w)1)

< L lim supP{w € Q:|n, (w)] >N}<L lim sup

N—00 >0 N—00 ;>0 N
E (’f(€n+22_”n)—f(6n) ) 1
— L L <2 lim — —
Nee b N =5 s 0

e quindi ¢ regolare. Allora, esiste una v.a. g € L' (B([0,1))) tale che, Yn > 0,1, = E (g|F5) .
Inoltre, poiché F5, = (U, F5 = B([0,1)), il valore finale di {n,}n>0 ¢ E (¢|FS) = g. Quindi,
dato che, Vk,n > 0, se B = [0, 2n] € F&,

|7 e @) =2 (g1m) = E(n,10) = [ don, (@ (3.140)
0 0
0 2"
2% 2" =1 9-n) _ -1
:/0 dxlzlf(” * 2_2 f(2")1[12n1,2%) ()
Foop(l=1 4 g-n)y _ (l=L

si ha la (3.134).

Osservazione 199 Sia M la collezione delle martingale sullo spazio filtrato (Q, F,{Fn}n>0,P) .
M ¢ uno spazio lineare in quanto, se & n €M, allora, Vo, 3 € R, anche ( := o€ + 61 ¢ una
martingala. Sia allora, ¥p > 1, le norma su 2N

M > & [[[€]ll, = sup [&,ll,, € R (3.141)

Se MP ¢ la chiusure nella norma |||-|||, di M allora, poiché se p' > p, |[|-|[l, < [I[-]|l,/ LM C M.
Notiamo inoltre che, se p > 1,MP e spazio di Banach, cosi come tutti i suoi sottospazi chiust.

Infatti, se {ﬁ(N)} e una successione di Cauchy in IMP, allora, Ve > 0,4N. > 0 tale che,

N>1
uniformemente in n > 0,YN,M > N, ffIN) —ng) < €, ovvero, VYn > 0, {S%N)} e di
v N>1
Cauchy in LP (F,), che é completo, e pertanto convergente ad un elemento £, € LP (F,) . Inoltre,
poiché LP (F,) C L' (F,), {gfﬁ)l} converge in L' (F,y1), quindi, siccome F,, C Fny1, per la
N>1

continuita dell’operatore E (-|F,) : L' (Fpi1) O,

7 N) _ 1 (N) _ : (N) _
&, = Jim €M = tim E (& F) =B (Jim &) ) =B (€l F) (3.142)
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ovvero, & 1= {&,},~, € una martingala rispetto alla filtrazione {F,}, ~, e {E(N)} converge a
> = N>1
I3
Se M9 ¢ la chiusura in MM dello spazio lineare delle martingale uniformemente integrabili,
quanto finora esposto puo TiassuMersi cosi:

M2 C M C Mm* . (3.143)

3.2 Martingale indicizzate da un generico insieme total-
mente ordinato

Il concetti ed i risultati espressi nel caso delle martingale a tempo discreto possono essere genera-
lizzati al caso in cui si considerino famiglie di subcalgebre di uno spazio di probabilita e/o famiglie
di v.a su di esso definite indicizzate da un generico insieme di indici totalmente ordinato Z. Tale ¢
il caso se, per esempio, Z = Z, —N, R, R o, dato un insieme A, Z = {A € P, : se B,C € Zallora
oCCBoBCC(CY}.

Definizione 200 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T un insieme totalmente ordinato. Una
successione {F;}tier di suboalgebre di F tali che, sei,j € T e i < j, F; C F;, € detta filtrazione
di (2, F,P).

La o algebra Fu, generata da tutti i termini della successione {F;}ier € detta oalgebra limite
della filtrazione e, se Foo = F, la fitrazione e detta convergere a F.

Uno spazio di probabilita (2, F,P) munito di una filtrazione {F;}iez € detto filtrato ed é cosi
indicato: (2, F,{F;}icz, P).

Definizione 201 Una successione generalizzata di v.a. {,;}ier definita sullo spazio filtrato (Q, F,{F;}iez, P)
¢ detta adattata alla filtrazione {F;}ier se Vi € I, &1 (B(R)) C F.
Se inoltre Vi € T, 3j < i tale che &' (B (R)) C Fj, {&}iez ¢ detta prevedibile.

Osservazione 202 Data una successione generalizzata di v.a. {;}icz definita sullo spazio filtrato
(Q, F, {Fi}icz,P) seVi € I, .7-"5 ¢ la oalgebra generata dalla collezione di oalgebre {5;1 (B(R))}jez: j<is
allora {€,}ier ¢ adattata a {F;}ier se e solo se, Vi e T, F* C F;.

Definizione 203 Una successione generalizzata div.a. {&;}ier definita sullo spazio filtrato (0, F,{F;}icz, P)
e adattata alla filtrazione {F;}icz € detta martingala, submartingala, supermartingala se
VieZ & e LY (Q,F,P)eVjeT tale che j > i, rispettivamente si ha:

E fj‘fn) = 51
E(&|1F) =& Pege. (3.144)
E (fj‘]‘—n) <¢;
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3.2.1 Martingale inverse

Definizione 204 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Una successione {G,}n>0 non crescente
di suboalgebre di F, ovvero tali che F 2 .. 2 G, O Gpy1 2 ... Una successione di v.a. {1, }n>0
definita sullo spazio di probabilita (2, F,P) é detta martingala inversa, se Vn > 0, si ha:

. (B(R)) € Gy
1, € L' (F) (3.145)
E(n,Gn+1) = 0y P-gec..

Osservazione 205 Se la successione di v.a. {n,}n>o0 definita su (2, F,P) é una martingala

inversa rispetto alla successione {Gy, }n>o non crescente di suboalgebre di F, ponendo¥n >0, &, =

N_p € Fn=G_n, {, nez_, € una martingala su (Q,F, {Fn}nezf,IP’) )

Teorema 206 Se la successione di v.a. {n,}n>0 definita su (2, F,P) é una martingala inversa
rispetto alla successione {Gy, }n>0 non crescente di suboalgebre di F, allora {n,, }n>0 converge P-q.c.
ed in L' (F) ad una v.a. n tale che, Yn >0, E(n,) =E(n).

Dimostrazione: Notiamo che per la martingala {£, },ez_ su (Q, F, {fn}nez,,]P)) la disugua-
glianza massimale di Doob si traduce

4
: < - .
P{w € Q n123§0|§k| > c} < CIE(|§0|) c>0 (3.146)

Inoltre, Va,b € R tali che a < b, dato n € Z_, sia U, (a,b) il numero di coppie di indici k,] € Z_
tali che n < k <[ < O,per cui & < a; ¢, € (a,b),Vl < m < k; &, > b. Allora, il Doob’s
upcrossing Lemma si traduce

—a —a

Queste disuguaglianze sono indipendenti dall’indice n, percio, Ve > 0,

E (U, (a,b)) <

4
PlweQ: sup 1€kl > e} = “E(ISl) (3.148)

e, poiché U, (a,b) & crescente, per il Teorema di Beppo Levi,

E —a)VO0

lim U, (a, b)) < El& -9 VO (3.149)

b—a

Quindi per il Teorema 195 {¢,, }ne_n, e dunque {n, },>0, converge P-q.c. ad una v.a. n € L' (F).
Inoltre, {£, }nez_ ¢ uniformemente integrabile, quindi regolare e dunque convergente in L (F) a

n. Infatti, {|{,|}nez. € una submartingala, quindi VYm,n € Z_ tali che m > n,

E (€,] |Fmn) > &, P-q.c. ovvero, Ve > 0,
SUPE ([&a] Lje, 1)) < SUpE (E ([6na| 170) Lien>e)) (3.150)

=supE (E (|6, | Lie, 53| Fn)) = iglgE (J€mt] Lyieu>er)

n<0

lim E (U, (a,b)) =E

n—oo (n—>oo
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Iterando n volte, poiché Vn € Z_, F,, C F,_1
SUpEE (€] Ly, >0)) < SUPE (6ol 1ie, 1>c)) < E (160l Lisuprcolenl>et) - (3.151)

Ma, & € L*(F), quindi, per la (3.148), lime_o0 Sup,<o E (|€,] 1(e,|5e3) = 0. Allora, si ha che
{n,tnso converge in L'(F) a n tale che, Vn > 0,E(n) = E(n,), poiché ¥Yn > 0,
E (0,]Gn+1) = 0y P-gc.. m

Esempio 9 Sia definita su (€2, F,P) una successione {{,,},>1 di v.a. L' (F) scambiabili, ovvero
tali che, Vn > 1, se o & una permutazione dell’insieme di indici {1, ..,n}, (§,);, < ({U(i))?zl . Sia
allora {S, },>0, la successione di v.a. tali che Sop =0 e,Vn > 1,5, := >}, &, Data {G,},>¢ la
successione di subcalgebre di F tale che Vn > 0, G,, e la calgebra generata dalla successione di
v.a. {Sk}r=n, la successione di v.a. {n,},>o tali che ny =0 e Vn > 1, n, := 2, & una martingala
inversa rispetto a {G, }n>o. Infatti, {G,},>0 € non crescente e Vn > 0, n,! (B(R)) C G,. Inoltre,
P-q.c.,

n+1
B (ka
k=1

Percio,

n+1 1 k
QnH) = Z%E (Zg gnH) . (3.152)
i=1

k=1

n+1 n+1 k?
gn+1> = ZE (§11Gn+1) = ZE <E§1
k=1 k=1

E (Sn11|Gnt1) Zill E (9;,/Gn11) (n+1)E (74|Gni1)

—E(|Gu1) VI<k<n+1

ovvero, 7,1 = E (1,|Gn41) P-q.c.. Allora, per il teorema precedente, esiste una v.a. 7 tale che
{n,, }n>0 converge a n sia P-q.c. che in L' (F), per cui, Yn >0, E(n,) =E(n).

Legge forte dei grandi numeri per v.a.i.i.d.

Lemma 207 Sia & una v.a. non negativa definita su (Q, F,P). Allora
Y PlweQ: || =n}<EE) <1+ PlweQ:|¢(w)|=n} . (3.154)
n>1 n>1

Dimostrazione: Poiché

E()=E|) &g (5)] = E [y (©)] (3.155)
si ha - N
E(&)>) kP{weQ:&(w) € [k k+1)} (3.156)
kz:);?{w eQ:E(w) ek k+1)}
- HZNP{L eQ:le(w) 2 n} .
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D’altronde

E@) <) (k+1)P{weQ:&(w) €[k k+1)} (3.157)

k>0

n>1
u
Teorema 208 Sia definita su (0, F,P) una successione {&, }tn>1 di v.a.i.i.d.. Se & € L' (F)
allora la successione di v.a. {n,}n>o tali che ng =0 e Vn > 1, n, = 22, dove S, :== Y ,_ &,

converge a E (&) P-q.c.. Viceversa, se {n,}n>0 converge P-q.c. ad una v.a. degenere u < oo,
allora E (&) = p < 0.

Dimostrazione: Poiché gli elementi di {{,},., sono v.a. identicamente distribuite sono
scambiabili. Inoltre se &; € L' (F) dall’esempio precedente si ha che Vm > 1,

n+m
n= lim 7, = lim Lot &k P-q.c. . (3.158)
n—oo

n—oo n

Percio se gli elementi di {&,},~, sono v.a. indipendenti, Vm > 1, n e n,, sono indipendenti e
Ve e R, -

P{weQ:n(w)>ce,n, w >c} =P{weQ:n(w)>cP{weQ:n, (w)>ct. (3.159)

Per cui,

PU{wGQ:n(w)>c,77k(w)>c}:IP’{w€Q:77(w)>c}]P’U{w€Q:nk(w)>c},

k=n k=n
(3.160)
ovvero
P{w €N:n(w)>ec, max N (w) > c} =P{weQ:n(w)>c}x (3.161)
xIP’{w eQ: max (w) > c} ,

da cui segue che, passando al limite per m — oo,

P{w €Q:n(w) > ¢, supn, (w) > c} =P{weQ:n(w)>c}x (3.162)
k>n

xIP’{wEQ:supnk(w) >c} :

k>n
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cioe
P{we Q:n(w)>c limyn, () >c} =P{weQ:nw)>c}x (3.163)
x P{w € Q:lim,n, (w) >c} .
Ma, poiche {1, },>0 converge a 1, lim,n, = 1, dunque
PlwueQ:nw) >ct=P{weQ:nw)>c})?, (3.164)

ovvero, Ve € R, P{w € Q:n(w) > ¢} & uguale a zero o uno, cioe n ¢ una v.a. degenere il cui
valore ¢ p dato che, Vn >0, E(n) =E(n,) =E (&) = p.
D’altra parte, siccome

Mo — Ty = Sn-‘rl & _ €n+1 . i (1 n ) _ £n+1 —n, (1 n > ’ (3165)

n—l—l_n n—+1 n n—+1 _n+1

se {1, }n>0 converge P-q.c. ad una v.a. n € L™,

-1
T (" ) =0 Pq.c. . (3.166)
n—oo M, n— 00 n
cioe, Ve > 0,
. ) & (w) T €k (w)
JinoloP{wGQigg | € _JLHSOPU we: | € (3.167)

k>n

=P{we:|, (w)|>ncis}=0.

In particolare, per ¢ = 1,P{w € Q: £, (w)| > n i.s.} = 0 quindi, poiché gli elementi di {&,},,
sono v.a. indipendenti, gli eventi della collezione {{w € Q: [, (w)| > n}},~, sono tra loro mu-
tuamente indipendenti, per il Lemma di Borel-Cantelli, Y ., P{w € Q: [, (w)| > n} < oo e per
il Lemma precedente &, € L' (F). Inoltre, se n ¢ degenere, Ju € R tale che n = u P-q.c., ma per
la prima parte del teorema lim,, ,o,7,, = E (&) P-q.c., quindi E(&;) = p. =

3.2.2 Martingale a tempo continuo

Sia Z = RT e (2, F,P) uno spazio di probabilita. La successione {F;}i g+ di suboalgebre di F
tali che F; C F; se s < t ¢ una filtrazione di (Q, F,P), pertanto (0, F, {F; }ier+, P) & uno spazio
filtrato.

Definizione 209 Sia (Q, F,{F:}ier+,P) uno spazio filtrato. Una v.a. Q3w +— 7 (w) € [0, 0]
¢ detta tempo di Markov rispetto alla filtrazione {F;}ier+, se Vt > 0, {w € Q: 7 (w) > t} € F.
Se inoltre, P{w € Q : 7 (w) < oo} =1, allora 7 ¢ detto tempo d’arresto.

Osservazione 210 Analogamente al caso in cui si consideri una filtrazione indicizzata da N,
risultano essere tempi di Markov le v.a. T = t1j,cq:.r(w)=ty € T =0 At dovet >0 e o tempo di
Markov; T =711V 7o, T=T1 ATy €T =T, + To con 71, To tempi di Markov.
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Esempio 10 Se {&;},.g+ © un processo stocastico a traiettorie continue, ovvero tale che
Q3 wr &(W) € CRY), e {F e ¢ la filtrazione generata dal processo {&}iep+ > cioe
Vt > 0, F& ¢ la calgebra generata da {& ey Ve € R, 7o :=1inf{t > 0:§, > ¢} & un tempo di
Markov rispetto a {«Eg}tew- Infatti, essendo &, continua

{wEQ:TC(w)>t}:U{weﬁzsgég}fs(w)gc—%} (3.168)
k>1 ’
:U ﬂ {wGQ:&S(w)Sc—%}.
k>15€[0,t]NQ
Ma, se s <'t, .
{wEQ:fS(w)gc—%}:{wEQ:gs(w)>c—%} e F (3.169)

quindi dato che .7-"f ¢ una calgebra e chiusa per unioni ed intersezioni numerabili di eventi.

Osservazione 211 Se {{,},.p+ € un processo stocastico a traiettorie continue e {Fhiers € la
filtrazione da esso generata, il ragionamento fatto nell’esempio precedente vale anche nel caso
in cui si consideri la v.a. T4 = inf{t > 0 : & € A}, dove é un sottoinsieme chiuso di R.
Nel caso in cui le traiettorie di {§;},cp+ non sono continue, oppure A non ¢ chiuso T4 non é
in generale un tempo di Markov rispetto a {ff}t€R+. Tuttavia, se le traiettorie di {&,},cp+ SOMO
continue a destra ed hanno limite a sinistra e possibile considerare ¥t > 0 una oalgebra F; 2 .7-"f
e dunque una filtrazione {F; }ier+ per cui T4 risulti un tempo di Markov VA € B(R). Infatti, sia
Vi >0, Fry o= Voo Frie Allora, Fry O Fr e &1 (B(R)) C Fry, inoltre, Vs < t, Fo, C Fp.

t
Quindi, conisderando YVt > 0, la oalgebra F; completamento di ]-'ti rispetto a P, ovvero

Foo=Fo, ={ACQ:3A_ A, € Foo tale che A CAC Ay eP(AN\AL) =0},  (3.170)

VA e B(R),

{TA::mf{tZOIftGA} sedt>0:§ €A (3.171)

00 seVt>0,& ¢ A

¢ un tempo di Markov rispetto a {Fi}ier+.

Esempio 11 Se {¢},.z+ © un moto browniano tale che E (&) = 0, E (&) = o2, allora,
generalizzando quanto esposto nell’Esempio 2, sono martingale rispetto alla filtrazione generata
dal moto browniano:

L. {gt}teR+;
2. {N;}yep+ > tale che VE >0, n, = £ — o2,
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A2

3. {Ci (M) }1epe > tale che VE > 0, A € R, (, (A) = Mg ot

Pitl in generale, se f € C?(R) strettamente crescente allora, {W; (f,A\)},cg+, tale che
Vt>0,\ € R,

2

Wi (f.0) = exp {Af &) -5 /0 s [ 7 €0 + A 6] } (3.172)

€ una martingala rispetto alla filtrazione generata dal moto browniano, se V¢ > 0,

AeR, E(W,(f,\) < oo.

Esempio 12 Se {&,;}, g+ ¢ un processo di Poisson di parametro \,allora, generalizzando quanto
esposto nell’Esempio 2, sono martingale rispetto alla filtrazione generata dal processo di Poisson:

1. {nt}tERJr > tale che Vt > 07 n, = gt — )\t,’

2. {Ct}t€R+ , tale che Vt > 0, ¢, = 77? — \;

3. {0y (0)},cs » tale che W > 0,0 € R, v, () = % ¥(1-¢),
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Capitolo 4

Processi stazionari e teoria ergodica

4.1 Misura sullo spazio delle successioni a valori reali

Sia RY Dinsieme delle successioni a valori reali x := {z;},.y. Vn € N, dato un boreliano B €
B (R™), sia

C(B)={xcR": (xy,.,1,) € B} (4.1)
I'insieme cilindrico (cilindro) di base B € B(R") e C la calgebra generata dagli insiemi cilindrici.

Dato uno spazio misurabile (£, F), indichiamo con P (€2, F) la collezione delle misure di
probabilita su (€2, F).

Teorema 212 (di Kolmogorov sull’estensione di misure su (RN,C))
Sia {P,}n>1, Po€B (R", B(R™)) wuna collezione di misure di probabilita tali che
Vn>1, BeB(R"),
P, (BxR)=P,(B). (4.2)

Allora esiste un unica P € (RY,C) tale che se Vn > 1, B € B(R"),
P(C(B) =P, (B). (43)

Dimostrazione: Vn > 1, B € B(R"), assegnamo a [P (C (B)) il valore P, (B) . Allora poiché,
VE>1,

C(B)={weRY: (w,.,w,) €B, Wni1,.,Wnsr € R} (4.4)
=C|BxRx..xR
kvolt

per la (4.2), la definizione di P(C (B)) ¢ indipendente dalla rappresentazione scelta di C' (B),
infatti
P,(B)=P,.1(BxR)=..=P, 4 (BXxRx..xR), k>1 (4.5)
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Sia C (RY) la collezione di tutti i cilindri C' (B) al variare din > 1e B € B(R"). E facile vedere
che C (RN) ¢ un algebra. Dato k > 2 e Aq,.., A, € C (RN) disgiunti, 3n > 1 e By,.., B, € R”
boreliani disgiunti tale che A; = C' (B;), i =1, .., k. Allora,

(UA > (OC(Bi)) =P (C (O Bi>> = ipn (B;) (4.6)
= ZP(C(BD) = ZIP’(A)

ovvero P e finitamente additiva sull’algebra C (RN) . Se P e anche cadditiva su C (RN) allora

la tesi segue dal teorema precedente. A tal fine ¢ sufficiente dimostrare che, per una generica

successione {C (By)},>1 di elementi di C (RY) tale che C' (B,) | @,P(C (B,)) — 0. Supponiamo
= n—oo

il contrario, ovvero lim, P (C (B,)) = 0 > 0. Poiché Vn > 1, B, € B(R"), dato § > 0 esiste

K, C B, compatto tale che P, (B,\K,) < 2;%, allora,

P(C(B)\C(K,) = B (BAK,) < s (4.7

Sia C,, := Ni_, C (Kj) e sia D, tale che C,, = C (D,,) . Poiché {C (B,)},>1 ¢ decrescente, si ha
P (C(B,) Z]P’ ) \C (K3)) ZIP’ B.\K})) (4.8)

SZW:§7
k=1

ma per ipotesi lim, ., P(C (B,)) =d >0e¢ quindi lir11n_>(>oIE’j (C(Dy)) > % > 0. Ma cid contrad-
dice I'ipotesi che C (D,,) | @. Infatti, ¥n > 1 sia 2™ € C (D,,), allora

<x§n), o x%")> € D,. Inoltre, poiché D; & compatto, esiste una sottosuccessione {n;} di {n} tale che

xﬁ”l) — 29 € D;. Allo stesso modo ¢ possibile scegliere {ny} C {n;} tale che

(:cg ) x§"2)> — (29, 29) € D,. Tterando questa costruzione si ha
VEk > 1, (xﬁ””,,,,mgjk)) — (a:?,..,:r:g) € Dy. (4.9)

Considerando la sottosuccessione diagonale {mj} segue che Vi > 1, z;
(29,..) € C'(D,) Vn > 1 contrariamente all'ipotesi che C'(D,,) | &. =

4.2 Leggi 0-1 per successioni di v.a. indipendenti

Sia {¢,}i>1 una successione di v.a. definita sullo spazio di probabilita (€2, F,P) e, Vn > 1, siano
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e F, la calgebra generata dalla collezione di v.a. {£;}, ovvero quella generata dalla colle-
zione di eventi di F :

{lwe: (& (w),..§, (w)eB} BeBR"),; (4.10)

e F" la calgebra generata dalla collezione di v.a. {&;}i>1, ovvero quella generata dalla
collezione di eventi di F :

{we: (fn(w),fn+1(w),..) € B} BeC. (4.11)
La calgebra
T=()F" (4.12)
n>1

e detta calgebra di coda. Ne segue che Vn > 1, ogni evento A € T & indipendente da {&,}" ;.

Teorema 213 (Legge 0-1 di Kolmogorov) Sia {§,;}i>1 una successione di v.a. indipendenti definita
sullo spazio di probabilita (Q, F,P).VA € T, P(A) puo assumere soltanto i valori zero e uno.

Dimostrazione: Sia A € 7. Allora, A € F! e pertanto 34, € F,, tale che

lim P(AAA,) =0, (4.13)
n—oo
OVVero
P(A) = lim P(A4,), (4.14)
n—oo
ma allora

lim P(ANA,) =P(A) .

n—oo
Poiché per ipotesi A € T, A e A,, sono indipendenti, Vn > 1, P(AN A,) =P (A)P(A,) che tende
a P? (A) per n — oo. Dunque, vale P(A) =P?(A). =

Corollario 214 Nelle ipotesi del teorema precedente, una v.a. n definita su (2, F,P) e misurabile
rispetto a T e degenere, ovvero 3¢ € R : n = cP-q.c..

Dimostrazione: Poiché n ¢ T-misurabile, Vo € R, {w € Q : n(w) <z} € T. Quindi,
P{lweQ:n(w) <z} =F,(v) (4.15)
puo assumere soltanto i valori 0 e 1. Sia
c:=inf{z eR: F,(x) =1}. (4.16)
Allora, Ve > 0,
PlweQ:ic—e<n(w)<c+e}=F,(c+e)—F,(c—¢)=1, (4.17)

cioe la tesi. m
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Definizione 215 Un’applicazione N 5 n—— o, € N é detta permutazione finita se o, = n salvo
un numero finito di elementi di N. Sia quindi, per ogni permutazione finita o,

RYS 2+ Tox = {Ton}os1 € RN (4.18)
eVBeC
T,'(B) :={z e R": T,z € B} . (4.19)
Data £ := {;}i>1 una successione di v.a. definite su uno spazio di probabilita (€2, F,P),
VB € C, sia
Ap ={weQ:¢(w) € B}, (4.20)

e, posto Ty (§) := {,, }iz1, sia
Appy = {weQ: T, (§) (w) € B}. (4.21)

Definizione 216 Ogni evento A € F ¢é detto simmetrico se 3B € C tale che A = Apg e per ogni
permutazione finita o, Ag = ATgl(B).

Teorema 217 (Legge 0-1 di Hewitt-Savage) Sia € := {,;}i>1 una successione di v.a.i.i.d.. Ogni
evento simmetrico ha probabilita zero o uno.

Dimostrazione: Sia A un evento simmetrico e sia quindi B € C tale che A = Ap. Sia
B,, € B(R") tale che, se

A, =Ac,) ={weQ:(§ (w),..,&, (W) € By}, (4.22)
lim,, o P(AAA,,) = 0. Poiché le £, sono v.a.i.i.d., per ogni permutazione finita o,
P(An) = Pe (C(Bn)) = P, ) (C(Bn)) - (4.23)

Dunque,

P(ANA,) = P(ApAA,) = Pe (BAC (B,)) = Pr, ) (BAC (B,)) (4.24)
=P({weQ:T,(§) (w) € B}A{w e Q: T, (§) (w) € C(By)})

P

P

HweQ:¢(w) e B} A{w e Q: T, (&) (w) € C(By)})
AAAT;1<C<Bn>>> :

Allora, lim,, o, P <AAAT;1(C(BH))) =0, ovvero lim,, o P <AT;1(C(BH))) =P (A), il che implica

llm IP) (An ﬂ ATgl(C(Bn))) - IP) (A) . (425)

n—0o0

Scelta la permutazione finita o tale che, o0, =2n—i+1peri=1,...neo; =iVi >n+ 1,

P <An N Apos (C(Bn))) -
P{weQ: (& W),..& W) € Byt N{weQ: (&, (W), & (W) € By},
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ma poiché le £, sono v.a.i.i.d.,

P (An N AT;1<C<Bn>>> =P (A,)P (AT;1(0<Bn>>) =P (A,) — P*(A). (4.26)

n—oo
Percid VA € F simmetrico P(A) =P*(A). m

Osservazione 218 Se {¢;}i>1 una successione di v.a. indipendenti definita sullo spazio di proba-
bilita (2, F,P), sia {Sp}n>1 la successione di v.a. tale che Yn > 1, S, :=> 7 _,&,. Allora, se G,
¢ la oalgebra generata dalle v.a. {Sy},,s, , ogni evento A € T (S) := (), Gn € invariante per
permutazioni finite, quindi, se le £; sono v.a.i.i.d., P (A) assume soltanto i valori 0 e 1. E altret-
tanto vero che ogni evento A € T essendo indipendente dai valori assunti da &,,..,€,,, Vn > 1, ¢é
wwvariante per permutazioni finite. Quindi la Legge 0-1 di Kolmogorov nel caso di una successione

di v.a.i.i.d., risulta essere un corollario di quella di Hewitt-Savage.
4.3 Successioni di v.a. stazionarie (in senso stretto)
Sia RY 5 x — Sx € R" I'applicazione tale che Vi > 1, (Sx);, = ;41 e VB € C sia
S™'B:={xecR":Sx e B}. (4.27)
Dunque, Vn > 2,87"B = S~! (S™(""VB) . Inoltre, se B € C, da (4.20) segue che, Vn > 1,
Ag-np ={weQ: 8" (w) € B} . (4.28)

Definizione 219 Sia { = {{;}i>1 una successione di v.a. definita sullo spazio di probabilita
(Q,F,P). Un evento A € F ¢ detto invariante relativamente alla successione & se AB € C tale
cheVn > 1, A = Ag-np . Sia inoltre I la oalgebra generata dalla collezione di tali insiems.

Definizione 220 Una v.a. 7 definita sullo spazio di probabilita (2, F,P) é detta invariante re-
lativamente alla successione & se e T misurabile, ovvero se esiste una v.a. ¢ definita su (RN,C)
tale che n = po& = po SE.

Definizione 221 Una successione di v.a. & = {&,; }i>1 definita su (2, F,P) ¢é detta stazionaria (in
senso stretto, rispetto a P) se VB € C, n > 1P (Ap) = P(Ag-np) .

Definizione 222 Una successione di v.a. & = {§;}i>1 definita su (Q, F,P), stazionaria, ¢ detta
ergodica (rispetto a P) se, VA € F invariante rispetto a &, P (A) puo assumere solo 1 valori zero

€ uno.

Proposizione 223 Ogni evento invariante per la successione di v.a. & = {&;}i>1 definita su
(Q, F,P) appartiene alla oalgebra di coda.

112



Dimostrazione: 7 = ﬂn21 F™ ma F" e la galgebra generata dalla successione S™¢ quindi
T =Ny S7"F¢ con F¢ C F la calgebra generata dalla collezione d’insiemi {Ap}pec. Poiché se
A e invariante, per definizione 9B € C tale che Vn > 1,

A={weQ:8"¢ e B}, (4.29)
Ae an‘/—"g =F". n

Osservazione 224 Se { = {;}i>1 € una successione di v.a.i.i.d., § é stazionaria in senso stretto.
Quindi, poiché la oalgebra degli insiemsi invarianti e contenuta nella oalgebra di coda, l’ergodicita
della successione & seque dalla Legge 0-1 di Kolmogorov.

Teorema 225 (Ergodico massimale) Sia & = {,;}i>1 una successione di v.a. definite sullo spazio
di probabilita (0, F,P) stazionaria e tale che & € LY (Q,F,P). Sia Yn > 1,
Spi=> &, € M, :=max{0,54,..,5,}. Allora,

E [gll{weQ:Mn(w)>D}} >0. (430)

Dimostrazioqe: 7Poiché VYn > 1 sia M, che S, dipendono solt@nto dal vettore aleatorio
(&4,.,&,,), stano M, S, variabili aleatorie su (RN,C) tali che M, = M, 0 &, S, = S, o&. Allora,
V1

<k<n, ) )
M, o S& > S, 0S¢ . (4.31)
Percio B B )
§1+MnOS§ZSkOS€+€1:Sk+1O€. (432)
Quindi,
§,>& —M,o0SE =506 — M, oS¢ . (4.33)
Allora B B B
¢ >max {S10&,..,5,08} — M, 0S¢ (4.34)
e — —_ —
E [gll{wEQ:Mn(w)>0}} > E [(max {51 0§,..,5,0 f} — M, o Sf) 1{wEQ:Mn(w)>O}} . (4-35)
Ma B B B
max {Sl o 67 0y Sn o 6} 1{w€Q:Mn(w)>0} = Mn © f . (436)
Quindi,
E [&11weamn@)>0y] = E [(M, 0 & — M, 0 SE) 1iveq:M, (w)>0}] (4.37)
>E[(M,0&— M,08¢)] =0

poiché dato che ¢ e stazionaria & L SE. m

Teorema 226 (Ergodico per successioni di v.a. stazionarie) Sia & = {£;}i>1 una successione di
v.a. definite sullo spazio di probabilita (Q, F,P) ergodica rispetto a P, tale che & € L' (2, F,P).
Allora, la successione di v.a. {%}n>1 tale che, Yn > 1,5, :=3"}_ &, converge a E[&] P-g.c..
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Dimostrazione: Siano 7j := lim, (%2 —E[§|Z]) e n =
invariante, ovvero ¢ Z misurabile, Ve > 0,A. == {w e Q:7(w) > e} ¢
Vi>1

& =& —EGT]—e)1a
e poniamo

k
Spe=> &, M :=max{0,5],.,S;
=1

}.

lim,, (Sn—" —

Allora, poiché M; < My,
{weQ: M (w)>0}C{weQ: M (w)>0},
dunque,
lim {we: M (w) >0} = {wGQ:supS;';(w) >O}
n— 00 n>1
:{wEQ:SUPSn—(w)>O} :{weﬂzsupsn(w)
n>1 n n>1 n
ma, poiché
Sn (W) _ . Snw)
/2 > inf — = E[&|Z
sup— = 2 jufsup = n+E[&IT],
allora g
{w € Q:sup n () —E[&|Z] >5} DA
n>1 n
percio

lim {weQ: M (w) >0} =A..
n—oo

E[gl\I]). Poiché 77 e
invariante. Definiamo

(4.38)

(4.39)

(4.40)

_E[6,)7] > } " A,

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Inoltre, poiché & € L' (2, F,P), anche & € L' (Q, F,P) dato che, E[|£}]] < E[|¢,|] +&. Pertanto,
per il Teorema ergodico massimale, Vn > 1, E [f’fl{weg: M,*L(w)>0}} > 0. Dunque, poiché A, € 7,

0< lim E [l wennwsn) =E[§14] =E[(& —E[[Z]
=E[§1a. —E[§14|T]] — P (A:) = —eP(4.) ,

ovvero Ve > 0,P (A.) = 0, il che implica 7 < 0 P-q.c..
Considerando al posto di &, la successione {—¢,} i>1 S ha che

((-2)+Elm

da cui segue —n < 0 P-q.c., cio¢ > 0 P-q.c.. Quindi, 0

lim&:]E

n—oo 1

lim
n

[§1|I] P-q.c.,

ma poiché la successione e ergodica, E [£,|Z] = E[¢;] P-q.c.. =
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4.3.1 Introduzione alla teoria ergodica

Definizione 227 Sia (Q,F) uno spazio misurabile. Un’applicazione T : Q@ — ) ¢é detta misu-
rabile se, VA € F,
T'A={weQ:Twe A} € F. (4.47)

Definizione 228 Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : Q — Q ¢é detta
preservare la misura se & misurabile e se VA € F,

P(A)=P(T'4) , (4.48)
ovvero se per ogni v.a. 1 definita su (2, F,P) si ha E[n] =E[noT].
Proposizione 229 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, n una v.a. su di esso definita e T :

Q — Q un’applicazione che preserva la misura. Ponendo per k = 1, :=n e, Vk > 2§, =
noTF 1, la successione di v.a. & = {&,},5, €& stazionaria.

Dimostrazione: VB € C,
As-ip={weN:8¢(w)e B} ={weQ:{(Tw) € B} . (4.49)

Pertanto, w € Ag1p <= Tw € Ap, ovvero Ag-1g = T~ Ag. Ma siccome T preserva la misura
P(As-15) =P (T 'Ap) = P(Ap) . Ripetendo questo argomento per Ag-«p con k > 2 si ha la tesi.
[ |

Proposizione 230 Sia  una successione di v.a. stazionaria definita su uno spazio di probabilita
(2, X,Q). Allora si puo costruire uno spazio di probabilita (2, F,P), una v.a.n su di esso definita
e un’applicazione T : QQ — ) che preserva la misura tale che la successione di v.a. &, definita su
(Q, F,P) come nella proposizione precedente coincide con ¢ in distribuzione.

Dimostrazione: Poniamo Q = RV, F = C,P := Qo ¢!, T := S e n tale che
RY > x — n(x) := 2, € R. Allora ¥n > 1 e ogni B € B(R"),
T7'C(B)={weQ:SweC(B)}={weQ: (w,.,wn1) € B} (4.50)

—{weQ: (noT) (@), (noT™) ) € B)
={we: (&L W), 6 (W) € B} .
Poiché ( ¢ stazionaria si ha
B(C(B)=Q{r €Z: (¢, (@), ..(, (x)) € B} (4.51)
=Q{zeZ:(¢(2),...¢up (@) € B} =P(T7'C(B)) ,
ovvero T preserva la misura. Inoltre, siccome Vn > 1 e ogni B € B(R"),
P(C(B))=P{weQ: (& (w),.,§, (w) € B} = (4.52)
@{CL’ €= (Cl (l‘),,<n(£)) S B} ’
(Z¢ m

Esempio 1 Un esempio di trasformazione che preserva la misura ¢ il flusso di fase hamiltoniano
che, per il Teorema di Liouville, conserva la misura di Lebesgue nello spazio delle fasi.
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Teorema 231 (di ricorrenza di Poincaré) Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, T : Q@ —
un’applicazione che preserva la misura e A € F. Allora, P-q.c. se w € A,T"w € A per infiniti
valori din > 1.

Dimostrazione: Sia

No (A) ::{wGA:T"wgéA,Vnzl}:ﬂA\{wEA:T"wEA} (4.53)
n>1
=A\J{weQ:weA Twe A}
n>1

Iinsieme degli elementi di A la cui immagine sotto le trasformazioni della famiglia {7™}, ., non
appartiene ad A. Siccome Vn > 1, Ny (A) N TNy (A) = @, allora, Ym > 1,

TNy (A)NT-™MINy (A) =@ . (4.54)

Siccome T' preserva la misura {T7"Ny(A)}, -, € una successione d’insiemi disgiunti di uguale
misura

D P(No(A) =P (No (A)+ > P (T "Ny (4)) <P(Q) =1, (4.55)

n>1 n>1

ovvero P (Ny (A)) = 0. Quindi, per P-quasi ogni w € A, T"w € A per almeno un n > 1. Questo
argomento si puo ripetere sostituendo 7%A ad A, Vk > 1. Pertanto, poiché posto Vk > 1, N, (A) :=
No (T*A) ,P (Ni (4)) = 0, quindi Vw € A\N (A), dove N (A) := ;o0 Ni (4),Ym > 1,30, > 1
tale che (T™)"" w € A. Dunque, T"w € A per infiniti valoridin > 1. =

Corollario 232 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, T : Q@ — Q un’applicazione che preserva
la misura e n una v.a. non negativa. Allora, P-q.c. su {w € Q:n(w) > 0},

n(w)+ Z n(T"w) = oo . (4.56)

k>1

Dimostrazione: Sia A, := {w €eQ:n(w) > %} . Allora, per il teorema precedente, P-q.c. su
ATL?

n(w) + Z n(T"w) = oo , (4.57)

k>1

quindi anche su J,5, 4 ={w € Q:n(w) >0}. =

Definizione 233 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q@ — Q un’applicazione misurabile.
Un evento A € F ¢ detto

e invariante per T se T~1A = A;

e quasi invariante per T' se P (AAT1A) = 0.
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Chiaramente sia la collezione degli eventi invarianti Zr che quella degli eventi quasi invarianti
77 sono subcalgebre di F. In particolare, Zp C 77 C F.

Lemma 234 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q0 — Q un’applicazione che preserva
la misura. Se A € I} allora 3B € Iy tale che P(AAB) = 0.

Dimostrazione: Sia B := lim,,7"A =\, +; U, T *A. Allora, T~'B = B quindi B € Zr.
Inoltre, - -

AAB = (AAT'A) U (U (T-kAAT-<'f+1>A)> , (4.58)
k>1

ma 1" preserva la misura, quindi
P((TFAAT- "D A4)) =P (AATA) =0 (4.59)
da cui segue che P(AAB)=0. =

Definizione 235 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q — Q un’applicazione misu-
rabile. Una v.a. n é detta invariante per T se & Zp-misurabile, ovvero n= (B (R)) C Zr, o,
equivalentemente n =n o 1. Allo stesso modo n si dira quasi invariante per T se é Ly.-misurabile

(™" (B(R)) € I7).

Definizione 236 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q@ — Q un’applicazione misurabile.
Un evento A € Ir é detto metricamente indecomponibile se non si puo rappresentare come unione
disgiunta di una coppia d’eventi invarianti di propabilita positiva, ovvero BA;, Ay € Tp tali che
AiNAy=a;P(A),P(A) >0 e A=A\ As.

Definizione 237 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : ) — $ che preser-
va la misura é detta ergodica o metricamente transitiva se VA € Zp, P (A) puo assumere soltanto
i valori zero e uno.

Proposizione 238 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : 2 — Q un’applicazione ergodica.
Allora ogni evento invariante di probabilita positiva é metricamente indecomponibile se e solo se
ha probabilita uno.

Dimostrazione:

— T ¢ ergodica, quindi per definizione ogni evento invariante di probabilita positiva ha proba-
bilita uno.

<= Sia A € Zr tale che P(A) = 1. Se A non fosse metricamente indecomponibile esisterebbero
Ay, Ay € Iy disgiunti tali che P (A1) ,P(A2) >0e A= A;\/ Ay. Ma siccome T ¢ ergodica

P(A) =P(A;) = 1= P(A) ; (4.60)

percio si avrebbe che
1=PA)=P(A)+P(Ay) =2. (4.61)

117



Lemma 239 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : Q@ — Q un’applicazione che preserva
la misura. Allora, T é ergodica se e solo se ogni evento quasi invariante ha probabilita zero o uno.

Dimostrazione:

=—> Se T preserva la misura, dal Lemma 234 segue che se A € Z; allora 3B € Zp tale che
P(AAB) = 0. Inoltre, se T' ¢ ergodica, la probabilita di un qualsiasi evento invariante,

quindi anche di B, puo assumere soltanto i valori zero e uno, dunque lo stesso vale per la
probabilita di A.

<= Segue dal fatto che Z; C 77.

Teorema 240 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e T : @ — Q un’applicazione che preserva
la misura. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. T ¢ ergodica.

2. Ogni v.a. n quast invariante per T e costante P-q.c..
3. Ogni v.a. n invariante per T é costante P-q.c..
Dimostrazione:

1) = 2) Se 7 ¢ quasi invariante, allora Ve € R, A, := {w € Q : n(w) < ¢} € I}, e siccome T ¢ er-
godica P (A.) pud assumere soltanto i valori zero e uno. Posto
k:=sup{ce R:P(A.) =0}, siccome A. T 2 per ¢ - 00 e A. | & per ¢ - —oo allora
|k| < 0o. Dunque,

1
P{wEQ:n(w)<m}:P<U{wEQ:n(w)Sm——}):O. (4.62)
n
n>1
Allo stesso modo si ha che P{w € Q:n(w) > k} =0, dunque P{w € Q :n(w) =k} = 1.
2) = 3) Se n ¢ invariante ¢ anche Zj-misurabile perché Zp C Z7.

3) = 1) Dato A € Zr, allora 14 ¢ una v.a. invariante per 7" che per ipotesi ¢ costante P-q.c.. Ma
poiché 14 € {0,1},P(A) puo assumero soltanto i valori zero e uno e dunque T ¢ ergodica.

Definizione 241 Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : Q — Q che
preserva la misura é detta mixing se VA, B € F

lim P(ANT"B) =P(A)P(B) . (4.63)

n—oo
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Teorema 242 Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita. Ogni applicazione T : Q@ — Q mizing é
ergodica.

Dimostrazione: VA € F, B € Iy poiché T' ¢ mixing, Vn > 1, si ha
P(ANT"B) =P(ANB) =P(A)P(B) (4.64)

che, ponendo A = B, implica P (B) = P? (B), ovvero che ogni insieme invariante ha probabilita
0 Zero o uno. M

Teorema 243 (di Birkhoff-Khinchin) Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, T : Q@ —

un’applicazione che preserva la misura e n € L' (Q, F,P). Allora,

n—1
1
lim — TF| = E[n|Z;] P-q.c.. 4.65
Jim — n+;no [ Zr] P-g.c (4.65)

Se inoltre T ¢ ergodica E [n|Zr]) = E[n] P-q.c..

Dimostrazione: Ponendo per k = 1,&, :=n e, Vk > 2,£, := noT* ! per la Proposizione
229, la successione di v.a. § = {&,},, € stazionaria, quindi la tesi segue dal Teorema ergodico
per successioni di v.a. stazionarie. Inoltre, se T' & ergodica, dato che E [|Z7] & Zp-misurabile &
invariante e quindi, per il Teorema 240 P-q.c. costante, ovvero E [n|Zy] = E [n] P-q.c.. =

Corollario 244 Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita. Un’applicazione T : Q@ — Q che preserva
la misura ¢ ergodica se e solo se VA, B € F

n—1
1
lim — |P(ANB P(ANT*B)| =P(A)P(B) . 4.66
Jim P >+;< )| =P (A)P(B) (4.66)
Dimostrazione:

— Se T e ergodica, per il Teorema di Birkhoff-Khinchin VB € F

n—1 n—1
.1 k .1
nlgfolo ” 1p + 321 lpoT™| = T}Lrlgo - 1p + 321 1T—kB] =P (B) P-q.c.. (4.67)

Quindi, per il Teorema di Lebesgue della convergenza dominata,

n—1
P(ANB)+) P(ANT"B)
k=1

-1
E[1an5] + Z E [1 40715
k=1

1, lim ~ <1B + nz_l 1TkB>] — P(A)P(B) .

n—oo N
k=1

(4.68)

o1
lim —
n—,oo N,

o1
= lim —
n—oo M,

=K
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<= Posto A = B € Ip,Vk > 1,si ha ANT*B = AN B = B. Quindi, la (4.66) implica
P (B) = P?(B), cio¢ che ogni insieme invariante ha probabilitd o zero o uno.

Teorema 245 Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita, T : Q2 — Q un’applicazione che preserva
la misura e n € L' (Q, F,P). Allora,

1

n

lim E

n—0o0

—E[|Z]|=0. (4.69)

n—1
n+y noT*
k=1

Se inoltre T' ¢ ergodica E [n|Zr] = E [n] P-q.c..

Dimostrazione: Siccome n € L' (Q, F,P),Ve > 0,3M, > 0 e una v.a. 7. € L™ (Q, F,P)
tale che |n.| < M. < oo e E|n—n.| < e. Allora, ponendo, per k = 1,&, = n,Vk > 2,
& = noTF 1 e dunque Yn > 1,5, := >0 &, nonché, definendo allo stesso modo S¢, si
ha

Sh 1 . k—1 k—1
E;—EMIIT] <E n—n5+k§2(noT —n.o T ||+ (4.70)
S’fl £ £
+E ;—E[n |Zr]| + E |E [9|Zr] — E [7°|Zr]| -

Per il Teorema di Birkhoff-Khinchin lim,, ., % = E [n°|Zr] P-q.c. ma, dato che 7. ¢ limitata, per
il Teorema di Lebesgue della convergenza dominata

SE
lim E|— —E[»*|Zr]| =0 . (4.71)
n—00 n
Inoltre, |no T#~1 —p_ o T*!| < & come pure
|E 0| Zr] — E [0°|Z7]| = [E[(n — n°) [Zr]| S E[ln —n°| [Zr] < €. (4.72)

Pertanto, Ve > 0, |22 — E [n|Z]| < 2e. Se inoltre T & ergodica, E [n|Zr] = E[y] P-q.c.. m
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Capitolo 5

Moto browniano

5.1 Variabili aleatorie gaussiane

Definizione 246 Una v.a. £ definita su (2, F,IP) ha distribuzione gaussiana o normale di para-
metri m € R, tale che |m| < oo, e 0® > 0, se questa ¢ assolutamente continua rispetto alla misura
di Lebesque su (R, B (R)) ed ha densita

1 (@=m)?

fe(x) = N (5.1)

Una tale v.a. € pertanto detta gaussiana oppure normale.

Dalla precedente definizione segue che se & ¢ una v.a. gaussiana definita su (Q, F,P) di
parametri m e o2, si ha che

E (&) =m, .
E((-E(©)) =E () - E* () =0 (5.3)
Nel caso m = 0 e 02 = 1, £ & detta avere distribuzione normale standard o, equivalentemente,
essere normale standard. In tal caso, dalla definizione precedente si ha che f¢ ¢ simmetrica per

cui, Vax > 0,
PlweN:{(w)>z}=P{we:¢(w) <—a}. (5.4)

Inoltre, se 1 ¢ una v.a. gaussiana definita su (Q2, F,P) di parametri m e o2, { := =™ ¢ una v.a.
di distribuzione normale standard. Infatti, ponendo per una qualsiasi v.a. ( e Vo € R,

Fe(z) =P{weQ:((w) <z}, (5.5)
si ha
n(w) —m } /”*m 1 _wm?
Piwe): —F— <z, =PlwuecQ:nw <ocz+m}= e 202 d 5.6
{ M <o pwea satmt= [ ety 6o
per cui
d d 1 o2 1 22
)= —F:(z) = T)=o0 e 2 = ez 5.7



Osservazione 247 Se & ¢ una v.a. normale standard definita su (2, F,P), allora, dall’espres-
sione della funzione caratteristica di &,

pe (t) = E () = ¢itmm2te* (5.8)

seque che, nel limite di o | 0, & converge in distribuzione alla v.a. degenere costantemente uguale
ad m.

Proposizione 248 (stima delle code) Se £ é una v.a. normale standard definita su (0, F,P),
allora, Vx> 0, posto n (x) := fe (x), si ha

<P{lwe:&(w) >z} < (5.9)

T 3

Dimostrazione: Vx > 0, poiché n' (z) = —zn (z),

PlocQ ¢(w) >} =/;°°dyn<y> =/;°odyy¥ =/;°Ody (—”T(y)) - (510
L ()
_ n (z)

D’altronde, dall’ultima uguaglianza segue

P{lweN: ¢ (w) >z} = n(z) —/+oodyn(y) = n () —/+Oodyyn<y) (5.11)

T Y3
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Osservazione 249 Dato un vettore aleatorio (§,7n) su (2, F,P) le cui componenti appartengono
a L? (F), sia Var (§) la varianza della componente £, Var (n) quella della componente n, Cov (&, 1)
la covarianza delle due componenti e

Cov (§,n)

_ 5.12
0 Var @/ Var () (5:12)

il loro coefficiente di correlazione.
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Nel caso in cui & en sono variabili aleatorie gaussiane la curva di regressione € lineare. Infatti,

og ooy U%

[(1“6)2_% (1“5)(y“")+(y“n)2:|

CXPy — 2(1—p7)

Jeen (v, y) = :
(En)( ) 271'050,7\/1—7/)2

[("’C‘“&)Z (1-(1-p2))-2p (2=r¢) (v=rn) =)’

ag geon o
Py T 2097
(&m) (SL’,y) N
f’]‘f (y|$) - f§ (33') - - o (1 — p2)
[l o gl o]
o GEGT] U,,]
exp § —— 2199
B o /2 (L= )
u7,+a p(fc u) ’
eXp{{ - it )
N o/ 27 (1 — p?)
Pertanto,
« o
©* (€) = E[n[¢] +a—zp (€= 1e)
_Cov(&n) Cov(&n)
- T e+ (20 - Titgee)
e

In —E[lé]ll7. = E [(n = EWlE)*] = o3 (1 - p7)

=Var(n) — —C‘iz;r(f ] n) :

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Dunque, nel caso in cui il vettore (§,n) € gausiano la curva di regressione é una retta, cioé E[n|¢]

e una funzione lineare di €.

Che E [n[£] & una funzione lineare di &, vale anche nel caso piu generale in cui £ e 1 sono vettori

aleatori gaussiani, come si vedra nell’Osservazione 262.
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5.2 Vettori aleatori gaussiani

5.2.1 Vettori aleatori a componenti in L% (Q, F,P)

Definizione 250 Dato un wvettore aleatorio £ = (&4,..,&,),n > 2, definito su uno spazio di
probabilita (2, F,P) si definisce matrice di varianza-covarianza [’operatore lineare C (§) : R —
R™ 4 cui elementi di matrice sono le covarianze delle componenti di &, ovvero

Ciy () =E[&-EE) (& -E§])] ,ii=1,..,n. (5.17)
C' (£) ha le seguenti proprieta:

e ¢ simmetrica, come evidentemente risulta dalla (5.17);

e ¢ definita non negativa. Infatti V (\y,..,\,) € R”

(COXN =D E&-EED (& -EE]D] AN (5.18)
=E (Z(fi‘E[@]”") >0,

Pertanto, esiste una matrice ortogonale O tale che C' = ODO! dove D ¢ diagonale. Inoltre,
poiché C' € non negativa tutti gli elementi di D sono non negativi. Percio, ponendo v D :=
diag [\/c_l, o ,/cn] , dove i numeri ¢; sono gli autovalori di C, e B := OV D, si ha C = BB'.

Definizione 251 Sia & = (£,,..,,) € R".,n > 2, un vettore aleatorio definito su uno spazio di
probabilita (0, F,P), tale che, Vi =1,..,n,&, € L* (F) . Le componenti di & si dicono linearmente
indipendenti se non esiste a = (ay, .., a,) € R" diverso dal vettore nullo tale che

» aig, =0P—qec. (5.19)
i=1

Chiaramente il sottospazio lineare span (¢4, ..,§,,) generato dalle componenti di £ & un sottospa-
zio lineare di L* (F*) , quindi di L? (F). Inoltre, se £ & un vettore aleatorio definito su (€2, 7, P) a
componenti in L? (F) linearmete indipendenti, la matrice di varianza-covarianza C (§) : R* — R"

-1
di ¢ ha rango massimo, allora il vettore aleatorio n := B¢ = (O\/B) & = VD10, do-
ve le matrici B, O sono quelle introdotte nella dimostrazione della proposizione precedente e
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VD1 .= diag [L " — } , ha componenti ortogonali in L? (F). Infatti,

Ver! T e
Ot Ot Cov [£.8)]
- 7 Z

OL,Cri (€) Oy = 2L =5,
- a5 2 0y = S s,

e pertanto le componenti del vettore ¢ := ((y, .., (,,) tale che Vi = 1,...n,(, :=n, — E [n,], formano
una base ortonormale di span (&4, ..,£,,) .

Dato un vettore aleatorio & definito su (2, F,P) a componenti in L? (F), se det C' (£) = 0 sia
r < n il rango di C (&) . Allora esistono n — r vettori linearmente indipendenti AW A0 e R

tali che Vi = 1,..,n, A = (Aﬁ“, Afj))  per cui

Cov [n;n;] =

ZO ) ( N Zo ]))] (5.20)

=1

E (i(@—E[@DAS’) ZCOU (€, &) AN = chl (5.21)

k=1 k,l=1
= (C©A29) =0,

ovvero

3

E—EEDAN) =0P—qe. , Vi=1,..n—r, (5.22)

k=1

dunque il vettore aleatorio £ = (&y,..,&,) tale che Vi =1,..,n,&; := & —E[¢;], non ha componenti
linearmente indipendenti. In particolare, se il rango di C'(§) € r < n,r componenti di  saranno
linearmente indipendenti.

5.2.2 Vettori aleatori con distribuzione gaussiana

Definizione 252 Un v.a. £ = (&4, ..,§,,) su (Q, F,P) é detto gaussiano o normalmete distribuito,
se ha distribuzione assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesque su (R™, B (R™)) di
densita
—3(A(z—m),(z—m))
ff ([L’) e detAne_%(A(:c—m)v(x—m)) — € = ’ (523)
(2m) (27)" det A1

N

dove:
1. A:R" — R"™ ¢é una matrice simmetrica definita non negativa, ovvero tale che:
(a) A* = A ovvero a;; = a;; Vi,j=1,..n;
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(b) (Az,z) >0 VzreR";
2. m € R" tale che, Vi =1,...,n, |m;| < co.

Osservazione 253 Poiché la matrice A che compare nell’espressione della densita di probabilita
di un vettore gaussiano é simmetrica, Vx,y € R", (Az,y) = (x, Ay) = (Ay, x) . Quindj,
= (Az,z) + (Am,m) — 2 (Am, z) .
Percio, la densita di probabilita di & risulta
6—%(Am,m)

—l(Ax,x)—i-(Am,x)
T) = ez . 5.25
Je (@) (2m)" det A—1 (5.25)

Pertanto, se un v.a. n definito su (2, F,P) a valori in R™ ha distribuzione a.c. rispetto alla
misura di Lebesque in (R, B (R™)) di densita

fo (@) = KeaAnartha) (5.26)
con K costante di normalizzazione, tale che:

1. A:R"—— R" & una matrice ssmmetrica definita non negativa;

2. beR"

allora, n € gaussiano.

Osservazione 254 Siccome una matrice simmetrica ¢ diagonalizzabile, esiste una matrice O
ortogonale, ovvero tale che O' = O7', tale che O'AO = D := diag|ay, .., a,] dove, Vi =1,...,n, a;
e un autovalore di A. Nel caso in cui A sia definita non negativa, i suoi autovalori sono non
negativi ed in generale possono anche avere molteplicita algebrica maggiore di uno. Restano allora
definite le matrici /D = diag[\/ay, .., \/an] € B := V/DO" per cui A = B'B. Inoltre, poiché in
generale alcuni autovalori di A possono essere nulli, ovvero KerA ¢ isometricamente isomorfo
aRF, 0<k<mn, B:R" — R" il che ¢ equivalente ad affermare che, indicando con I} il
proiettore ortoganale su KerA e con I, : R® — R" la matrice identita, se Il,,_y := I, — I,

A=+, ) A + I,y = M,z AIl,_j, = I, _xB'BIL,_; = II,_yODO'IL,_,.  (5.27)

In tal caso, la densita di probabilita di un vettore gaussiano & associata alla matrice A puo essere
definita come limite in distribuzione della densita di probabilita di un vettore gaussiano €9, la cui
densita di probabilita ¢ identica a quella di € salvo che la matrice associata ¢ A = A + ¢TI},
nel limite di € | 0. Piu precisamente, posto

y:=0"(z—m)=0"((Il,,_; + 1) (x — m)) (5.28)
= O,y (x —m) + Ol (x — m) = u + v,
I,z =0u+1l,_ym, Iyz=0v+Ilym, x=0y+m=0Ou+Ov+m (5.29)
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st ha

(A(E) (z—m),(x—m)) = (I, All,_y + e 'II;) (z —m) , (x — m)) (5.30)
= (I, s All,—i (x — m) , (x — m)) + (e " LI (x — m) , (z — m))
= (IL,_ODO'U,,— (x — m) , (x — m)) + (Hxe "OL,0' 1Ly (x — m) , (x — m))
= ((D)u,u) + (¢~ Lv,v)

Inoltre, poiché O ¢ ortogonale |det O] =1 e det A = det D,

det (A(E)) = det (Hn—kAHn—k: + E_lﬂk) = det (Hn—kAHn—k) det (HkS_llnHk) (531)

1 15
i=1
allora,¥¢ € C, (R™,R),
e —3(A® (z—m),(z—m))

lim [ dxf.o ()¢ (z) =lim o(x) = (5.32)
B Jo. o5 B e Tamraman

laig)l . du (21_[ \/Z —0is ) (H \/_ ) ¢ (Ou+ Ov +m)

- [T ) om .

Proposizione 255 Sia & un v.a. gaussiano definito su (Q, F,P). Allora, se la densita di proba-
bilita di & ¢

o~ 4 (A@@—m), (z—m))

fe(z) = CRIVER (5.33)

la sua funzione caratteristica risulta
we (1) =E (ei(t’g)) — itm)—3 (A7) (5.34)
Dimostrazione: Nel caso in cui A e definita positiva, si ha:

e*%(A(:p m),(z—m) 67% Dy.y)

z(t:v / dy
Ve et A g \/27r (det D)~

~1
tm) / 0 e~ 3(Dyy) , Ott,y> — piltm) H | ai / dyie_m;% +i(0t) i
e \/ 2m)" (det D)~ o V2

— piltm) H i ez(t,m)efg( —10't,0') _ ei(t,m)f%(OD—lott,t) _ ei(t,m)f%(A—lt,t) ‘
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Se A possiede un nucleo non banale, dall’osservazione precedente, ponendo
¢ (Ou + m) _ ei(t,0u+m) _ ei(t,m)+i(t,0u) ’ (535)

che e ovviamente una funzione limitata su R", si ottiene

oo (T et otouem = T3 [aue 50 o

— piltm)—5 (A7 )

Osservazione 256 Poiché per il teorema di unicita ogni distribuzione di probabilita risulta uni-
vocamente determinata dalla sua funzione caratteristica, e possibile definire che un vettore alea-
torion-dimensionale, e dunque anche una variabile aleatoria, € gaussiano se la sua funzione ca-
ratteristica @ (t) = itm =30t  doye m € R™ ¢ tale che Vi = 1,..,n, Im;] < o0 e C: R" — R™,
e una matrice simmetrica definita non negativa.

Inoltre, cio permette di definire la misura di probabilita associata ad un vettore gaussiano
quando C abbia nucleo non banale. Infatti, ponendo C® = C + €I, si ha che Vt € R™,

lim ) (1) = lim 30 = g (1) (537

Proposizione 257 Sia & un v.a. gaussiano definito su (2, F,IP). Allora, se la densita di proba-
bilita di & ¢
efé(A(xfm),(xfm)) e—%(c_l(m—m),(z—m))
fe(z) = = — = — : (5.38)
(2m)" det A1 (2m)" det C

E () =meR", E((f—m)i (f—m)j> =Ciy= (A", ij=1..n. (5.39)

7

Pertanto m ¢ il vettore corrispondente ai valori attesi delle componenti di & e C € la matrice di
VATANZA-COVATIANZA.

Dimostrazione: Nel caso in cui C, e dunque A, e definita positiva, Vi, j = 1,..,n, si ha:

E()= [ do dy = (Oy +m); (5.40)
v V@m) detC / \/zw (det D)~

Pl \/ 2m Jr

Ma, essendo (Oy), una funzione dispari di y;, Vi = 1,.

/R dyse= "3 (Oy), = (5.41)
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percui E (&) = m,.

D’altronde,
e—%(C’*l(x—m),(J)‘—m))
m m = dx x—m), (r—m), 5.42
B((E-mi6—m),) = | dr e @) @ —m), (42
e 3(Dyy)
— [ - (0y), (0y),
" \/ 2m)" (det D)~
~ [a
- (H ﬁ)/ dye 2k 1 2 Z Ozmym 31U -
k=1 m,l=1
Ma, poiché se | # m, O; nymO;,y; € una funzione dispari di y; € yp,
/ dyle_% dyme” e OimymOjuyr = 0. (5.43)
R R
Percio,
a y2
Z / dye Zk ! 2 O'L mym lel Z / dyei ZZ:I %Oi,mymOj,lylél,m (544)
m,l=1 " m,l=1
n e )2 D) )
e Z/ dyei Zkzl %Oi,le,lylz — (H / T) ZO]l
2 0,04 ; “
<H,/ ”) : (H,/—”) (oD7'0Y). .
ag b
k=1
Quindi,
E ((5 —m), (€ —m) j) = (0D7'0Y),, = (A7), = Ciy. (5.45)

Nel caso in cui C' abbia un nucleo non banale la tesi segue ponendo nella (5.32)
Vi,j=1,..n,¢@)=zied(x)=(@—m)(x—m);. m

Osservazione 258 Sia { un v.a. gaussiano definito su (0, F,P) e @, (t) = €™~ 200 g sua

funzione caratteristica, analogamente al caso delle variabili aleatorie, il valore atteso della com-

ponente i-sima e il generico elemento di matrice della matrice di varanza-covarianza potevano
. . . . . 2

ottenersi derivando ponendo t = 0 nelle espressioni di 3%905 (t) e %@tﬁ% (t).

Teorema 259 1. Le componenti di un vettore aleatorio gaussiano sono scorrelate se e solo se
sono variabili aleatorie indipendenti.

2. Un vettore aleatorio & = (&;,..,&,) € R" definito su (2, F,P) é gaussiano se e solo se
VA = (A1, .., \n) € R™ la variabile aleatoria (X, &) é gaussiana.
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Dimostrazione:

1. Se le componenti di un vettore aleatorio gaussiano sono scorrelate allora, poiché la sua
matrice di varianza-covarianza risulta essere diagonale, la funzione caratteristica di tale
vettore si scrive come prodotto delle funzioni caratteristiche delle sue componenti e pertanto
queste sono stocasticamente indipendenti. D’altra parte se le componenti di un vettore
aleatorio sono indipendenti, sono anche scorrelate.

2. Se £ e un v.a. gaussiano, di valore atteso m e matrice di varianza-covarianza C, VA € R",
t e R,

Py () = E (ez’t()\,ﬁ)) —E (61@,\,5)) = ¢ () = i m)—L(CN) eit(x,m)_ﬁ(cx,x) . (5.46)

che ¢ la funzione caratteristica di una v.a. gaussiana di valore atteso (A, m) e varianza
(CA,A). D’altra parte, se, YA € R™, (A, £) € una v.a. gaussiana posto ¢ = 1 nella pecedente
espressione della sua funzione caratteristica si ha che

i iAm)—3
Pne) (1)=E (e (A’S)) = MM =3 (CAN) — ©e (A) - (5.47)
Poiché cio e vero VA € R", £ € un v.a. gaussiano.

Proposizione 260 Una matrice C': R* — R™ ¢ la matrice di varianza-covarianza di un vettore
aleatorio & = (&1,..,€,) € R™ definito su uno spazio di probabilita (Q, F,P), tale che, Vi =
1,..,n,& € L*(F), se e solo se C ¢ simmetrica e definita non negativa.

Dimostrazione:

—> Segue dalla sua definizione che la matrice di varianza-covarianza C (§) del vettore aleatorio
€ :=(&,..,&,), e simmetrica e definita non negativa.

<= Se C ¢ una matrice simmetrica esiste una matrice ortogonale O tale che C' = ODO" dove
D e diagonale. Inoltre, se C e definita non negativa tutti gli elementi di D sono non
negativi. Percio, ponendo /D := diag [\/c_l s \/a} , dove i numeri ¢; sono gli autovalori di
C, e B := Ov/D, si ha C = BB*. Quindi, se n := (1,,..,n,) ¢ un vettore aleatorio le cui

componenti sono tra loro indipendenti e normali standard (ovvero Vi = 1,..,n,n, N (0,1)),

posto £ := Bm, vettore aleatorio a valori in RY, si ha che ¢ = (£, ..,£,) ha componenti
gaussiane, poiché Vi = 1,..n,§, = Z?Il B;jn; ¢ gaussiano per il Teorema 259. Inoltre,
Vi,j=1,.n,
E[¢&,] =E|(Bn), (Bn);] = (5.48)
=E Z Bi,k:Bj,lnknl] = Z B; 1. BjiE [nm]
k=1 k=1
=Y BixBjibri =Y BixBjx = (BB),,
k=1 k=1
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E[¢] = ZBi,jE ;] =0, (5.49)

si ottiene che la matrice di varianza-covarianza di £ ¢ proprio BB?, cio¢ C.

Corollario 261 Un wvettore aleatorio § = (§,,..,&,,) € R™ definito su uno spazio di probabilita
(Q, F,P) a componenti in L* (F) lincarmente indipendenti ¢ gaussiano se e solo se esistono n va-

riabili aletorie indipendenti identicamente distribuite 14, ..,n,, tali che n, N (0,1) e una matrice
B non singolare di ordine n tale che Vi =1,..,n,§; —E[{] =377, Bin; e C(§) = BB".

Dimostrazione:

— Se O ¢ la matrice ortogonale che diagonalizza C (€) e v/D := diag [\/a, o \/a} dove cq, .., ¢,
sono gli autovalori di C (£), posto B := O+v/D, il vettore aleatorio n := B~! (¢ —E[¢])
ha componenti non correlate di varianza pari a 1, come segue dalla (5.20). Inoltre, per
il Teorema 259 7 ¢ gaussiano, pertanto le componenti di n sono indipendenti, e siccome
E [n] = 0, ognuna di queste ¢ normale standard.

= Sia n := (ny,.,m,) e B : R* — R" tale che C (¢) = BB*. Posto £ := Bn, per la (5.48)
C (5) = C (€), quindi la differenza tra i vettori aleatori £ e £ & un vettore aleatorio degenere;
ma poiché E [E] =0,

E=¢(+E[E], P—gec. (5.50)

Osservazione 262 Sia & = (&4, ..,&,,) un vettore aleatorio gaussiano definito sullo spazio di pro-
babilita (2, F,P) a componenti linearmente indipendenti e  una v.a. gaussiana. Ragionando
come nell’Osservazione 90 miglior stimatore in media quadratica di ¢, date le osservazioni del
vettore aleatorio &, ¢ B[C|¢] poiché questa v.a. realizza il minimo di infgeLQ(fg) 1€ =03, ma

E[C|¢] = E[(|n], dove n ¢é il vettore aleatorio n := B~ (£ — E[€]) costruito nel precedente corolla-
rio che ha componenti normali standard fra loro indipendenti. Calcolando la densita di probabilita
del vettore aleatorio (¢,n) € R™™1

o {_ (O~ () —EIC).12n).(y—E[) 21, 2n) )

p 2

fem (Y21, 0) = , (5.51)
V@) et C (¢n)

dove C11 (¢,n) = Var (¢),Vi,j =2,.,n+1,C1;({,n) = Cov (¢,n;_1) ,Ci; ((,n) = 6ij, se n(x)

denota la densita di una v.a. N (0,1), si ottiene

Tem W, zn)  fien (W21, ...20)
1y n) = 7 === ) 5.52
f<|”7 <y| ! ) f"] (l’l, l’n) ( )

[In(zi)

=1
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PErcio
Bl = [ duvty (vl an) =B+ Y Cov(Cn, (553

il che implica che E [(|n] é una funzione lineare dimn, ovvero appartiene a span (1, ..,m,,) , ma poiché
per costruzione le variabili aleatorie 1y, ..,n, formano una base ortonormale per span (&,,..,€,),
cio dimostra che, dato & = (&4,..,&,) un vettore aleatorio gaussiano definito sullo spazio di
probabilita (2, F,P) a componenti linearmente indipendenti e { una v.a. gaussiana, E[C|£] €

span (517 ) gn) .

Questa affermazione vale anche se al posto di una singola v.a. ( gaussiana si considera un
vettore aleatorio gaussiano ¢ = ((y,..,(,,); in tal caso, se B : R — R™ ¢ tale che C'(§) =
BB'.Yj=1,..m

E [¢;l¢] = ZCOU s (BTHE-EL]),) (BT (€ —E[])), (5.54)

+ZZOov (&) it (©) (& —E[¢)]) -

=1 k=1

Proposizione 263 Sia {5(")} una successione di v.a. gaussiani definiti su (2, F,IP) conver-
n>1

gente in probabilita al v.a. . Allora, anche &€ ¢ un v.a. gaussiano.

Dimostrazione: Siano m™ :=E <§ (")> e C™ la matrice di varianza-covarianza di €™ . Allo-

ra, poiché {5 (”)} converge in probabilita, VA € R"™, anche la successione di v.a. { <§ ) )\) }
n>1

> n>1
converge in probabilita, quindi in distribuzione, ovvero V¢ € R, esiste

T 9 ) (1) = T g (1) = Tim OS5 — g ) (555)
Dunque posto 11, == E ((§,1)) e 02 :==E (((§,A) —E((£,\)))?) , si ha che
I E((€70)) =, ImE((EX) ~E(EN)) =03 (5.56)
Pertanto,
lim e (Am) =5 (COAN) _ gitia 3 (5.57)

n—oo

ovvero, VA € R (£, \) € una v.a. gaussiana e dunque, per il Teorema 259 £ ¢ un vettore aleatorio
gaussiano. ®

Osservazione 264 Riassumendo quanto finora esposto, dall’ossevazione precedente seque che una
collezione di v.a. gaussiant forma uno spazio lineare, in quanto ogni sua combinazione lineare é
ancora un v.a. gaussiano. La chiusura in media quadratica di questa verieta lineare ¢ ancora
composta da v.a. gaussiani.
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5.3 Sistemi gaussiani

Definizione 265 Sia Z un insieme di indici. Una collezione di v.a. definite su (2, F,P), {£,; ez
¢ detto sistema gaussiano se, Vn > 1 e per ogni sottoinsieme di indici della forma {ix}7_, C Z, il
vettore aleatorio f(") = (51»1, ..,gin) e R" e gaussiano.

Un sistema gaussiano, possiede le seguenti proprieta:

1. Se {&,}iez © un sistema gaussiano definito su (€2, F,P), ogni collezione {¢;}iez, con Z' C 7
€ ancora un sistema gaussiano;

2. Se {&, }iez © un sistema gaussiano definito su (€2, 7,P), ¥n > 1 e per ogni collezione {&; };_,
di v.a. gaussiane tali che {ix}}?_,; C Z, la chiusura in media quadratica della varieta lineare
generata da {&; }7_, ¢ un sistema gaussiano.

Osservazione 266 Se & e 1, sono v.a. gaussiane definite su (2, F,P), il vettore aleatorio

X = (&n) tale che & ==& en = || 1o 100) (§1) — M| L(—o00) (§1) nON € gaussiano. Quindi
Uaffermazione contraria alla 1 € falsa.

Proposizione 267 Se Z ¢ un insieme di indici, m = {m;}icr € RT ¢ {Cij}ijer una collezione
di numeri reali tali che: Vi,j € Z, C;; = C;; e Vo € RE, Zi,jel x;C;x;, allora esiste uno spazio
di probabilita (2, F,P) ed un sistema gaussiano {§;}ier su di esso definito, tale che ¥i,j € T,
E(&)=m; eE (fzfg) = Cj.

Dimostrazione: Sia J linsieme delle sottocollezioni di indici di Z della forma
I™ = {iy}n_, C Z,Vn > 1. Sia allora P;w) la distribuzione di probabilita su (R”, B(R"))
associata alla funzione caratteristica

R™ S t > @y (£) = (0™ P)=2(C701) ¢ ¢ (5.58)

del v.a. gaussiano &™) = (fil, ..,f'in) di valore atteso m™ = {m;}ic;, e matrice di varianza-
covarianza C' = {Cj;}; jc;m . La famiglia {P ;) } ;) - 7 verifica le ipotesi del teorema di Kolmogo-
rov di estensione di una misura su (]RI,B (]RI)) , pertanto se P e tale estensione,

(Q,F,P)= (RL,B(R),P). m
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