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Parte 1

Diffusioni di It6 omogenee
nel tempo



0.1 Proprieta di Markov delle diffusioni di Ito
omogenee nel tempo
Un processo stocastico (X (t),t € [0,T]) definito sullo spazio di probabilita fil-

trato (Q, F ATt e ,]P’) , dove Q := C ([0, T] ,R) & lo spazio di Banach delle
funzioni continue da [0,7] in R che s’annullano per ¢ = 0, munito della norma
|wll == supyepo, 7y lw ()], F & la oalgebra generata dagli insiemi boreliani di €2,
P & la misura di Wiener su e {Fi},c(o 7 € la filtrazione generata dal moto
browniano (B (t),T € [0,T]), che soddisfa I’equazione differenziale stocastica di
Ito6

X (t, Xo) :Xo+/tb(s,X(s))ds+/ta(s,X(s))dB(s) , (1)
ovvero, in forma differenziale(}), i
dX (t)=b(t, X (¢t))dt+o(t,X (t))dB(t) ; X (0) = Xo , (2)
¢ detto diffusione di Ité.

Definizione 1 Una diffusione di Ité (X (t) ,t € Ry) é detta omogenea nel tem-
po se le funzioni b e o che compaiono nella (2) non dipendono dalla variabile t
e soddisfano la disequaglianza

b(z) —b)|+lo(x) —o(y)| <cle—yl, z,yeR, (3)
dove ¢ € una costante positiva.

Notiamo che se una diffusione di Itd (X (¢),t € R;) & omogenea nel tempo
allora

t+h t+h
X (t+ h, Xo) =Xo+/0 b(X (s))ds+/0 o (X (s)) dB (s) (4)

t+h t+h
= X (¢, Xo) —&-/t b(X (s))ds +/t o (X (s))dB (s)
h h B
:X(t,X0)+/O b(X(t+T))dT+/0 o (X (t+7))dB (1)
dove V7 > 0,B (1) :== B(t+7)— B(t). Ma
h h
X (h, X (¢, X0)) = X (t, Xo) +/O b(X (s))ds +/0 o(X (s))dB(s) (5)

Quindi, per ogni valore fissato x di X (¢, Xg), poiché dB (1) L 4B (s), i pro-
cessi stocastici (X (t+ h,z),h € Ry) e (X (h,x),h € Ry) soddisfano la stessa
equazione differeziale stocastica di Ito

dX (5) =b(X (s)ds+c(X(s)dB(s) , X(0)==x (6)



e pertanto sono uguali in distribuzione, cioe per ogni condizione iniziale x € R
eperognit>0,(X (t+h,z),heRy) < (X (h,z),h e Ry).

Per ogni z € R denotiamo con P? la distribuzione di probabilita su (€, F)
indotta da (X (¢,2),t > 0), ovvero, per ogni insieme cilindrico

WeQ: X)) = o, (X (1) @), X (L) @) By, (7
doven>1,0<t; < - <t,,BeBR,
P{weQ: X (0)(w) =2, (X (t1) (W), -, X (tn) (w)) € B} (8)

=P H{weQ: (X (1) (W), -, X (tn) (w)) € B}
e conseguentemente sia [E” il corrispondente valore atteso.

Theorema 2 Per ogni t,h > 0, data una funzione misurabile limitata f : R —
R
E” [f (X (¢4 1)) |F] = BEXED [£ (X ()] - (9)

Un’idea della dimostrazione segue dalla discussione precedente. Infatti, dalla
(5) e dall’unicita della soluzione della (6), si ha

EP[f (X @+ )] =E[f (X (t+h,z))] =EE[f(X(+h,2)) | F]] (10)
=E[E[f (X (t+h,2)) X (t,2)] = EXCD[f (X (t+ )] -

0.2 Semigruppo di evoluzione

Definiamo l'operatore P;f := E' [f (X (¢))] sullo spazio delle funzioni f limitate
e misurabili su R tale che

Pof (@) =E*[f (X @) =E[f (X (& 2))] - (11)
Dal risultato precedente otteniamo
Popnf (x) =E* [f (X (t+ h))] = E[E[f (X (t + h, z)) | F]] (12)

=E [EX"D [f (X (W)])| = E[(Puf) (X (t,2))]
=E7[(Pnf) (X (t)] = P (Pnf) (x) = Pro Puf (z) ;

si dice allora che la funzione che a t associa l'operatore P, ha la proprieta di
semigruppo: Piij, = P o Py,

0.2.1 Generatore di una diffusione di 1t6 ed equazion: di
Kolmogorov

Definizione 3 Si definisce generatore (infinitesimo) di una diffusione di Ito
omogenea nel tempo (X (t),t € Ry) l'operatore lineare sullo spazio C% (R) delle
funzioni due volte derivabili a supporto compatto cosi definito

hf—f

Lf:= ltlﬁ)l ; . (13)




Theorema 4 Sia (X (¢),t € Ry) una diffusione di Ité omogenea nel tempo che
soddisfa la (2). Allora, Vf € C%(R),

Lf (2) = [b () 2+ 50% @) ] f) (14)

Dimostrazione. Data f € C? (R), applicando il Lemma di It6 al processo
(Y (t),t € Ry) tale che Vt > 0,Y (t) := f (X (¢)) otteniamo che questo risolve
I’equazione differenziale stocastica di Ito

(X0 (47) (X () + 50° (X (9) ( - 2f> (X (s >>] ds

Y(t)=f(X<0))+/0 §

(15)
t d
s [t (r) xenase)
Poiché per definizione P;f = E [f (X (¢))], si ha che
E*[f (X ()] =E[f (X (t,2))] = f (z) +

+E

[ [0 ) (f) (X ) a2 )

= X t S, T i S, T 7(72 S d2
el [ [b(X( D (2F) O () + 5o (X (5.0) <(dz)2f
(16)
Pertanto,
Lf(z) = im E” [f (X (?)] —f=) _ [b (z) % + %gz (z) (;;)2] f(z) . (A7)
u

Esempio 5 Sia (X (t),t € R}) tale che ¥t > 0, X (t) = v + B(t). Allora, per
ogni boreliano (a,b] di R
PlweQ: X () (w) e (a,b)}=P{weQ:B({)(w)e{yeR:y+x€ (a,b]}}
(18)
=P{we: B ) yeR:ye(a—x,b—1z]}
/b+z =39 e—§(y+?“)2

¢ d 1 d?
/0 [b (X (s,2)) (dxf) (X (s,7)) + 502 (X (s,7)) (Wf> (X (s,x))] dS]



Pertanto,

e—3y+o)?
Pof (x) = E* [f (X ()] = / Iy et ) - (19)

Ponendo u (t,x) := P,f (x) questa risolve l’equazione di Fourier su R con dato
iniziale f (x), ovvero

{ fruto) = sgpute) (20)
u(0,2) = f(x)

Mostriamo che quest’ultima affermazione & vera in generale.

Theorema 6 (Equazione di Kolmogorov backward) Data una diffusione di Ito
omogenea nel tempo (X (t),t € Ry), sia f € C2(R). Posto u(t,z) := P,f (z)

questa risolve )
Lu(t,z) = Lu(t,x)
ATl 2!

Viceversa se v € C12 (R x R) ¢ una soluzione limitata di (21) allora questa
coincide con u.

Dimostrazione. Dimostriamo soltanto la prima affermazione, ovvero che

wlty2) = Pof (1) = E* [f (X (6))] = E[f (X (t,)) (22)
risolve (21). Posto g (z) := u (¢t,z), dalla (10) si ha
E” g (X (Z))] —g9() _Elg(X (h,]f))] —g(x) (23)
1

= 5 {B[EXO [ (X @))] - B 1F (X ()]}
= SE[ELF (X (4,2)) | 7] ~ B [F (X ()]}
_ % {E[f (X (t+h,))] - E* [f (X (h))]}

_ % {E” [f (X (¢ + 1)) — B [f (X ()]}
_EP[f(X (¢ +h)] - E* [f (X (1))

h
_u(t+h,x) —u(t,) 0
= h o &U(tviﬁ) )
ma d’altronde per la (14)
tim XN =9@) _ p ooy - puea) (24)

hl0 h



In altri termini Vf € C2 (R) la (21) implica che
OPf=LAf, (25)
ma dalla (16) si ha che P.f (z) = f (z) + fot dsP;Lf (z) il che implica:

0P f=PRLf . (26)

tL» da cui il termine

Cio permette di giustificare la scrittura formale "P, = e
generatore per 'operatore L.
Supponiamo che come nel caso del processo di cui all’esempio precedente,

Vf € C? (R) si possa scrivere

w(t,z) = B [f (X (1))] = / dyp (t2.) f (4) - (27)

Allora, per la definizione di u (¢, ) , riscrivendo la (26) come 2w (t,2) = E* [Lf (X (t

ot
utilizzando la (14) e integrando per parti otteniamo

gt =5 [ dwton) f )= [ dygptan s (29)
2
= [awtenirw) = [ dwa) [b<y>;‘;+;o—2 W o
- [av]- (4rtanrw) 1o -5 (Ereons o) 470
1 & ,
= [ a [ PO+ 5o () <y>] ) -
L’equazione
) d 1 & ,
P (bey) = —gop(tey)bly) + 5@17(72%2/)0 (y) (29)

& detta equazione di Kolmogorov forward o equazione di Fokker-Plank.
Notiamo che dalla (21) p (¢, x,y) soddisfa certamente ’equazione di Kolmo-
gorov backward

2

p(te,) =b(e) p(tzy) + 0% ()

- 37 @) ) (0

mentre in generale non soddisfa ’equazione di Kolmogorov forward a meno che
non si aggiungano delle condizioni di regolarita sulle funzioni b e o. Infatti, la
(29) puo essere riscritta come Op (-, x,-) = L*p (-, z,-) dove L* & l'operatore ag-
giunto di L, ovvero tale che, indicando con (-, -) il prodotto scalare in L? (R, dx) ,
per ogni f,g € C%(R) limitate, (g, Lf) = (L*g, f). Dunque, in generale la so-
luzione di (29) esiste in senso debole. Inoltre per poter individuare la funzione



p che soddisfa le equazioni di Kolmogorov & necessario aggiungere la condizione
iniziale. Dalla (27) si ottiene che per ogni funzione misurabile e limitata su R,

w(0,2) = / dyp (0, 2,) f () = B [£ (X (0))] = £ (&) , (31)

ovvero che p (0,z,y) & la distribuzione delta di Dirac § (x —y).
Ponendo in (29) Yy € R, f = 1(_ ) otteniamo

E* [1(Cooy (X ()] =P{weQ: X (t,x) <y} = F(t,z,y) , (32)

ovvero la probabilita che il processo (X (s),s € Ry) che a s = 0 assume il valore

X (0) = x raggiunga al tempo s = ¢t un valore X (¢) < y. Pertanto p (¢,z,y) =

BQF (t,z,y) ovvero p(t,z,y) € la densita della distribuzione di probabilita su
y

(R, B (R)) tale che, per ogni boreliano (a, b],

P?(a,b] :== F (t,z,b) — F (t,z,a) . (33)

Cid spiega il perché della giustapposizione gli aggettivi backward (all’indietro)
e forward (in avanti) al nome Kolmogorov per indicare le equazioni (30) e (29).
Infatti, il primo deriva dal fatto che in (30) si deriva rispetto alla condizione
iniziale, mentre il secondo deriva del fatto che in (29) si deriva rispetto al punto
di arrivo del processo al tempo t.

0.3 Misura stazionaria

Riscrivendo la (29) nella forma

0 d 1d
—=p(t =z, — t,z,y)b(y) — =—p (¢, z, 2 =0 34
aP by + g PG y)bly) = 5o e y)on ) (34)
notiamo che questa rappresenta ’equazione di continuitd (o di conservazione
della massa) di un fluido (in questo caso unidimensionale) che al tempo s =0 ¢
concentrato nel punto z e che fluisce con flusso infinitesimo (corrente)

jtx,y) :=p(tzy)b(y) (t,z,y)0? (y) . (35)

-5 dTyp
Piu propriamente, se la condizione iniziale X in (2) & aleatoria con distribuzione
di probabilita p, ponendo

p(t,y) :=/Ru(d$)p(t,x,y) (36)
dalla (34) otteniamo che p soddisfa 1'equazione
0 d 1d
—plt —lpt,y)by) — =—p(t,y)o? =
gt + o [ptb) - Lo )] =0 @

che & l'equazione di conservazione della massa: 9;p + divj = 0 di un fluido
(unidimensionale) di massa totale pari a 1.



Definizione 7 Una misura stazionaria per una diffusione di Itd omogenea nel
tempo & una misura di probabilita v su (R, B (R)) della condizione iniziale X
tale che che per ogni f limitata e misurabile su R

vE[FX @ =rIf] - (38)

Ovvero, se la condizione iniziale X ha distribuzione di probabilita v allora
Yt > 0, la distribuzione di probabilita della v.a. X (t) sard sempre pari a v.

In particolare se vale la (27) e v € assolutamente continua rispetto alla misura
di Lebesgue, posto v (dx) = ¢ (x )dx e sostituendo v (dz) a p (dx) in (36) dalla
definizione di misura stazionaria (38) si ha

p(t,x) /dw p(t,z,y) = v (y) (39)

che sostituita nella (37) implica che la densitd ¢ della misura invariante v
soddisfa I’equazione

a
dy

1d

Wb~ 55 )7 )] =0 (40)

Esempio 8 Consideriamo il processo di Ornstein-Uhlembeck
dX (t) = —aX (t)dt + 0dB (t) (41)

con a,0 > 0. L’equazione cui soddisfa la densita stazionaria ¢ €

d% [w (y) oy + %diyw (v) 02] =0 (42)
¢ (y) oy + %02 (ij) (y) =1 (43)

con c1 € R. Ponendo ¢ (y) = 9 (y) e 7Y nella precedente equazione ottenenia-
mo

<d1/,) (y) eV — ¢ (44)

dy
Pertanto,
y
v = [ deF ot (15)
0
cs€ER e
Y a2 a2
v (y) =cre” sy / dzeo?® 4 cge” o7V . (46)
0
Poiché ¢ ¢ una densita di probabilita dev’essere mon negativa dx-q.c. e in-
tegrabile, percio ¢; = 0 e cg > 0. Inoltre poiché chp(y) =l = /%.
Dunque
« a .2
=4/—=e 7Y | 47
ply) =4/ —5¢ (47)



