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1 Integrale di It6

Consideriamo lo spazio di probabilita filtrato (Q,]—", {Fi}tis0 ,P) dove: Q := Cy ([0,T],R) & lo spazio
di Banach delle funzioni continue da [0,7] in R che s’a_nnullano per t = 0, munito della norma
|wl| = supsepo,rylw ()|, F ¢ la calgebra generata dagli insiemi boreliani di 2, P ¢ la misura di
Wiener su Q e {F;},-, ¢ la filtrazione generata dal moto browniano. Sia C ([0,T7],L?* (2, F,P))
lo spazio di Banach delle funzioni continue da [0,7] a valori in L?(Q,F,P) munito della norma
1Pl = supcior [IF (Ol dove [Gl, = \/Jo P (dw) G (@), € Coa (10.T], % (2, F,P) il sot-
tospazio chiuso di C ([0,T];L? (Q,F,P)) i cui elementi sono adattati alla filtrazione {F;},-,, ovvero
tali che Vt € [0, 7] appartengono a L? (Q, F;,P). Allora, data F € Cqq ([0,T], L*(Q, F, IP))i, per ogni
partizione o := {0 =ty < ... < t,, = T} di diametro |o|, posto

05w L () (@) == Y0 F (a,w) (B (t,0) — B(is,w)) € L (.7,P) (1)
=0

il limite per |o| | 0 di I, (F) in L? (Q, F,P) ¢ detto integrale di It6 di F e si denota fOT F (s)dB(s).

Inoltre si ha che

T
E /O F(s)dB(s)| =0, (2)

B (/OTF<s>dB<s>>2 =/0Tds||F<s>|§ 7 3)
E K/OtF(u)dB(u)> (/OSF(u)dB(u)ﬂ :/Ot/\sduF(u)Hg . s,te[0,T] . (4)

Se in particolare F' = f € C'([0,T],R) allora vale la consueta formula d’integrazione per parti,

ovvero

/O f(s)dB(s) = £ (t) B(t) - / dsf' () B () (5)

0

che ¢ utile per calcolare valore atteso e covaranza del processo stocastico Z (t) = fot dsg (s) B (s), dove



te[0,T] e ge C([0,T],R). Infatti, se G (t) & la primitiva di g,
t
Z() =Gt B®) —/ G (s)dB (s)
0
da cui segue E[Z (t)] = 0. Inoltre,

Bz () 2() =5 | (60 B () - OtGWB(u)) (c@Be- [ cuisw)]

— GG (s)(EAS)— G (s)E {B(s)/OtG(u)dB(u)] +
—G(t)E[B(t) /OSG(u)dB(u)]

+E[</OtG(u)dB(u)> (/OSG(u)dB(u)ﬂ .
E K/Otc:(u)dB(u)) </OSG(u)dB(u))] :/Ot/\sdu|G(u)|2

E [B (s) /0 e (u) dB (u)}

Ma,

e, usando la (1),

=E|[B(sAt)+ (B(s)— B(sAt))] G (u)dB (u) + t G (u)dB (u)
0 tAs
= /t/\s duG (u) .

0

tAs

E[Z(t)Z(s)]:G(t)G(s)(t/\s)—i-/O sdu|G(u)|2—(G(t)+G(s))/o duG (u) .

2 Equazioni differenziali stocastiche di It6 lineari

(10)

Un processo stocastico X (t) guidato dal moto browniano & soluzione di un equazione differenziale

stocastica di It se esistono:

e una funzione [0,t] X R 3 (s,2) — a(s,z) € R Riemann integrabile in entrambi gli argomenti;

e una funzione b € Cyq ([0,7], L* (Q, F,P)) ;
e una v.a. Xo;

tali che . .

X(t):X0+/ dsa(s,X(s))+/ b(s,X (s))dB(s) .

0 0

2

(11)



In forma differenziale la precedente equazione si scrive

{ dX (1) =a(t,X (t))dt +b(t, X (t))dB (¢) 12
X (0) = Xo
Nel caso in cui esistano ci, cs, 01,09 € C ([0,£]) tali che
a(s,x)=c1(8)x+ca(s) ; a(s,z)=01(s)xz+02(s) , (13)
Pequazione (11) & detta lineare e si ha
X (t.X0) = Xo+ [ sl (5) X (5) + 2 (5)] + / o ()X () to(&]dB(s) . (14)
0 equivalentemente
{ dX (t) =lc1 () X () + c2 (B)] dt + [o1 (t) X (t) + 02 (t)] dB (t) (1)
X (0) = Xo

2.0.1 Calcolo di E[X (¢, Xo)]

Ponendo px (t) := E[X (¢, Xo)], per la (2), prendendo il valore atteso di entrambi i membri della (14)

e derivando rispetto a t si ha che px ¢ la soluzione del problema di Chauchy

{ Lpix (t) = e1 (t) pux (8) + c2 (1) (16)
px (0) = E[Xo]
OvVVero .
ux (t) = E[Xo] +/ dscs (s) els dre(m) (17)
0
2.0.2 Calcolo della varianza di X (¢, Xy)
Sia Y (t) := f (t,X (t)) = X? (). Calcolando il differenziale di Ito di Y (¢), si ottiene
t
dy (t) = X3 + /0 ds {2X (s)[c1(s) X (s)+c2(s)]+[o1(s) X (s) + 02 (s)]2} (18)

+ / 2X (8)[o1(8) X (s) + 02 (s)]dB (s) .

0

Ponendo gx (t) := E[Y (t,Yy)] = E [X?(t,Xo)], per la (2), prendendo il valore atteso di entrambi i

membri della (18) e derivando rispetto a ¢ si ha che gx & la soluzione del problema di Chauchy

d
arax (8) =b1(t) ax (t) + b2 (1)
{ ax (0) = E [XZ] (19)
0x 0 =B[X3] + [ doby (910 )
0



dove

by () :=2¢1 (t) + 03 (t) (21)
bo (t) = 2[ca () + 01 (1) o2 (1)) pux (1) + 05 (1) (22)

La varianza di X (¢, X() risulta allora pari a

E[X?(t,Xo)] - E*[X (t,Xo)] = ax (t) — p% (¢) - (23)

2.1 Rumore additivo

Consideriamo il caso in cui 7 = 0. Dalla (14) segue

X (t,Xo) = XO +/0 ds [Cl (S) + 02 /0 (72 dB (24)
dX (t) = [c1 () X (£) + co (t)] dt + o2 (£) dB (t) . (25)

Ponendo
Y (1) = f(t,X (1) = e ol x (1) (26)

e calcolando il differenziale di Ito di Y (t), si ottiene

df (£, X (1)) = | (Ouf) (£, X () + [e1 (8) X (2) + c2 ()] (0=f) (£, X (1)) + 20 3 (1) (92.0) (6. X (1)) | dt+

(27)
+02(t) (02f) (6, X (£))dB (t) .
Ovvero, poiché f (t,z) = ze Jo 451(5) ¢
Ohf(t,x)=—cr(t) f(t,x), (28)
0.1 (1) = T2 (20)
92, f (t,) =0, (30)
si ha
dY (t) = ca (t) e~ Jo 1) gy 4 gy (1) e Jo 451 B (1) (31)
ovvero, tenendo conto che Y (0, X (0)) = X,
Y (&, Xo) = Xo + /0 t dscy (s) e Jo dTer(m) 4 /O t oy (s) e Jo B (s) | (32)
dunque in definitiva
X (t, Xo) = elo By (¢, X) (33)

t t
_ eJidser(s) [XOJF / dses (s) e~ Ji drea(m) 4 / o3 (s) e~ 5 TG B ()

0 0

t t
= Xoelo dse1(s) 4 / dscs (s) el dra(m) 4 / o2 (s) elsdrer(Mgp (s) .

0 0



Seco =0ecy,00 € Rla (24) ¢ detta equazione di Langevin ed il processo stocastico che ne ¢ soluzione,
se Xg € R,

t
X (t,Xo) = efo dscl(s)Y (t,Xo) = Xoeclt + 0'2/ ecl(t_s)dB (8)
0

¢ detto di Ornstein- Uhlembeck.
11 valore atteso di X (t, X) vale

t

t
E[X (t, Xo)] = el B OR [Xo] + [ dsca (s)els T LR [ / o3 (s) els TN aB (s) (34)
0

dSC2 f drei(T) )

J
/

= efo dsea ( S)E Xo +
La funzione di covarianza risulta

Cov [X (t, Xo), X (s, Xo)] := B[(X (, Xo) = B[X (£, X0)]) (X (s, Xo) —E[X (s, Xo)])]  (35)
=E[X (t, X0) X (s, Xo)] = E[X (¢, Xo)| E [X (s, X0)] -

Nel caso in cui Xy = E[X], ponendo y (t) := efo %¢1(5) i ha

Cov [X (thO) ’ X (SaXO)] = (36)

y()y(s)E [(At 0;((7_7-))dB(T)> (/0 O;((TT))dB(T)>:| -
yt)y(s)E [(/OMS (;2((:)) dB (T)>2 + </0MS (;2((:)) dB (7’)) (/t;v Uyz((TT))dB m)] =
[ (55) “”1

che, nel caso del processo di Ornstein-Uhlembeck, vale

y )y (s)

2 2
Cov [X (t,X0),X (s,X0)] = 92 (601(t+s) _ ec1(tVs7t/\s)) _ 92 <601(t+s) - ecﬂtfs\) . (37)
2¢; 2¢q

2.2 Rumore moltiplicativo
2.2.1 Equazione lineare omogenea

Consideriamo il caso in cui nella (14) ¢o = 09 = 0.

t
X (t, Xo) = XO +/ dSCl +/ 0'1 (S) , (38)
0 0
dX (t)=c1 (t) X (t)dt+ 01 (t) X (¢t)dB (¢ (39)
Se Xy =0, allora X (t, Xo) = 0 per ogni ¢t > 0. Suppononiamo allora che Xy # 0. Ponendo

Y (t) :f<X;((0t)) zlogXT(j)’



poiché

X@®) _ X () X (@)
e
atf (t7.'L‘) =0 ’ (42)
X
Ouf (t:2) = >, (43)
Xo
Donf (tw) = =5, (44)
calcolando il differenziale di Ito di Y (¢), si ottiene
1
dy (t) = {cl (t) — 50% (t)} dt + o1 (t)dB (t) , (45)
t 1 t
Y (¥) = / ds [(31 (s) — 50% (s)} —|—/ o1(s)dB (s) . (46)
0 0
Dunque,
t 1 t
X (t, Xo) = Xpe¥ @ = Xy exp {/ ds {cl (s) — 50’% (s)] +/ o1 (s)dB (3)} . (47)
0 0
Nel caso in cui ¢1,01 e Xy siano costanti,
X (t, Xo) = Xgeler—3o8)t4erB() (48)

& detto moto browniano geometrico.
2
In questo caso, ricordando che se X ¢ una v.a. normale standard e A € R, E (e’\X) = eAT, poiché
B(t) £ iB(1) con B(1) € N(0,1), si ha

o2t
B (X (t, X0)] = B [ Xoe(2 -3 ViBO | — xpeler=dol)e S (49)
B (X (1, X0)) (X (5, X0))] = B | Xl 73Dt mnB0+5()] (50)

_ Xge(cﬁ%af)(tJrs)E {eal(B(tVs)fB(t/\s)+ZB(t/\s))}
_ Xge(cl—%of)(t+s)E {ea‘l(B(t\/s)—B(t/\s))} B [eZJlB(t/\s):| (51)
— XOZe(Cl—%U%)(t-i-S)E |:eo'1\/|t—S|B(1)i| E |:620'1\/t/\SB(1)i| (52)
_ x2e(ermot) ) TR0 (53)

Ovvero, la funzione di covarianza del moto browniano geometrico risulta
Cov[X (t, Xo), X (s, Xo)] = B[(X (£, X0)) (X (s, X0))] — E[X (¢, Xo)] E[X (s, X0)] (54)
= x2e(e1-3od)(t49) e O (L5



2.3 Equazione lineare generale

Il Lemma di Itd6 puo essere esteso a funzioni Rt x R? > (t,z,y) — f (¢t,7,y) € R con derivate del
primo ordine in ¢ e del secondo ordine in x e y continue. In particolare, se f (¢,x,y) = zy, dati i processi

stocastici di Ito

X (t) = Xo +/O dsa (s, X (s)) —l—/o b(s,X (s))dB(s) , (55)
Y () =Y+ /0 dsc(s,Y (s)) + /0 d(s,Y (s))dB(s) , (56)
si ha
dX®OY ) =X®dY () +Y @#)dX () +b(t, X (t)d (Y (¢)dt (57)
=Y @)X () +a(t, X @)Y )+ X(1)d@Y (1)) di+
+[dY ()X @) +b(t, X (@)Y (1)]dB(t)
Cio premesso sia
X (t) = Xo —1—/0 ds[cy () X (s) + c2(8)] —|—/O [01(s) X (8) + 02(s)]dB (s) . (58)
Considerando ’equazione omogenea associata con dato iniziale Y (0) = 1,
Y (#):=1 Jr/o c1 ()Y (s)ds +/0 o1(s)Y (s)dB(s) , (59)
sia )
U =F(4Y (1) = g (60)

11 differenziale di It6 di U (¢) risulta quindi essere

(Y 0) = @) (Y (0) 4 (Y (@) (.Y () + 507 0 (1) (02.0) (1. ()] drt (o)

Lo ()Y (1) (0.1) (1Y (1) dB (1)

_ ey N Y (@) 1, (03.f) (£, Y (1))
(0af) (£, Y (1))
+ 01 (t) WdB (t) .
Ovvero, poiché f (t,z) = %, dunque
8tf (t,ﬂ?) = O ) (62)
O f (tvx) = _f2 (t7 3'}) ) (63)
8§xf (LLL‘) = 2f3 (L.’L‘) ; (64)



si ha
dU (t) = [—e1 @A) + o1 (®)] U () dt — o1 (£) U (¢) dB (t) .
Calcolando il differenziale di Ito di X (¢t) U (¢), dalle (57), (14) e (65) si ottiene
d(XOU®)=[(er ()X ) +e2®)U (1) + (—cr (t) + 07 (1) X (U (8) +
— (o1 () X (1) + 02 (1)) 01 (H) U (¢)] dt+
(o ()X (@) +02()U () — o1 (1) X () U ()] dB (1)
= le2 () —oa () o1 (DU (8) dt + o2 () U () dB (1) -

Percio, per la (60) si ha X (0)U (0) = Xg e

X(t,Xo)Y(t){Xo+/Ot SN (S)ds+/0t 72(5) 4 (s)} ,

dove dalla (47)
Y (t) = exp [/Ot ds [cl (s) — %a% (S):| + /Ot o1 (s)dB (s)} .
Quindi,
X (t, Xo) = Xoelo e[ ()=301@]+[5 or()dB(s) .

t
+/ (c2 (5) — 02 (5) 1 (5)) el AT[1 =3t DI+ [T (B gy
0

t
+ / 03 (5) et #Tler =LA O BT g () |
0

3 Equazioni differenziali stocastiche di It6 non lineari

3.1 Equazioni differenziali stocastiche di It6 non lineari con termine di ru-

more lineare

Consideriamo qui di seguito alcune classi di equazioni differenziali stocastiche non lineari per cui &

possibile, in certi casi, trovare una soluzione esplicita.

3.1.1 Rumore additivo

Consideriamo ’equazione della forma

X(t,XO):XO+/Ola(s,X(s))ds—&—/Ola(s)dB(s) .

Ponendo

0 ::/0 o (s)dB(s) ,



e Z (t, Xo) la soluzione di

dZ (t) = a(t, Z (t) + Y (t)) dt
Z(0) = X,

si ha
X (t,Xo)=2Z(t,Xo0)+Y (t) .

Infatti, il differenziale di It6 di quest’ultima espressione risulta

dX (t) = dZ (t) +dY (t) = a(t, Z () + Y () dt + o (t) dB (¢)

=a(t,X (t)dt+o(t)dB(t) .
Esempio 1 Sea(t,x):=e® eo(t):= o0, dalla (70) si ottiene Y (t) = oB (t) e

dZ (t) = e~ %M -oBt) gy
Z(0) = X,

ovvero
{ eZ®d7 (t) = e=oBO gt

Z(0) = X,

cioé
t
eZ(t) _ €XO :/ dsefoB(s) ,
0
t
Z (t,Xo) = log [eXO —|—/ dse_”B(S)] .
0

Dungue, dalla (73),
¢
X (t,Xo) = log [eXO —I—/ dse"B(s)} +oB(t) .
0

3.1.2 Rumore moltiplicativo

Consideriamo ’equazione della forma
q

X(t,Xo):XoJr/O a(s,X(s))der/o o(s) X (s)dB(s) .

Ponendo '
Y (t):= 1+/O o(s)Y (s)dB(s) ,

U (t) ::%@'

11 differenziale di It6 di U (¢) risulta quindi essere dalla (65)

dU(t)=c? () U (t)dt — o (t)U (t)dB (t) .



Calcolando il differenziale di Ito di Z (¢) := X (¢) U (t), si ottiene

20 =X U @) =V Wa(t 20 ) ar - LEZOTO)

U (t)

Poicheé dalla (47), con ¢; = 0,01 = 0 e dato iniziale uguale a 1, si ha

Y (t)

Y (t) = exp |:—;/OtUQ(S)dS+/OtU(S)dB(S):| ,

e siccome Z (0) = X (0) U (0) = Xo, Z (¢) risolve

a(t,Z(t)e*% 1§ o2 (s)as+f§ a(s)dB<s>)

eié JE o2 (s)ds+[E o(s)dB(s)

dz (t) =
Z(0) = X,

dt

Dunque,

dt .

X (t,Xo) =Y () Z (t, Xo) = Z (t, Xo) e 2 Jo 7 (£)dst[g o ()dB(s)

Esempio 2 Se a(t,z) := 2 e o (t) := o, dalla (86) si ottiene

dz () = Z(t)e—§t+am1t)e—%02t+oB(t>
Z (0) = Xo
ovvero
Z(t)dZ (t) = e t=20B(1) gy
{ Z(0) = X, ’
c10é

2
Z(t) — Xg _ /t 6025720'B(s)d5

2 0
t
Z(t,Xo) = 1| X2 +2 / ¢0s-20B(5) ds .
0

Quindi, dalla (87),

t
X (t, Xg) = e 37 tHoB®) \/Xg + 2/ eo?s=20B(s)ds
0

3.1.3 Rumore lineare

Consideriamo ’equazione della forma

X(t,Xo):X0+/O a(s,X(s))ds+/0 (o1 (5) X (5) + 02 ()] dB (s) .

Come nel caso di rumore moltiplicativo poniamo

Y (¢) :zl—i-/0 o1(8)Y (s)dB(s) , U(t) :i= —— ;

10

(85)

(92)

(94)



percio
Ut)dt—o1 () U (¢)dB (1) . (95)
Calcolando il differenziale di Ité di Z (t) := X (¢) U (¢), siccome Z (0) = X (0) U (0) = X, si ottiene

dZ (t) = {U(t) [a (t, z4
Z(0) = Xo

dove per definizione, dalla (85),
1t t
U (t) = exp [2/ o? (s)ds —/ o1 (s)dB (s)} . (97)
0 0
Ma la (96) ¢ la forma differenziale di un equazione del tipo (70); pertanto, ponendo
t
V(t) = / o2 (s)U (s)dB (s) , (98)
0
ZW)=V)y+W() , (99)

dove W (t) risolve

dW (t) = {U (1) [a (t, w) — o1 () 0 (t)} } dt (100
W(0) = Z(0) = Xo

Ponendo ¢
Wt)=f@tW(t):=WI({)+ /o dsoy (s) o2 (s) U (s) (101)

e calcolandone il differenziale di Ito (che in questo caso coincide con quello ordinario) si ha

dW (t) = df (t, W (t)) = {atf (6, W () + 0o f (£, W (1)) [U (t) (a (t, W) — 01 () 0 (t))] } dt

U (t)
(102)
I Gy o (e YOLEWON o,
_{ 1(t) 2(t)U(t)+U(t)|: (t, 70 > 1 (1) 2(t):|}dt
=U(t)a (t, i+ W - fg?ts)al (5) o2 (5)U (s)> dt .
Pertanto, W (t) risolve
dW (t) U (t) a (t, V(t)-‘rW(t)_fU;sz:)o-l(S)UQ(S)U(S)) dt (103)
W (0) = W (0) = Xo ’

AW (1) = b i o3 (s)as—fi on()dBls) o
xa (t, (W (t) e~ 2 Jo oF()dst [§ or(s)dB(s) 4 fot dsoy () o2 (s) ez JI ot (Wdut [lor(wdB(u) 4
+ fot o9 (S) e—% JEo? (w)du+t [} 01(?t)dB(U)dB (S))) dt

(104)

11



3.2 Trasformata di Lamperti

In generale la (11) si puo ridurre alla ad un equazione differeziale stocastica di It6 non lineare con
termine di rumore additivo del tipo (70).

Infatti, sia
X (¢, Xo) = Xo +/0 a(t,X (s))ds +/O b(t, X (s))dB(s) . (105)

Ponendo Y (t) = h(t, X (t)), dove Rt x R 3 (t,z) — f (t,z) € R ha derivate del primo ordine in ¢ e

del secondo ordine in = continue, otteniamo
dh (X (t)) = |0:h (t, X (t)) +a(t, X (t) O.h (t, X () + %bQ (t, X (t)) 0%, h (t, X ()| dt (106)
+0(t, X (1) 0h(t, X ()dB (t) .

In particolare, ponendo

h(t,z) = /ﬂ: dyb(tl, m (107)

con zg € R dato, otterremmo b (t,z) d,h (t,z)) = 1 quindi Y (¢) risolverebbe
dY (t) =c(t,Y (t))dt+dB(t) , (108)

dove
a(t,h='(t,y))

b(t,h=1 (ty))

che & un’equazione differenziale stocastica di It6 non lineare con termine di rumore additivo.

() = Ouh (67 (1)) + — 5 0) (1,07 (1)) (109)

Il processo Y (t) ¢ detto trasformata di Lamperti del processo X (t).

4 Soluzione delle equazioni differenziali stocastiche di It6 tramite

il calcolo di Stratonovich-Fisk

Se il processo X (t) soddisfa (11), data una funzione f € L2([0,7] x 2,B([0,T]) ® F,dt @ P), si
definisce lintergrale di Stratonovich-Fisk fgf(s,X(s)) o dB (s) come il limite in L? (Q,F,P) delle
somme di Riemann > 17, (ti_l, M) (B (t;) — B (ti-1)), dove o ¢ la partizione [0, t] tale che
0=ty <--- <tp, =t, dial tendere a zero del diametro |o| della partizione.

La relazione tra 'integrale di Stratonovich-Fisk e quello di 1to6 ¢
t t 1t
/ F(5,X (s)) 0 dB (s) = / [ (5, X (s))dB (s) + 5 / b(s, X ())0uf (5, X (s))ds  (110)
0 0 0

pertanto, se X (t) = B (t) e f(t, X (t)) = (&Lg) (B (t)) si ha
/ t (o) Byeine = [ t (o) Benase -+ [ t (j;g) (B(s)ds. (1)

12



Tuttavia, poiché il processo Y (t) := g (B (t)) soddisfa all’equazione differenziale stocastica di Ito

Y0 -Y O =90 90 = [ (Fa)Eenase g [ (fme) B
otteniamo .
| (9) Benedse =am o) -90) . (113)

Pertanto, I'integrale di Stratonovich-Fisk permette di recuperare le regole del calcolo differenziale or-
dinario per risolvere le equazioni differenziali stocastiche di It6 al prezzo di perdere la proprieta di
martingala dell’integrale di Ito.

Consideriamo infatti il processo X (t) descritto dalla (11); ponendo b (¢, X (¢)) nella (110) si ottiene

¢ ¢ 1t
/o b(s,X (s))dB(s) = /0 b(s,X (s))odB(s)— 5/0 b(s,X (s))0zb(s, X (s))ds (114)

che sostituito nella (11) implica che X (t) soddisfa

X (t)—Xo= /0 a(s, X (s))ds+ /Olb(s,X(s)) 0 dB (s) (115)

con
1
at, X (@) :=a(t, X () — ib(S’X (8)) 0zb (s, X (s))ds (116)
Pertanto X (¢) soddisfa (11) se e solo se soddisfa ’equazione differenziale di Stratonovich-Fisk (115).
Inoltre, se Y (t) = f (¢, Y (t)) il suo differenziale di Ito risulta

dY (t) = |0uf (8, X (1)) + a(t, X (1)) O f (¢, X (1)) + %fﬁwf(tvx(t))b2 (t, X (1) | dt+ (117)

+0(t, X (t) 0uf (£, X () dB (t)
ma, ponendo b (¢t, X (t)) O, f (¢, X (t)) nella (110) si ottiene
b(t, X (8)) 0uf (8, X (1)) dB (t) = b(t, X () O f (£, X (£)) 0 dB (t) + (118)

b
- %b(t,X (1)) [0:b (£, X () 0o f (8, X (1)) +b (£, X (1)) 02, f (£, X (t))] dt
che risostituito nell’espressione di dY (t) da

dY (£) = [0 f (6, X (1)) + a (¢, X (¢))] dt + b (¢, X (t)) O f (¢, X (t)) o dB (t) . (119)

Quest’ultima espressione per dY (t) = df (¢, X (t)) risulta formalmente equivalente al differenziale della

funzione f (¢, 2 (t)) dove z (t) & la funzione deterministica il cui differenziale ¢
dx (t) = a(t,x (t)dt +b(t,x () dy (t) (120)
con v funzione differenziabile. Infatti,

df (8, (8)) = Ouf (6 (8)) di + Ou f (8,2 (1)) (a (b, 2 () dt + b (¢, 2 (t)) dy (¢)) (121)
= [0cf (2 () + O f (£ (8)) e (b, (8)] dE + b (8, 2 (£)) Ou f (¢, 2 (£)) dy (F) -

Pertanto, la soluzione della precedente equazione differenziale corrisponde a quella della (119).
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Esempio 3 Data f : R +— R differenziabile e ¢ € R. Sia

X -Xo= [ Jerxon+ 360 (r) x| aes [rocenase . a2

Denotando con
1
a(t, X (1)) =a(X(#)):=cf (X (s))+5f(X(s)) <f> (X (5)
b(t, X (1) =b(X (@) = f(X () ,
dalla (115) e dalla (116) Uequazione differenziale di Stratonovich-Fisk equivalente risulta
X(t)—Xo= /0 a (X (s))ds —|—/0 b(X (s))odB(s) (123)

:/O cf (X (s))dt + i (X (s))odB(s)

che corrisponde alla soluzione del problema di Cauchy deterministico

{ d (t) = cf (w (£) dt + f (= (£)) dvy (1 124)
Denotando con G la primitiva di %, si ottiene
() e
G -G = [ S =t @-10) . (125)

Sostituendo X a x e B a v si ha G(X (1)) — G(Xo) = ct+ B(t) e, se G ¢ invertibile, X (t) =
G 1 (G(Xo)+ct+B(t)).
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