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1 Simulazione di numeri aleatori con distribuzione
discreta

1.1 Metodo della Trasformazione Inversa

Supponiamo che U sia un numero aleatorio (n.a.) uniformemente distri-
buito nell’intervallo [0, 1] con densita di probabilita assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue. Allora vale il seguente risultato:

Teorema 1 Se F' ¢ una funzione di distribuzione (o ripartizione) di un n.a.
a valori interi non negativi, allora la variabile aleatoria X cosi definita:

X =k seesolose F(k—1)<U<F(k); keN
ha distribuzione F'.

Dimostrazione: Per la definizione di funzione di distribuzione (ripar-
tizione) di un n.a. si rimanda per es. a [BC| pag.109. Basta osservare

che
P(F(k—-1)<U<F(k)=F(k)—F((k-1)

ma per definizione F' () = >,/ (x). i<, P (X = 1), dove I (X) ¢ I'insieme dei
valori possibili di X. m -

Esempio 2 Distribuzione di Bernoulli. Poiché in questo caso F (x) =
(1=p) L1y (z) + 11 4o0) (), allora per il teorema precedente X =1 se e
solo se

F0)<U<F(1)
1-p<UX<L1

1

1-p



mal—p<U<1 ¢ equivalente a 0 <1 —U < p. Ovviamente anche il n.a.
V =1-U é distribuito uniformemente in [0,1], cioé¢ U e V sono equivalenti
in distribuzione, pertanto X = liy<py.

Esempio 3 Distribuzione geometrica. Sia X un n.a. con distribuzione
geometrica di parametro p, ovvero

P(X=i)=p¢ ', i>1, g=1-p.

X rappresenta l’istante di primo successo in una successione di prove indi-
pendenti che sequono la legge di Bernoulli (cfr [BC] pag. 26). Allora, per
J=1

7j—1
FG-1)=YPX=0)=1-P(X>j-1)=1-p> ¢ '=1-¢",
=1

i>]
quindi per il teorema precedente, il n.a. X assumera il valore j se estraendo
U si ha ‘ ‘
1-¢l'<Uu<1-¢,
ovvero ‘ '
P <1-U<gt.

Quindi posto X = min{j > 1 : ¢ < 1 — U}, poiché la funzione logx &

monotona crescente, si ha
log (1-0)

X=min{j>1:j>
log q

)

dove si € usato che essendo 0 < q,U < 1, logq e log (1 —U) sono minori di
0. Pertanto, se [z] indica la parte intera di z, cioé il numero intero tale che
0<xz—[z| <1, poiché 1 —U é anchesso un n.a. uniformemente distribuito
in [0,1], si ottiene che

ha distribuzione geometrica di parametro p.

Esempio 4 Distribuzione di Poisson. Sia X un n.a. con distribuzione
di poisson di parametro \. Poiché

) B\ )
vale la relazione ricorsiva
Pi+1 = Z+ 1p’L7

che puo essere usata per calcolare la probabilita di X wusando il sequente



Algoritmo:
passo 1 generare il n.a. U distribuito uniformemente in [0, 1];
passo 2 porre i =0, p=e~*, F (i) = p;

passo 3 se U < F' (i), allora porre X = i e stop. Oppure andare al passo
successivo;

passo 4 porrep:H%p,F(i):F(i)—kpei:i#—l;

passo 5 andare al passo 3.

Esempio 5 Distribuzione binomiale. Sia X un n.a. con distribuzione
binomiale di parametri n e p. Poiché

. N n! ; i ,
Pi—P(X—Z)—mP(l—P) , €N
vale la relazione ricorsiva
o_nr—t p
P =i

che puo essere usata per calcolare la probabilita di X wusando il sequente

Algoritmo:
passo 1 generare il n.a. U distribuito uniformemente in [0, 1];
passo 2 porre i =0, p= (1 —p)", F (i) = p;

passo 3 se U < F' (i), allora porre X = i e stop. Oppure andare al passo
successivo;

passo 4 porrep:ﬁ%p,F(i):F(i)+pei:i+1;

passo 5 andare al passo 3.

1.2 Metodo del rigetto

Supponiamo che si abbia un metodo efficiente per simulare un n.a. Y con
distribuzione P, := {q¢;, j € N}. E possibile usare quest’ultima per simulare
un altro n.a. X che abbia distribuzione P, := {p;, j € N} simulando dappri-
ma Y ed accettandone poi i valori ottenuti come valori di X con probabilita
proporzionale al rapporto tra i corrispondenti valori di P, e P,. Infatti, vale
il seguente risultato:



Teorema 6 Dati il n.a. Y con distribuzione Py := {q;, j € N} e la di-
stribuzione di probabilitalP, := {p;, j € N}, sia ¢ una costante positiva tale
che ‘

bj <c Vj:p;#0.

q;
Allora se U é un n.a. uniformemente distribuito in [0, 1] stocasticamente
indipendente da'Y, si ha

P(Y:z’|{Y:U< iiﬁjg%})zpi, i€N,

Dimostrazione: Poiché Y ha distribuzione P, per definizione di pro-
babilita subordinata (cfr [BC] pag. 16) abbiamo

P<Y:i\{Y:U§ Py (Y) }) :]P({Y:i}ﬂ{Y:Ug(%q((?)})

P, (Y ) Pp(Y
Py (V) P{Y.Ugdpq((y))

P Y:i,Ug%_)

(
p{v.v<2i}l

Per l'indipendenza stocastica tra U ed Y si ha

P(Y:i,Ugpi):Pq(Y:i)P(U<pi>:qi Cdu = Pt
Cq; 0 ¢

D’altronde per la formula delle probabilita totali (cfr [BC] pag. 17),

eN
-2r(irv=gmi=i)o
(frevs B =) <A A
) P(ij(.;z;cpﬂ) :P(Ug gj) _ P
quindi ) {Y:US Iiﬂ?)} B

da cui segue la tesi. =



Pertanto possiamo simulare un n.a. X con distribuzione di probabilita
P{X = j} =pj, j € N, per mezzo del seguente
Algoritmo:
passo 1 Simulare il valore di Y avente distribuzione di probabilita P,.

passo 2 Generare un n.a. U con distribuzione uniforme in [0, 1].

Pp(Y)
Py (Y)

passo 3 Se U < porre X =Y e stop. Altrimenti tornare al passo 1.

2 Simulazione di numeri aleatori con distribuzione
assolutamente continua

2.1 Metodo della Trasformazione Inversa

In quanto segue supporremo, se non differentemente specificato, tutti i n.a.
aventi distribuzione assolutamente continua (a.c.) rispetto alla misura di
Lebesgue della retta reale (cfr [BC| pag. 41).

Lemma 7 Siano X e Y due n.a. tali che X abbia distribuzione (a.c.)

con densita ¢ e Y = f(X), dove f : (a,b) C R — R sia C' ((a,b);R) e
—1

monotona. Allora la densita di probabilita di' Y ¢é ¢ (y) = %

Dimostrazione: Supponiamo che f sia crescente, allora per f(a) <

y < f(b)

1)
B(Y <y)=P(f(X)<y) =B (X < /(1) :/ dzo () .

Posto z = f (x), dz = f' (x) dz, ovvero dz = W. Quindi,
_ oo (M (2)
P(X < fl(y) _/ A PAARCA 2V
( )= i E P @)
-1
da cui segue ¢ (y) = d%IP’(Y <vy) = % Analogamente, se f &

decrescente,
+oo
P <) =PUX) <) =F(X 2/ W)= [ o).

Ponendo di nuovo z = f () si ha

50) 1,
p(xz )= [ a2 E)
Y



—1
da cui segue ¢ (y) = d%]P’ (Y <y = —;43,((]}_71((‘1;)))), ma poiché f & decrescente,

f'(z) <0, Vx € (a,b). m

Osservazione 8 Se [l'insieme di definizione di f é l'unione disgiunta di
intervalli \/1_; (ag,br) C R in cui f é monotona e di classe C* allora se fy,
denota la restrizione di f all’intervallo (ag,by), k = 1,..,n, si ha ¢ (y) =

n @ fﬁl(y)
Zk:l M1(fk(ak)/\fk(bk)vfk(ak)vfk(bk)) (¥)-

Teorema 9 Sia U un n.a. con distribuzione uniforme in [0,1]. Se F é
una funzione di distribuzione allora il n.a. X = F~Y(U) ha funzione di
distribuzione F'.

Dimostrazione: Dal Lemma precedente, dato che F' & una funzione
monotona crescente, differenziabile sul suo insieme di definizione estremi
esclusi, segue che

F(x)
P(X<2)=P(F'(U) <) :]P(UgF(g;)):/ du = F () .
0
|

Esempio 10 distribuzione esponenziale. La funzione di distribuzio-
ne esponenziale di parametro X ¢ F(t) = (1—e ) 1 1o0) (t) (cfr [BC]
pag.45). Pertanto F~1(s) = —1log (1 — s) 1,1 (8), allora X = —1log(1-10)
ha distribuzione esponenziale. Ma poiché V. = 1 — U é uniformemente
distribuita in [0,1], X é equivalente in distribuzione a 'Y = —% logU.

2.2 Metodo del rigetto
2.2.1 Primo metodo

Vogliamo simulare un n.a. X con densita di probabilita f. Supponiano
di essere in grado di simulare un n.a. Y con distribuzione g. E possibile
allora simulare il n.a. X con densita di probabilita f, simulando dapprima
Y ed accettandone poi i valori ottenuti come valori di X con probabilita
proporzionale al rapporto tra i corrispondenti valori di f(Y) e g (V).

Teorema 11 Dati il n.a. Y con densita di probabilita g e la densita di
probabilita f entrambe definite su D C R, sia ¢ una costante positiva tale
che

@ <c VyeD.

9(y)
Allora se U ¢ un n.a. uniformemente distribuito in [0,1] stocasticamente
indipendente da Y, si ha

P<Y§x|{Y:U§CJ;(()Q)}> :/_;dyf(y), rED.




Dimostrazione: Poiché Y ha densita di probabilita g otteniamo

@ M) 1y —
P<Y<x|{Y:U<C];((§))}>: . dyJP’(U< gfff)lY—y)g(y).

D’altronde poiché U e Y sono stocasticamente indipendenti si ha che

f(Y)
P(USCZ((};))|Y:y>:P<US(C(:) ” y)
f(y)

che sostituita nella precedente relazione da la tesi. m
Pertanto possiamo simulare un n.a. X con densita di probabilita f, per
mezzo del seguente

Algoritmo:
passo 1 Simulare il valore di Y avente densita di probabilita g.

passo 2 Generare un n.a. U con distribuzione uniforme in [0, 1].

passo 3 Se U < Cfg ((Y)) porre X =Y e stop. Altrimenti tornare al passo 1.

2.2.2 Secondo metodo

Il vantaggio di questo metodo sta nel fatto che utilizza soltanto n.a. con
distribuzione uniforme.

Teorema 12 Sia f una densita di probabilita tale che:
1. f(x)=0sex <0;

2. f(a:)gl/\gc—l2 se x> 0.

Siano inoltre Uy e Uy due n.a. stocasticamente indipendenti ed unifor-
memente distribuiti in [0,1]. Se definiamo il n.a. R = @ e levento

FE = {Ul <\/f (gf)}, allora

P(R < 2|B) = /Omdyf )



ul

Dimostrazione: Sia T := {(u1,us) € [0,1]? : u3 < 4/f (@), ug <
xuy }, allora

IP’(EO{Rgx})://TdulduQ.

Utilizzando il cambio di variabili

= = 0
t - lfé — ul_ t : det (ul, UQ>
s=1 up =ts 0 (s,t)

ul

:t’

otteniamo

P(Eﬂ{Rgx}):/Oxds/omtdt:;/Oxdsf(s).

Siccome P (E) = limg—.00 P (EN{R < 2}) = 3, dalla definizione di proba-
bilita subordinata si ha la tesi. m

Pertanto al fine di generare un n.a. X con distribuzione f verificante le
ipotesi del teorema precedente ¢ possibile far uso del seguente

Algoritmo:
passo 1 Generare due valori ui,us del n.a. U con distribuzione uniforme in
[0, 1].
passo 2 Se up < 4/ f (Z—f), porre X = Z—; e stop. Altrimenti tornare al passo
1.

2.2.3 Simulazione di n.a. con distribuzione gaussiana

Oltre ai metodi sopra descritti, per generare n.a. con distribuzione gaussia-
na, € possibile utilizzare la rappresentazione in coordinate polari della den-
sita congiunta di una coppia di n.a. (X,Y’) stocasticamente indipendenti
con distribuzione normale standard (cfr [BC] pag. 46).

Primo metotdo (Metodo di Boz-Muller) Sia (X,Y) un vettore di
componenti due n.a. stocasticamente indipendenti identicamente distribuiti
con distribuzione normale standard. La loro densita di probabilita congiunta
(cfr [BC] pag. 51) risulta

1 22 1 y2 1 232+y2
f(:c,y) = fX (I‘) fY (y) = \/ﬂei7 \/%677 5 -




Allora definendo i n.a.

R:=X*+Y?,
© := arctan (Q)
T

ed utilizzando le coordinate polari

{ooramt |2l

abbiamo che la loro densita di probabilita congiunta e

1 .2
g(r,0)=f(z(r,0),y(r.0)r= e zr=gr(r)ge (0)
pertanto R e © sono stocasticamente indipendenti. Inoltre © ¢ uniforme-
mente distribuito in [0,27]. Ponendo D := R? otteniamo da ggr che la

densita di probabilita relativa al n.a. D ¢ gp (d) = %67% ovvero ¢ una di-
stribuzione esponenziale di parametro % Chiaramente D e stocasticamente
indipendente da ©. Allora facendo riferimento all’Esempio 10 & possibile
generare il vettore gaussiano (X,Y’) generando prima il vettore (D, ©) per
poi utilizzare le coordinate polari, ovvero

Algoritmo:

passo 1 Generare due valori u; e ug del n.a. U uniformemente distribuito in

[0,1].
passo 2 Porre D = —2logu; (cfr Esempio 10) e © = 27ug.

passo 3 Porre
X = Rcos© = y/—2log u; cos (2mug) (1)
Y = Rsin© = /—2logu; sin (27rug)

Secondo metodo Sfortunatamente il metodo precedentemente descritto
per generare un vettore normale non & molto efficiente, poiché prevede il
calcolo di funzioni trigonometriche. Si puo allora usare il seguente metodo
che prevede il calcolo indiretto del seno e del coseno di un angolo aleatorio.
Infatti, se U; e Uz sono due n.a. uniformemente distribuiti in [0, 1], V} e V3
tali che
‘/1 = 2U1 —1
{ ‘/2 = 2U2 —1
sono n.a. uniformemente distribuiti in [—1, 1], pertanto il vettore aleatorio

(V4,Va) & uniformemente distribuito in [—1,1]2. Inoltre, se (p, #) denotano
due n.a. indipendenti tali che T' := p? e 2m¢ sono n.a. uniformemente



distribuiti in [0, 1], posto p? = V2 + VZ ed E := {(V4,Va) : p? (V1,V3) < 1},
subordinatamente all’evento F/, ¢ possibile generare la coppia di n.a.

Wy=cosp="=_—_J0__
Wy :i=sing =2 =2 __
2 ¢ P /V12+V22

e dunque dalla (1) il vettore normale (X,Y") di componenti
— 2 12
X = Rcos© = /—2logp2cos¢p =V, w
(VE+VZ)
_ 2., 1/2
Y = Rsin® = /—2log p?sin¢ = V3 W
1 2

Quindi, per generare il vettore di n.a. stocasticamente indipendenti (X,Y)
con distribuzione normale, si puo far uso del seguente

Algoritmo:

passo 1 Generare due valori u; e ug del n.a. U uniformemente distribuito in

[0, 1].
passo 2 Porre vy = 2u; — 1, v = 2ug — 1.

passo 3 Se v? + v3 > 1, tornare al passo 1. Altrimenti porre

N —210g(v%+v§)
X = v (v%-ﬁ-v%)

. —210g(v%+v§)
Y= v2 (Uf—f—v%)

Notiamo che, applicando questo metodo, la probabilita di rigettare i
valori di V; e V5 generati e 1 — % =1- %.

3 Simulazione di Catene di Markov omogenee a
tempo discreto

Sia { X, }nen una successione di n.a. a valori in un insieme finito S. Questa

e detta catena di Markov omogenea con spazio degli stati S se, Vn € N, si
ha

]P)(XO - JIO,Xl =Ty, "7XTL — l‘n) - pxopxo,:m tee 'pxn_1,zn 3

dove,

1. pzy = P(Xo=w0), Vag € S & detta distribuzione iniziale della
catena;

10



2. la matrice P tale che (P)x,y = Pzy, T,y € S ¢ detta matrice di
transizione della catena ed ha le seguenti proprieta:

(a) P ¢ una matrice quadrata |S| x |S]|;
(b) 0< Dy < 1;
(C) ZyGS Py = 1, VxeS.

Notiamo che da queste proprieta, applicando la definizione di probabilita
subordinata alla formula precedente, segue che

P (Xn = $n‘Xn—l = Tn-1, "7X0 = 1'0) =P (Xn = xn‘Xn—l = xn—l) = Pzpn_1,%n -

Inoltre, se la catena ¢ irriducibile, ovvero 3m > 0 tale che min, yes (Pm)x’y >
0, ed aperiodica, cioe Vo € S, MCD{n > 0 : (P")

cx > 0} =1, vale il
seguente risultato:

Teorema 13 (Teorema Ergodico) Sia {X;}ieny una catena di Markov
omogenea irriducibile ed aperiodica con insieme degli stati finito. Allora
esistono due costanti positive ¢ e §, con § < 1, tali che, Vx € S ed n > 0, si
ha

(P, | oo,

dove (7z),cs € la distribuzione stazionaria o invariante della catena, ovvero
quella distribuzione di probabilita su S che verifica il sistema:

Z:):ES e =1

Per i dettagli della dimostrazione di quest’ultime affermazioni e per ul-

teriori ragguagli sulla teoria delle catene di Markov si rimanda a [BC| pag.
65.

3.1 Simulazione mediante n.a. uniformemente distribuiti in

[0,1]

Poiché S e finito, senza perdita di generalita, se |S| = n, possiamo conside-
rare S = {1,..,n}. Supponendo di conoscere la matrice di transizione P, se
la catena al tempo 0 si trova nello stato i, e possibile simulare la probabilita
che la catena transisca in un passo nello stato j, mediante ’estrazione di un
n.a. U uniformemente distribuito in [0, 1]. Infatti, fissando sull’intervallo
[0,1] i punti p;1 + 1ga,. 5y (7) > %_1Pik, j = 1,..,n, che non sono pilt di n
dato che p; ; puo essere nullo per qualche j, estraendo U, se

0§U<pi,1a ]Zla

Jj—1 J
Zpi,k§U<Zpi,k7 j:27"7n7
k=1 k=1

11



si ha che la probabilita che la catena si sposti in un passo dallo stato i allo
stato j e

PO<U<pi1)=pin, j=1,

Jj—1 J
P (szk <U< szk) =Pij, J=2.,n.

k=0 k=0

Quanto sopra puo essere riscritto in forma algoritmica:

Algoritmo:
passo 1 Porre m =0, X = 1.
passo 2 Generare il n.a. U uniformemente distribuito in [0, 1].

passo 3 Se 0 < U < p; 1, porre X,,41 = 1 e andare al passo 5. Altrimenti
andare al passo successivo.

passo 4 Porre \;; = Zi;lopm ej=max{l: \; <U}, Xppy1=17.

passo 5 Porre m =m + 1, ¢ = j e andare al passo 2.

3.2 Metodo Monte Carlo dinamico

Supponiamo di voler simulare una distribuzione di probabilita (;) i=1,.n SU
{1,..,n}, allora & possibile costruire una catena di Markov omogenea che
abbia come distribuzione stazionaria (m;);_; ,. Chiaramente I'algoritmo
che descrive una catena di Markov avente come distribuzione invariante
(7i)i=1,., © tanto piu efficiente quanto piui velocemente la catena converge
a (7”‘ i=1,..,n"

Diamo ora un criterio per la costruzione di una matrice di transizione P

tale che Vi = 1,..,n, m; = > m; P ; (cfr [P] pag. 97).

1. Sia @ una matrice di ordine n tale che:

(a) Vi = 1, ey 1y ijl,--ﬂ’b Qi,j = 1;
(b) se Q;; > 0 allora Q;; > 0.

2. Sia A una matrice di ordine n tale che 0 < A;; < 1, detta matrice
d’accettazione.

Allora definiamo A; :={j=1,..,n:Q;; >0} e

Qi7in7]‘ Sej S .AZ\{Z}
P =P (Xpp1 =jlXn=1) = ¢ Qiit Xpeangy (1 —Aip) Qi sej=i
0 altrimenti

(2)

12



ovvero, accetteremo con probabilita A; ; che la transizione dallo stato ¢ allo
stato j avvenga con probabilita @); ;, oppure la rigetteremo con probabilita
1-— Ai,j-
Lemma 14 La matrice P ¢ tale che Vi =1,..,n, Ej:l,..,n P ;=1

Dimostrazione: Vi =1,..,n si ha

Z Pij =P+ Z Pij=0Qii+ Z (1—A) Qix + Z Qi Ai

j=1,..n jeAN{i} ke A\{i} jeAN{i}

:ZQi,jzl-

JEA;

Lemma 15 La catena di Markov associata alla matrice P é irriducibile ed
aperiodica.

Dimostrazione: Segue dal fatto che (); ; > 0 implica Q;; > 0. m

Proposizione 16 Data la distribuzione di probabilita (ﬂ—i)i:l,..,n7 se gli ele-
menti di matrice della matrice di accettazione A verificano la condizione

Aig _ mQji . ; ;
IR =1, n; 5 € A\{i}, 3
Aj,i WiQi,j ’ \{ } ( )

il vettore (m;);_; ,, € la distribuzione stazionaria per la matrice di transi-
Tty
zione P.

Dimostrazione: E sufficiente verificare che P soddisfi la condizione di
bilancio dettagliato, ovvero

miP; =miP; Vi,j=1,.,n (4)

che ovviamente implica I'invarianza della distribuzione (;),_, ,, per la ca-
tena. Infatti, sommando suj, per il Lemma 14, dalla precedente relazione
otteniamo

n n n
E 7I‘jpj7i: E 7TiPZ'7j = T E Pi,j = T Vi:1,..,n.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Infatti, dalla (3), Vi =1,..,n, j € A;\{i}, si ha
miPij = miQijAi; = mjQjiAji = T Pji.

|
Diamo ora un criterio per costruire la matrice d’accettazione A.

13



Lemma 17 Sia ¢ : R — [0, 1] una funzione tale che
¢ (x)
¢ (3)
Allora, se Vi =1,..,n,j € A\{i},

Qi
7 miQij
la matrice P definita nella (2) verifica la condizione di bilancio dettagliato

(4)-

Dimostrazione: Dalle ipotesi su ¢ ed A otteniamo che

Aij=¢ <7Tij’i> _ Wij,i¢ (QO’) _ @i 4

T Qi Qi \miQji)  mQi; "

da cui segue (3) e quindi, per quanto esposto nella dimostrazione della
proposizione precedente, la tesi. m

Resta da dimostrare I'esistenza di una funzione ¢ che verifichi le ipotesi
di quest’ultimo lemma. Per esempio si puod porre ¢ (x) = 1 A x, oppure

6 (2) = 1%

=z xzeRT.
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