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Esercizio 1 Sia (Q,]—'7 {Fi}iso ,P) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto

dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ité

X (t,Xo) = Xo + /t dse™%*X (s) + /t 2sdB (s) , (1)
dX (t) = e ?'X (Ot) dt +2tdB (t) . ’
dove {B (t)},5( ¢ il moto browniano.
1. Risolvere l'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xy = 0.
2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) , t >0).
3. Calcolare la funzione caratteristica del vettore aleatorio (X (2, Xo), X (1, Xo)) .
Soluzione:
1. Lequazione (1) & un EQS di Itd con rumore additivo. Ponendo
Y ()= f(5X (1) = BT (@) 2)

e calcolando il differenziale di Ité di Y (¢), si ottiene

df (t, X (1)) = (atf)(t,X(t))+(5mf)(t7X(t))6_2tX(t)+%4152 (02f) (. X @)|dt  (3)

+2t(0.f) (¢, X (t))dB (t) .

Ovvero, poiché f (t,z) = ze™ JE dse*%’ o
Ouf (t,x) = —e 21 f (t,2) , n
0. (t,7) = @ 7 5
O2f (t,x) =0, o
si ha
dY (t) = 2te= Jo 45" 4B (1) -



ovvero, tenendo conto che Y (0, X (0)) = Xy,
Y (¢, Xo) = Xo + 2 /O t se Jo 47T AR (s) | (8)
dunque in definitiva
X (1, Xo) = elo Y (1, Xo) (9)
= elodse™ {Xo +2 /t se” o 4e 4B (s)]
0

(175—2‘)

¢
Xo+ 2/ se” 2z dB(s)
0

—e 2
. Ponendo Xy =0, si ha
(1—8_27‘) t (6_2571)
E[X (t,Xo)] =2e¢ = E/ se 2 dB(s)=0. (10)
0
Quindi,
Cov X (t,X0),X (s,X0)] = EI[X(t,X0)X (s, X0)] (11)
=2t  —2s tAs o
= 46(1_+) / drr2ele™—1)
0
tAs
P G / drr2ec .
0
. Il vettore aleatorio
Y  =(X(2,X0),X(1,Xp)) (12)

(o) 2 () (G I N G
= (2= / tee 2z dB(t),2e 2 / te= 2z dB(t)
0 0
ha distribuzione gaussiana di parametri p = (0,0) e matrice di varianza-covarianza
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Quindi, V) = ()\1, )\2) € RZ,

ey (0) ¢ =B [ON] = e HOW (15)

(aA] + 20A1 A2 + cA3)
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= exp {—



