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Esercizio 1 Sia
�

;F ; fFtgt�0 ;P

�
lo spazio �ltrato di Wiener. Si consideri il processo stocastico

(X (t) ; t � 0) tale che 8t � 0;

X (t) := exp

�
� t

3

6
+

Z t

0

sdB (s)

�
;

dove (B (t) ; t � 0) è il moto browniano.

1. Dimostrare che il processo stocastico (X (t) ; t � 0) è una martingala rispetto alla �ltrazione
fFtgt�0 ;

2. Calcolare la funzione caratteristica del vettore aleatorio (logX (2) ; logX (1)) :

Soluzione:

1. Poniamo Y (t) := logX (t) ; allora Y (t) = � t3

6 +
R t
0
sdB (s) ; quindi dY (t) = � t2

2 dt+ tdB (t) :
Calcolando il di¤erenziale di Itô di X (t) = f (t; x) = ex per x = Y (t) otteniamo

@tf = 0 ; @xf = f ; @
2
xf = f ;

ovvero

dX (t) = X (t)

�
� t

2

2
dt+ tdB (t)

�
+X (t)

t2

2
dt (1)

= X (t) tdB (t) :

2. Ponendo Y (t) := logX (t) = � t3

6 +
R t
0
sdB (s) ; si ha E [Y (t)] = � t3

6 ;

Cov [Y (t) ; Y (s)] = E [Y (t)Y (s)]

=

Z t^s

0

d��2 =
(t ^ s)3

3
:

Pertanto il vettore aleatorio

Y : = (Y (2) ; Y (1)) = (2)

=

�
�8
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sdB (s) ;�1
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ha distribuzione gaussiana di parametri
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e matrice di varianza-covarianza

C : =

�
V ar [Y (2)] Cov [Y (2) ; Y (1)]

Cov [Y (2) ; Y (1)] V ar [Y (1)]

�
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Quindi, 8� = (�1; �2) 2 R2;
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h
eih�;Y i
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Esercizio 2 Sia
�

;F ; fFtgt�0 ;P

�
lo spazio �ltrato di Wiener. Si consideri il processo stocastico

(X (t) ; t � 0) tale che 8t � 0;

X (t) := log

�
1 + tB (t)�

Z t

0

dsB (s)

�2
dove (B (t) ; t � 0) è il moto browniano. Derivare l�Equazione Di¤erenziale Stocastica di Itô che
descrive il processo e la densità di probabilità della v.a. � := X (1) :

Soluzione: Poniamo X (t) = log Y 2 (t) con Y (t) := 1+tB (t)�
R t
0
dsB (s) = 1+

R t
0
sdB (s) : Allora,

il di¤erenziale di Itô di X (t) è

dX (t) =
2

jY (t)jdY (t)�
t2

Y 2 (t)
dt

= � t2

Y 2 (t)
dt+

2

jY (t)j tdB (t)

= �1
2
t2e�X(t)dt+ e�

X(t)
2 tdB (t) ;

Pertanto (X (t) ; t � 0) risolve l�Equazione Di¤erenziale Stocastica di Itô�
dX (t) = � 1

2 t
2e�X(t)dt+ e�

X(t)
2 tdB (t)

X (0) = 0
:



Fissato t � 0; Y (t) è una v.a. gaussiana di attesa 1 e varianza t3

3 : Pertanto, la densità di � =
2 log jY (1)j è
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