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Esercizio 1 Sia (Q,.?’-"7 {}-t}tzo ,]P’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo stocastico
(X (t) , t>0) tale che Vt > 0,

t3 t
X (t) :=exp [— —|—/ sdB (s)} ,
6 Jo
dove (B (t) , t > 0) é il moto browniano.

1. Dimostrare che il processo stocastico (X (t) , t > 0) é una martingala rispetto alla filtrazione

{]:t}tzo )
2. Calcolare la funzione caratteristica del vettore aleatorio (log X (2),log X (1)).
Soluzione:

1. Poniamo Y (t) :=log X (¢); allora Y (£) = —& + [ sdB (s), quindi dY (t) = — & dt + tdB (t).
Calcolando il differenziale di Ito di X (t) = f (¢,2) = €” per x =Y (¢) otteniamo

atf:07 amf:fa 8ff:f,

ovvero
aX(t) = X (1) [—t;dt—i—tdB (t)] + X (1) gdt (1)
= X (t)tdB(t) .
2. Ponendo Y (t) :=log X (t) = =& + [ sdB (s), si ha B[Y (t)] = - &,
Cov[Y (1),Y (s)] = E[X )Y (s)] .
- /O drr? = A;)

Pertanto il vettore aleatorio



ha distribuzione gaussiana di parametri

w=(-3-5) ®)

e matrice di varianza-covarianza

o Var[Y (2)] CovlY (2),Y (1)]
¢ o= ( Cov[Y (2),Y (1)]  Var[y (1)] ) 4)
8 1
- (i1)
Quindi, YA = (A1, \a) € B2,
oy (V) @ =E {emw} — i =5 (OAN) (5)

= ¢ (a5 g) oxp [— (8A2 + 201 Mg + 102)

S| =

Esercizio 2 Sia (Q,J-', {Ft}tZO ,IF’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo stocastico
(X (t) , t>0) tale che Vt > 0,

2

X (¢) := log <1 +tB(t) - /Ot dsB (5)>

dove (B (t) , t >0) ¢é il moto browniano. Derivare I’Equazione Differenziale Stocastica di Ité che
descrive il processo e la densita di probabilita della v.a. £ := X (1).

Soluzione: Poniamo X (t) =log Y2 (t) con Y (t) := 1+tB (t) —fot dsB (s) = 1—|—f(f sdB (s) . Allora,
il differenziale di Ito di X (t) &

dX = 72 dyY 7152 d
O = O et

2 2
= v dt + 40 tdB (t)

X (¢)

L 4dB (t)

1
= —§t2e_X(t)dt +e

Pertanto (X (¢) , ¢ > 0) risolve I'Equazione Differenziale Stocastica di Ito

X

dX (t) = —L2e=XWdt + e~ "3 1dB (1)
X (0)=0




Fissato ¢ > 0,Y (¢) ¢ una v.a. gaussiana di attesa 1 e varianza %. Pertanto, la densita di £ =

2log|Y (1)]

fe (2)

3
3

d d
= gt (z) = %P{ﬁ <z}

B {210g]y (1)| < 2}
Lp{y )] <t}

%]P’{fe% <Y(1)< e%}




