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Esercizio 1 Sia (Q,F,{F},~, ,]P’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto

dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ité

X (t,X0) =Xo+ /t ds [$*X (s) + e °] + /t sdB (s) (1)
dX (t) = [°X (t;)—l—e_t] dt +tdB (t) . 0
dove (B (t) , t > 0) e il moto browniano.
1. Risolvere l'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xo = 0.

2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) , t >0).

3. Calcolare la funzione caratteristica del vettore aleatorio (X (2, Xo), X (1, Xo)) dove il processo
stocastico (X (t, Xo) , t > 0) é dato dalla soluzione dell’Equazione Differenziale Stocastica di
Ité di cui al precedente punto 1.

Soluzione:

1. Lequazione (1) ¢ un EQS di It6 con rumore additivo. Ponendo
+3

Y ()= f(6X 1) =X (@)e b =X (1) e (2)

e calcolando il differenziale di Ito di Y (¢), si ottiene
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si ha

3 4
dy (t) = e (5 gt 15 aB (t) (7)
ciog, tenendo conto che Y (0, X (0)) = X,
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Quindi,
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Quindi, YA = (A1, Xo) € R?,
oy () : =E {em,w} _ ghm—1(CAN) )
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Esercizio 2 Calcolare la distribuzione di probabilita del processo stocastico (X (t) , t > 0) tale che
YVt > 0,X (t) := 0B (t), dove o é una costante positiva e (B (t) , t >0) ¢é il moto browniano,
condizionato all’evento {X (1) = 0}.

Soluzione: Vt € [0,1],0B (1) = 0B (t) + o (B (1) — B (t)), ma siccome B (1) — B (t) £ B(1 —1),
e poiché Vt > 0,0B (t) <p (O’zt) ,
c(B(1)=B(t)LeB(1-t)LB(0>(1—1)) . (17)

Inoltre, poiché le variabili aleatorie B (t) e (B (1) — B (t)) sono indipendenti, anche B (c?t) e
B (02 (1- t)) lo sono. Quindi, V¢t € (0,1), la v.a. oB (1) ha distribuzione di probabilita pari
a quella della somma delle componenti del vettore aleatorio

V(t) = (0B (t),0(B(1)— B(t) < (B (0%t),B (o (1 - 1)) (18)

che sono tra loro indipendenti. Percio poiché la distribuzione di probabilita di V (¢) ha densita,
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dxdy 2ro?\/t (1 —1t) (19)
"2

condizionando all'evento {0 B (1) € dy} = {B (0?) € dy} che ha probabilita U\}ﬂe_zy?dy, otteni-

amo
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Per condizionare all’evento {X (1) = 0} basta porre y = 0 nell’espressione precedente ottenendo
1 o
- T mman (21)
o+/2mt (1 —t)

che ¢ la densita di probabilita di oW (¢) con W (¢) il ponte browniano tra 0 e 1. m



