Esercizi di Probabilita e Processi stocastici
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Esercizio 1 Sia (Q,]—', {ft}tzo ,IP’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto
dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ité

X (¢, X0) = Xo+ /t dssX (s) + /t sdB(s) , (1)
dX (t) =tX (t)ci()t+tdB (t) . 0
dove (B (t) , t >0) é il moto browniano.
1. Risolvere l'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xo = 0.

2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) , t > 0).

3. Calcolare la densita di probabilita della v.a. Y := eX(1:%X0) dove il processo stocastico (X (t, Xo) , t > 0)
é dato dalla soluzione dell’Equazione Differenziale Stocastica di Ité di cui al precedente punto

1.

Soluzione:

1. Lequazione (1) ¢ un EQS di It6 con rumore additivo. Ponendo

2

Y () =X (1) =X (e bd =X @)e > (2)
e calcolando il differenziale di Ito di Y (¢), si ottiene
06X @)= { @) (6 X0)+ 0N L X ONX 0+ 52 (@20 X W) far (3)
+1(0:1) (, X (1)) dB (t) -

2
Ovvero, poiché f (t,z) = ze T, e

O f (tax) = —tf (t,l‘) ) (4)
8a:f (tax) = @ ’ (5)
aif (t,.%‘) =0, (6)



si ha )
dY (t) = te" 7 dB (t)
ciog, tenendo conto che Y (0, X (0)) = X,
t
Y (¢, Xo) = Xo —|—/ se”7dB(s) ,
0

dunque in definitiva

. Ponendo Xy =0, si ha

BX (t, Xo)] = ¢ E [/Ot s~ % dB (s)} ~0.

Quindi,

Cov [X (t, Xo), X (s, X0)] E[X (t, Xo) X (s, Xo)]

1 2 2 ths 2
= (s )/ drrie ™
0

. la v.a. )
t2
X (1,X0) = X (1,0) = e? U te= = dB (t)]
0
ha distribuzione gaussiana di parametri

p=0

1
o? = efﬁ/ dtth*t2 .
0

Quindi, la v.a. Y := eX(1.9) ha distribuzione log-normale, ovvero Yy > 0,

e varianza

Fy (y) = P{Y <y} =P{X(1,0) <logy}
- logydz e &
o 2wo

)

pertanto,
_ (10§ y)?

fy (y) = @FY (y) = ng(&oo) (v) -

(16)



Esercizio 2 Sia {Yn}nzo la successione di vv.aa. sullo spazio di probabilita filtrato (Q, F, {fn}nzo ,IP’) ,

tali che ¥n > 0,

fi (XO)"'fl (Xn)

fo(Xo) -+ fo(Xn)

dove {Xpn}, o € una successione di vv.aa. i.i.d. su (Q,F,P) tale che fo > 0 ¢ la densita di

probabilita di X1 e {Fn}, >, ¢ la filtrazione naturale generata dalla successione {X,},,5¢ € fi ¢ una
densita di probabilita. Dimostrare che {Y, }n>0 ¢ una martingala e discuterne la convergenza.

}/n =

Soluzione: Per definizione Vn > 0, si ha Y,,;1 = Y, f}(( n+)1) Percio, poiché f; & una densita di
probabilita e le vv.aa. X, sono i.i.d. con densita di probabilita fo,

(z
E[)/n-i-1|-7:n] = Y,E |:fl(n+1:| = n/ dxfO )
fo (X x)
R
Inoltre i termini della successione {Yn}nzo sono positivi, dunque Vn > 0,
E[|Y,] =E[Y,] = EE[Y,|Fra]l = E[Y,-1] 5 (17)
iterando si ha (@)
BVl =BVl = [ dofo(e) 2450 =1 (18)

percio {Y,}, <, ¢ una L'-martingala quindi convergente P — g.c. ad una v.a. L' (Q,F,P) (si veda
anche il Corollario 196 degli appunti ultima versione). m



