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Esercizio 1 Sia
�

;F ; fFtgt�0 ;P

�
lo spazio �ltrato di Wiener. Si consideri il processo descritto

dall�Equazione Di¤erenziale Stocastica di Itô

X (t;X0) = X0 +

Z t

0

dssX (s) +

Z t

0

sdB (s) ; (1)

dX (t) = tX (t) dt+ tdB (t) :

dove (B (t) ; t � 0) è il moto browniano.

1. Risolvere l�equazione (1) assumendo il dato iniziale X0 = 0:

2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) ; t � 0) :

3. Calcolare la densità di probabilità della v.a. Y := eX(1;X0) dove il processo stocastico (X (t;X0) ; t � 0)
è dato dalla soluzione dell�Equazione Di¤erenziale Stocastica di Itô di cui al precedente punto
1.

Soluzione:

1. Lequazione (1) è un EQS di Itô con rumore additivo. Ponendo

Y (t) = f (t;X (t)) := X (t) e�
R t
0
dss = X (t) e�

s2

2 (2)

e calcolando il di¤erenziale di Itô di Y (t) ; si ottiene

df (t;X (t)) =

�
(@tf) (t;X (t)) + (@xf) (t;X (t)) tX (t) +

1

2
t2
�
@2xf

�
(t;X (t))

�
dt (3)

+ t (@xf) (t;X (t)) dB (t) :

Ovvero, poiché f (t; x) = xe�
t2

2 ; e

@tf (t; x) = �tf (t; x) ; (4)

@xf (t; x) =
f (t; x)

x
; (5)

@2xf (t; x) = 0 ; (6)

1



si ha
dY (t) = te�

t2

2 dB (t) (7)

cioè, tenendo conto che Y (0; X (0)) = X0;

Y (t;X0) = X0 +

Z t

0

se�
s2

2 dB (s) ; (8)

dunque in de�nitiva

X (t;X0) = e
t2

2 Y (t;X0) (9)

= e
t2

2

�
X0 +

Z t

0

se�
s2

2 dB (s)

�
:

2. Ponendo X0 = 0; si ha

E [X (t;X0)] = e
t2

2 E
�Z t

0

se�
s2

2 dB (s)

�
= 0 : (10)

Quindi,

Cov [X (t;X0) ; X (s;X0)] = E [X (t;X0)X (s;X0)] (11)

= e
1
2 (t

2+s2)
Z t^s

0

d��2e��
2

:

3. la v.a.

X (1; X0) = X (1; 0) = e
1
2

�Z 1

0

te�
t2

2 dB (t)

�
(12)

ha distribuzione gaussiana di parametri

� = 0 (13)

e varianza

�2 := e�t
2

Z 1

0

dtt2e�t
2

: (14)

Quindi, la v.a. Y := eX(1;0) ha distribuzione log-normale, ovvero 8y > 0;

FY (y) = P fY � yg = P fX (1; 0) � log yg (15)

=

Z log y

�1
dx
e�

x2

2�

p
2��

;

pertanto,

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

e�
(log y)2

2�

p
2��

1

y
1(0;1) (y) : (16)



Esercizio 2 Sia fYngn�0 la successione di vv.aa. sullo spazio di probabilità �ltrato
�

;F ; fFngn�0 ;P

�
;

tali che 8n � 0;
Yn :=

f1 (X0) � � � f1 (Xn)
f0 (X0) � � � f0 (Xn)

;

dove fXngn�0 è una successione di vv.aa. i.i.d. su (
;F ;P) tale che f0 > 0 è la densità di
probabilità di X1 e fFngn�0 è la �ltrazione naturale generata dalla successione fXngn�0 e f1 è una
densità di probabilità. Dimostrare che fYngn�0 è una martingala e discuterne la convergenza.

Soluzione: Per de�nizione 8n � 0; si ha Yn+1 = Yn
f1(Xn+1)
f0(Xn)

: Perciò, poiché f1 è una densità di
probabilità e le vv.aa. Xn sono i.i.d. con densità di probabilità f0;

E [Yn+1jFn] = YnE
�
f1 (Xn+1)

f0 (Xn)

�
= Yn

Z
R
dxf0 (x)

f1 (x)

f0 (x)

= Yn

Z
R
dxf1 (x) = Yn :

Inoltre i termini della successione fYngn�0 sono positivi, dunque 8n � 0;

E [jYnj] = E [Yn] = E [E [YnjFn�1]] = E [Yn�1] ; (17)

iterando si ha

E [jYnj] = E [Y0] =
Z
R
dxf0 (x)

f1 (x)

f0 (x)
= 1 ; (18)

perciò fYngn�0 è una L1-martingala quindi convergente P � q:c: ad una v.a. L1 (
;F ;P) (si veda
anche il Corollario 196 degli appunti ultima versione).


