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Esercizio 1 Sia (Q,f, {Fiti=0 ,]P’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto

dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ité

X (t,X0) = Xo —I—/O ds [e7°X (s) + 57] —l—/o sdB(s) , (1)

dX (t) = [e7'X (t) + t*] dt + tdB (t) .

dove {B (t)},5( € il moto browniano.

1. Risolvere 'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xy = 0.
2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) , t > 0).
3. Calcolare la funzione caratteristica del vettore aleatorio (X (2, Xo), X (1, Xo)) dove il processo
stocastico (X (t, Xg) , t > 0) e dato dalla soluzione dell’Equazione Differenziale Stocastica di
Ité di cui al precedente punto 1.
Soluzione:
1. Lequazione (1) ¢ un EQS di It6 con rumore additivo. Ponendo

Y (t) = f(t,X (1) =X (t)e Jodse™ (2)

e calcolando il differenziale di Ito di Y (¢), si ottiene

A7 (0. () = { Ouf) (X (0) + 0uf) (1. X () [e™X 1)+ 2] 4 2 221) 1. X (1) f

(3)
+1(0xf) (t, X (¢))dB (¢) .
Ovvero, poiché f (t,z) = ze~Jo 5" ¢
Of (t,z) = —e""f(t.2) , (4)
ouf (ta) = LD )
92f (t,x) =0, (6)

—_



si ha

dY () = 2~ Jo 45" gt 4t~ Jo ¢ g B (1) (7)
cioe, tenendo conto che Y (0, X (0)) = X,
t s -7 t s -7
Y (t, Xo) :X0+/ s2e~ Jo dre ds—|—/ se= o T AR (s) (8)
0 0
dunque in definitiva
X (. Xo) = el #7Y (¢, Xo) (9)
t t
:efg dse™* |:X0+/ sze_fgsdq—e**ds_i_/ Se_ftf dre*TdB (S):|
0 0
—t t —s t —s
= ell-e )[Xo—i—/ s2ele 71)ds+/ sel""YaB (s)} .
0 0
. Ponendo Xy =0, si ha
—t t —s t —s
E[X (t,X)] = e(l-e ){/ s2e(c "V ds + B [/ sel¢" 4B (S)H = (10
0 0
t t
= e(l_eit)/ s2e(e " Nis = eft/ ds
0 0
Quindi,
Cov [X (t, Xo), X (s, Xo)] = E[(X (t,X0) —E[X (£, Xo)]) (X (s, Xo) — E[X (s, Xo)])11)
tAs
_ e(lfe_")e(lfe_s)/ drr2e2(e77-1)
0
tAs
= e_(eit“is)/ drrie?
0
. Il vettore aleatorio
=(X(2 Xo) X (1, Xo)) = (X( 0),X(1,0)) (12)
( { the dt+ te }
U 2 dt+ te D
0
ha distribuzione gaussiana di parametri
—2 2 —t —1 1 —t
= <ee / t?e¢ dt,e® / t2e? dt) = (liq, o) (13)
0 0



e matrice di varianza-covarianza
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e (e e fo dtt2e2e e 2e fo dtt2e2e

a b
- ( b c ) ' (15)

Quindi, YA = (A1, Xo) € R?,
ey (A)  =E [ei(A,Yq — i) =3 (CAN) 6)

ei()\ll‘1+)‘2.“'2) exp |: (CL)\% —+ Qb)\l)\Q + CA%)
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