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Esercizio 1 Sia (Q,}'7 {ft}tzo ,]P’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto
dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ité
X (¢, X0) = Xo + /Ot ds[cX (s) + os] + /Ot [cX (s)+ s]dB(s) , (1)
dX (t) = [cX (t) + ot]dt + [0 X (t) + t] dB (¢t) .
dove (B (t) , t > 0) é il moto browniano.
1. Risolvere ’equazione (1) assumendo il dato iniziale Xy = 0.
2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) , t > 0) per o = 0.

3. Calcolare la funzione caratteristica del vettore aleatorio (X (2, Xo),X (1, Xo)) dove il processo
stocastico (X (t, Xo) , t > 0) € dato dalla soluzione dell’Equazione Differenziale Stocastica di
It6 di cui al precedente punto 2.

Soluzione:

1. L’equazione (1) & un EQS di It6 lineare il cui integrale generale &
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che per Xy = 0 risulta
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2. Ponendo o = 0, si ha ,
X(t) = “t=9)4p
(0= [ set=am (o)

pertanto, .
E[X (t)] = e“E {/ se”“°dB (s)} =0. (2)
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Quindi,

Cov [X (t,Xo) ,X(S,Xo)] = E[X (t,X())X(S,Xo)] (3)
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3. Il vettore aleatorio

y = (X (27X0) , X (laXO)) = (X (270)3X (130)) (4)

= <e2c UoztectdB (t)] ,ef [/01 te~“'dB (t)D

ha distribuzione gaussiana di parametri

n=(0,0) (5)
e matrice di varianza-covarianza
C : = Cov [X (23 0) , X (2, 0)] Cov [X (2a O) , X (13 0)] (6)
"\ Cov[X(2,0),X(1,0)] Cov[X (1,0),X (1,0)]
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Quindi, VA = ()\17 )\2) S R2,
oy (V) : =E {em,y)} — A= (CAN) (7)
= exp [; (aA] + 2bA1 A2 + cAg)] .

Esercizio 2 Sia (Q,f, {ft}tzo ,]P’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo stocastico
(X (t) , t>0) tale che Vt > 0,

X (t) :=log [1 + gB (t) — /Ot dssB (s)] ,

dove (B (t) , t > 0) é il moto browniano. Calcolare il differenziale di Ité di X (t).



Soluzione: Poniamo X (t) = logY( ); allora Y () := 1+ % B fo dssB (s). Integrando per
parti otteniamo Y (¢) = 1 + fo 2 4B ( (s), dunque dY (t) = 5 dB( ). Calcolando il fifferenziale di
Ito di X (¢) = f (t,x) = logx per x =Y (¢) otteniamo
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