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Esercizio 1 Sia (Q,]—'7 {ft}tzo ,IED) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto

dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ité

X (t,Xo) = Xo + /Ot e X (s)ds + /Ot cos sdB (s) (1)
dX (t) = e " X (t)dt + costdB (t) .
dove {B (t)},5( ¢ il moto browniano.
1. Risolvere l'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xy = 0.

2. Calcolare la funzione di distribuzione della v.a. X (t, Xo) pert > 0 fissato.

3. Calcolare la funzione caratteristica di X (1,0), dove (X (¢, Xo) ,t > 0) ¢é la soluzione del prob-
lema precedente.

Soluzione:

1. Lequazione (1) ¢ un EQS di It6 con rumore additivo. Ponendo

Y () = f(5X (1) =X (1) exp{—/o dsesz} @)
e calcolando il differenziale di Ito di Y (t), si ottiene
A7 (0. (0) = { (0u1) (0 () + 0uf) (1. X (9) ™' X (1) 4  cos” ¢ (32) (1. X (1) a3
+cost (0. f) (t, X (t))dB (t) .

Ovvero, poiché f (t,z) = zexp {_ fot dsefsz} e

Of (t,x) = —e ¥ f(t,z) (4)
awf (t7 3?) = f (Z '7;) ) (5)
aﬁf (tvx) =0 s (6)



o dY (t) = exp { /O dse’ } costdB (t) (7)

ciog, tenendo conto che Y (0, X (0)) = X,

¢ ¢
Y (t, Xo) = Xo + / exp {—/ dse_52} cos sdB (s) , (8)
0 0

dunque in definitiva

X (£, Xo) —exp{/ dse=* }Y(t Xo) )

{/ dse™ } X0+/O eXp{—/OSdTe”}cossdB(s)} .
X (£,0) / eXp{ / dre- TQ}COSSdB(s) (10)

che & una v.a. gaussiana di media

E[X (t,0)] =E Uot exp {/t dTe_T2} cos sdB (s)} =0 (11)
E [X? (s,0)] / dseXpZ{/ dre” Tz}cos s (12)

X (1,0) = /01 exp {/1 dTe_Tz}cossdB (s) (13)

ha distribuzione gaussiana di parametri

2. Ponendo Xy = 0, si ha

e varianza

3. la v.a.

pw=20 (14)

1 1
o? ::/ dsexp 2 {/ dT€T2} cos® s . (15)
0 s

Quindi, la funzione caratteristica di X (1,0) &

e varianza

Yxao =€ 27 . (16)
n

Esercizio 2 Sia (Q,F,P) uno spazio di probabilita e {Xi}; >, C L' (Q,F,P) una successione di
vv.aa. tale che se {Fp},5q ¢ la filtrazione naturale generata da { Xy}, B[Xgi1|Fi] = aXy +
(1 —a)Xi—1 per ogni k > 0 dove a € (0,1). Per quale valore b € R la successione di vv.aa. {Yy,}, <,
tale che Vk > 1,Y), = bX), + X1 € una martingala rispetto a {Fpn},,~o? B



Soluzione: Per definizione Vn > 0, si ha Y, € L' (Q, F,P). Inoltre,

E [Yk+1|fk} = DE [Xk+1|fk-] + X = b(an + (1 — a) Xk—l) + X
= (ba+1)X,+b(1—a)Xp1

Ponendo
ba+1=0b
b(l—a)=1
1

si ottiene che {Y,,},-, ¢ una martingala rispetto a {F,},~,seb=1—. =



