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Esercizio 1 Consideriamo la catena di Markov su E = f1; 2; 3; 4; 5g, la cui
matrice di transizione P è data da0BBBB@
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1. Determinare gli stati transitori e quelli ricorrenti.

2. Determinare tutte le distribuzioni invarianti.

Soluzione:

1. Il grafo associato alla matrice di transizione risulta
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da cui segue che gli stati transitori sono 1,2,3 mentre gli stati 4 e 5 sono
ricorrenti.

2. Al �ne di determinare le distribuzioni invarianti per la catena è necessario
risolvere il sistema lineare�
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la cui soluzione è u =
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Esercizio 2 Sia
�

;F ; fFtgt�0 ;P

�
lo spazio �ltrato di Wiener. Si consideri il

processo
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�
dove fB (t)gt�0 è il moto browniano.

1. Calcolare la funzione di covarianza di fX (t)gt�0 :

2. Determinare se o meno fX (t)gt�0 è una martingala, una submartingala
o una supermartingala rispetto a fFtgt�0 :

Soluzione:

1. Integrando per parti si ottiene
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covarianza di X (t) coincide con
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e, usando la de�nizione di integrale di Itô,
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Perciò, anche
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2. Sia 0 � s < t � T: Allora, dalla (1), usando le proprietà di martingala del
moto browniano e dell�integrale di Itô, segue
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Quindi, certamente X (t) non è una martingala. Inoltre, poiché se s 2
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il che implica che X (t) non è una submartingala né tantomeno una su-
permartingala.


