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Esercizio 1 Consideriamo la catena di Markov su E = {1,2,3,4,5}, la cui
matrice di transizione P ¢é data da
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1. Determinare gli stati transitori e quelli ricorrenti.
2. Determinare tutte le distribuzioni invarianti.
Soluzione:

1. 1l grafo associato alla matrice di transizione risulta

a a
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1 —
O O
da cui segue che gli stati transitori sono 1,2,3 mentre gli stati 4 e 5 sono

ricorrenti.

2. Al fine di determinare le distribuzioni invarianti per la catena & necessario
risolvere il sistema lineare

Oovvero
Uy = 0
Su1 + %uz + %U?, = Uz
?ul + %UQ + ?’U,g = Us
FU2 + §U4 + Sus = Ug
TU4 + 5U5 = Us
Uy + us +ug +ug +us =1

la cui soluzione & u = (0,0,0,2,2).



Esercizio 2 Sia (Q,]—', {Fi}ti~o ,IP’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il
processo -

[0,T] x Q23 (t,w) — X (t,w) := /t dse *B(s,w) € Cuq ([0,T], L* (2, F,P))
0

dove {B (t)},5( ¢ il moto browniano.
1. Calcolare la funzione di covarianza di {X (¢)};5 -

2. Determinare se o meno {X (t)},~, € una martingala, una submartingala
o una supermartingala rispetto a {Fi},~, -

Soluzione:

1. Integrando per parti si ottiene

X (t) = [—e*SB(s)}f)Jr/o e*SdB(s):—e*fB(t)jL/o e dB(s) (1)

da cui segue
E[X (t)] = —e'E[B (t)] + E Uot e~*dB (s)] =0

poiché sia E[B (t)] che E [fot e *dB (s)} sono nulli. Dunque la funzione di

covarianza di X (f) coincide con
B[X (1) X (5)] = B KetB ) + /0 Cevap (u)> <eSB(5)+ /O " edB (u))]
=1+ (1A 5) — e~ {B (s) / B (u)}

0

'R [B ®) /O T euaB (u)} +E { /0 "B () /0 T emudB (u)} ,

E [(/Ote‘“dB (u)) (/0 e~"dB (u)ﬂ - /OMS e — (1—e—22<“>)

e, usando la definizione di integrale di Ito,
t
E [B (s)/ e “dB (u)]
0
tAs
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Percio, anche

E {B (t) /0 CeudB (u)} =1—eths .

(1 _ 672(15/\5))

E[X ()X (s)] = e ) (tAs) =2 (1 — ™) + :

. Sia 0 < s <t <T. Allora, dalla (1), usando le proprieta di martingala del
moto browniano e dell’integrale di It6, segue

BIX ()17 = B [—etB o+ [ " evdB () m}

— e 'B[B(t)|F] + B { /O "B () |}"S]

=—e'B(s)+ /05 e “dB (u)
=(e—e")B(s)+ X (s) .

Quindi, certamente X (¢) non & una martingala. Inoltre, poiché se s €
[0,1),(e™* —e™t) >0,

{weQ:(e®—e")B(s) <0} ={weQ:B(s) <0}
={weQ:V/sB(1)<0} ={weQ:B(1) <0}

allora
PlweQ:(e®—e)B(s) <0} =P{weQ:(e®—e")B(s) >0} =

il che implica che X (¢) non & una submartingala né tantomeno una su-
permartingala.



