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Esercizio 1 Sia |, F, {]:t}tzo ,P) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto
dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ito

X(t,Xo):XO+/O =X (s)dB (s) |

(1)
dX () =e "X (t)dB(t) .
dove {B (t)},5( ¢ il moto browniano.

1. Risolvere l'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xy = 1.

2. Calcolare la varianza di (X (¢t,Xo) , t > 0).

3. Calcolare la funzione di distribuzione (ripartizione) del vettore aleatorio (log X (1, Xo),log X (2, Xo)) .
Soluzione:

1. L’equazione (1) ¢ un EDS di It6 con rumore moltiplicativo.
Ponendo

Y () = (6 X (1)) = log )

. )
e calcolando il differenziale di Ito di Y (¢), poiché f (¢,z) =log %, e
Of(t,x)=0, (3)
0.1 (ha) =20 @
21 (L) = -2 )
si ha

1 _,p >
dY (t) = —=e 2 dt +e " dB(t) ,

: )
Y (t) = —%/O dse2" —|—/0 e dB (s) .



Ovvero, tenendo conto che Y (0, X (0)) =0,
X (t, Xo) = Xoe 2 Ji dse™> 4 [ o= dB(s) (8)
. Poiché Xy = 1, dalla (1) si ottiene

E[X (t,X,)] =1 +EAt e X (s)dB(s)=1. (9)

Inoltre, ponendo Y () := f (¢, X (t)) = X2 (t) e calcolandone il differenziale di It6 si ha
t 2 t 2
Y(#)=1 +/ dse™ " X2 (s) +/ 2X?(s)e * dB (s) . (10)
0 0

Quindi, ponendo g¢x (t) := E[Y (t)] = E[X?(t)] e prendendo il valore atteso di entrambi
i membri dell’espressione precedente, derivando rispetto a t si ha che ¢x ¢ la soluzione del
problema di Chauchy

{ fomo e v
ovvero, e (6) — exp { /Ot dsezs2] . (12)

La varianza di X (¢, X() risulta allora pari a

E[X?(t, Xo)] — B? [X (£, X0)] = gx (t) — 1. (13)

. Per quanto riguarda il terzo punto, il vettore dei valori attesi del vettore aleatorio (Y (1),Y (2)) =
(IOgX (1, XO) s IOgX (2, XO)) y per XO = 13 ¢

1! > 1 2 2
(p1s p2) = </ dse”* a**/ dse”?* >
2 Jo 2 Jo

e la matrice di varianza-covarianza del processo (Y (t) , t > 0) &

cz<lb’2> (14)

2 2 1 2
a ::/ dse™ ;b :z/ dse™* (15)
0 0

Quindi, la sua funzione di distribuzione ha densita

dove

2b(a—0)

{ [b(z—p1)? —2b(z—2) (z—1)+a(z—p,)?] }
exp

T, Y) =

fr (@.y) 2rv/ab — b




Esercizio 2 Studiare la convergenza in distribuzione (legge) della successione di vv.aa. {Yn}, <,
su uno spazio di probabilita (Q, F,P) dove Vn > 1, -

Zi,j:l,..,n D i<g XlXJ
(5)

e {Xn}, >, € una successione di vv.aa. i.i.d. tale che Xi € L?(Q,F,P).

}/'n =

Soluzione: Poich¢ X; € L?(Q,F,P), per le proprieta della funzione caratteristica e per il fatto
che le X; sono vv.aa. i.i.d.,

R S e XX
B = Bl E““"”""“XX}:

Ao X X
G 7 =

- 5|1 ¢

i=1j=i+1
i X1 X
= E(g) |:€ (2) ' 2:| =
5)

_ <1+ (ff)E[XlXQ] i (;2>>( _

= (1 + (Z)E2 [Xi]+o0 <7f2)> .

ema? [X1]
n—oo

Esercizio 3 Sia {X}}, -, una successione di vv.aa. definita sullo spazio di probabilita (2, F,P) tale
che se {Fu}, 50 ¢ la filtrazione naturale generata da {Xy},~o > Bf (Xps1) | Fel = [ daf (x)p (x| Xk)
per ogni k > 0 e f € Cy(R). Sia ¢ tale che Yk > 0, [drp (z)p (x| Xg) = Ao (Xg) con ¢ €
LY (Q,F,P),\ # 0. Costruire a partire da ¢ una successione {Y,},, che sia una martingala
rispetto alla filtrazione {Fp}, <, -

Soluzione: Ponendo Vn > 0,Y, := A" "¢ (X,,) si ha

E[Y, 1| Fn] = At /d:z:cp (2)p (x| X,) =2A""p(X,) =Y, .



