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Esercizio 1 Sia (Q,f, {Fiti=o ,]P’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto
dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ité

X (¢, Xo) = Xo —I—/O ds[X (s) + o] +/0 [cX (s) —s]dB(s) , (1)
dX (t) = [cX (t) + ot]dt + [0 X (t) — ¢]dB(t) .
dove (B (t) , t >0) é il moto browniano.

1. Risolvere l'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xy = 0.
2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) , t > 0) per o = 0.
Soluzione:
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2. Ponendo o = 0, si ha

X(t)= —/Ot se™™)dB (s) ,



pertanto,
E[X ()] = —e'E [ /O Cse-sdp (s)] =0. 2)

Quindi,
Cov [X (t, Xo), X (5,X0)] = BI[X (£, X0) X (s, X0)] (3)
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Esercizio 2 Sia (Q,f, {Fiti=o ,]P’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo aleatorio

descritto dall’Equazione Differenziale Stocastica di Ito

{ AX (1) = —38dt+dB (), 1) (4)

X (0)=0
dove (B (t) , t > 0) e il moto browniano.
1. Calcolare la funzione di distribuzione univariata di (X (t) , t € [0,1));
2. Calcolare la funzione caratteristica della v.a. X (t) dove il processo stocastico (X (s) , s € [0,1)).

Soluzione:
1. Lequazione (1) ¢ un EQS di It6 con rumore additivo. Ponendo

V(1) = f(1,X (1) = X (1) ki 5 = 20 )

e calcolando il differenziale di Itd di Y (¢), si ottiene

i (0. (0) = { @) (X ()~ Qu) (X () 10 4 30 @) (L X () bt (0

1—t
+(0:f) (8, X (£)) dB (1) -

Ovvero, poiché f (t,z) = 1%, e
atf (tam) = fl(t;.z) ’ (7)
0.7 (ta) = LD 0
aa%f (t,l‘) =0, (9)
si ha
av (1) = B0 (10)




ciog, tenendo conto che Y (0, X (0)) = X,

t dB
Y (¢, Xo) :X0+/ (5)
o 1—3s

dunque in definitiva, per Xy = 0,

X (t) =X (£,0) = (1—t)Y (£,0)
:(14)/0 dB(s)

1—s

Quindi (X (¢) , t €[0,1)) & gaussiano di valore atteso nullo e varianza
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2. La funzione caratteristica della v.a. X (t) per t € (0,1) &
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