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Esercizio 1 Sia (Q,f, {Fiti=o ,IP’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo descritto

dall’Equazione Differenziale Stocastica di It6

X (t, Xo) = Xo +/t ds [-sX (s) + e °] +/t sdB(s) , (1)
dX (t) = [-sX ((z)f) +e '] dt +tdB (t) . i
dove (B (t) , t > 0) é il moto browniano.
1. Risolvere 'equazione (1) assumendo il dato iniziale Xy = 0.
2. Calcolare la funzione di covarianza di (X (t) , t >0).

3. Calcolare la distribuzione di probabilita del vettore aleatorio (X (2,Xo),X (1,Xo)) dove il
processo stocastico (X (t,Xo) , t > 0) & dato dalla soluzione dell’Equazione Differenziale Sto-
castica di Ito di cui al precedente punto 1.

Soluzione:

1. Lequazione (1) & un EQS di Ité con rumore additivo. Ponendo
Y(t):f(t,X(t)) :X(t)efotdSS:X(t)e%t2 (2)

e calcolando il differenziale di Ito di Y (t), si ottiene

A7 (8.2 () = {00) (1. (1) + (0u) (1. X (0) [0 () 4 ] + 322 221) (1 X ()

(3)
+1(0:f) (8, X (1)) dB (t) .
Ovvero, poiché f (t,z) = zez’ e
Of (t,x) =tf(t,z) , (4)
0.1 (ta) = LD 6
93f (t,x) =0, (6)



si ha e .
dY (t) = e2" ~tdt +tez" dB (t) (7)

ciog, tenendo conto che Y (0, X (0)) = X,

t t
Y (¢, Xo) = Xo —|—/ e%SQ_Sds—I—/ sez* dB (s) , (8)
0 0
dunque in definitiva

X (t, Xo) = Y (t, Xo) (9)

¢ 1.2
{XoJr/ 2" 7sds+/ se2? dB(s)} .
0

. Ponendo Xy =0, si ha

Bl ) = o3 [ masrn | [ettan )} - (10)
= ¢ 3t /teész_sds.
0
Quindi,
Cov[X (t, Xo), X (5, Xo)] = B[(X (£, Xo) - B[X (£, Xo)]) (X (s, Xo) = B[X (s, Xo)])|L1)

1 2 2 ths 2
= e (s )/ drr?e”
0

. 11 vettore aleatorio

(X (27X0) X (LXO)) = (X (2’0)7X (170)) (12)

Yy »: =
2 1,2 2 142
= (e [/ ez! _tdt—i—/ te2"dB (t)] )
0 0
L 1,2 1 142
e [/ ez! _tdt—i—/ te2""dB (t)])
0 0

ha distribuzione gaussiana di parametri

(NI

2 1
p= <62/ eéﬁ’tdt,e’%/ ewtdt> = (1, 112) (13)
0 0
e matrice di varianza-covarianza
oo — Cov[X (2,0),X (2,0)]] Cov[X (2,0),X (1,0)] (14)
' Cov[X (2,0),X (1,0)]] Cov[X (1,0),X (1,0)]

_ <z’;>.



Quindi, Y ha densita di probabilita

1 _
fY (1‘7 y) = 72 e—%<(r—u1,y—u2),c 1(1_/L1vy—/‘2)> (15)
(2m)" det C
1 e gt e ) )t ()’
2mvac — b2

Esercizio 2 Sia (Q,]—', {]:t}tzo ,IP’) lo spazio filtrato di Wiener. Si consideri il processo stocastico

(X (t) , t>0) tale che Vt > 0,X (t) := (B (t) + \/XO)Q, dove (B (t) , t > 0) ¢ il moto browniano
e Xo € una v.a. positiva indipendente dalla filtrazione naturale di (B (t) , t > 0). Calcolare il
differenziale di It6 di X (t), il suo valore atteso e la sua varianza.

Soluzione: Ponendo X (t) = f (B (t)) ed applicando il Lemma di Ito si ha f’ (z) = 2 (z + v/Xp) =
2/f (z), f" (x) = 2. Pertanto,
1

df (B(1)) = 5" (B(®)dt+ f'(B(t)dB (1) (16)

ovvero (X (t) , t > 0) verifica I'Equazione Differenziale Stocastica di Ito

X (£ Xy) = X0+/Otcls+/0t2\/X (5)dB (s) | (17)
dX (t) = dt+2\/X (t)dB(t) , X (0) = X, . (18)
E[X (t, Xo)] = E[X,]
E[(X(t,XO))Q} - E (B )] (19)
R
- 8o )|
= E \/ﬁ e ( +6x2X0+X2)}

= E [3t2 +6tXo + Xj| = 3t> + 6tE [Xo] + E [X{] .

Dunque
Var [X (t,Xo)] = 2t> + 4E [Xo] + Var [Xo] . (20)



