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Esercizio 1 Sia
�

;F ; fFtgt�0 ;P

�
lo spazio �ltrato di Wiener. Si consideri il processo descritto

dall�Equazione Di¤erenziale Stocastica di Itô

X (t;X0) = X0 +

Z t

0

e�sX (s) dB (s) ; (1)

dX (t) = e�tX (t) dB (t) :

dove fB (t)gt�0 è il moto browniano.

1. Risolvere l�equazione (1) assumendo il dato iniziale X0 = 1:

2. Calcolare la varianza di (X (t;X0) ; t � 0) :

3. Calcolare la funzione di distribuzione (ripartizione) del vettore aleatorio (logX (1; X0) ; logX (2; X0)) :

Soluzione: Per i primi 2 punti si veda la soluzione del tema d�esame del 28/02/2018. Per
quanto riguarda il terzo punto, il vettore dei valori attesi del vettore aleatorio (Y (1) ; Y (2)) =
(logX (1; X0) ; logX (2; X0)) ; per X0 = 1; è

(�1; �2) =

�
�1
4

�
1� e�2

�
;�1
4

�
1� e�4

��
e la matrice di varianza-covarianza del processo (Y (t) ; t � 0) è
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: (2)

Quindi, la sua funzione di distribuzione ha densità

fY (x; y) :=

exp

�
� [b(x��1)

2�2b(x�2)(x�1)+a(x��2)2]
2b(a�b)
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: (3)

Esercizio 2 Sia fXkgk�1 una successione di vv.aa. i.i.d. de�nita sullo spazio di probabilità
(
;F ;P) tale che 9� > 0 per cui E

�
e�jX1j

�
<1 e sia F la funzione di distribuzione (ripartizione)

di X1:

1



1. Dimostrare che esiste � 6= 0 tale che la successione di vv.aa. fYngn�0 tale che Y0 = 1 e

8n � 1; Yn :=
exp�

Pn
k=1Xk

(E[exp�X1])
n è una martingala rispetto alla �ltrazione naturale generata da

fXkgk�1 :

2. Calcolare la funzione di distribuzione della v.a. Yn di cui al punto 1; sapendo che X1
d
=

Ber (p) :

Soluzione:

1. Dalla condizione E
�
e�jX1j

�
<1 segue che 8� 2 (��; �) ;

E
�
e�X1

�
=

Z
R
e�xdF (x) <1 ;

allora fYngn�0 è la martingala di Wald (cf. Capitolo 3, Esempio2, n. 3 degli Appunti).

2. Yn > 0; pertanto P f! 2 
 : Yn (!) � 0g = 0: Inoltre, poiché X1
d
= Ber (p) ; allora

Pn
k=1Xk

d
=

Bin (n; p) ; da cui segue che 8x > 0;

P f! 2 
 : Yn (!) � xg = P

(
! 2 
 :
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log x (E [exp�X1])n
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