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Capitolo 4

ALBERI

In questo capitolo verranno studiati gli alberi, che rappresentano gerarchie di oggetti in cui ad ogni oggetto (nodo padre) sono associati più oggetti (nodi figli) e ogni oggetto ha un solo nodo padre tranne l'oggetto iniziale che costituisce la radice dell'albero; i nodi senza figli sono detti foglie. Nella sezione 4.1 cominceremo ad analizzare gli alberi binari, in cui ogni nodo ha al più due figli, e per la loro definizione adopereremo una rappresentazione cosiddetta "funzionale", cioè la scansione degli elementi non avviene attraverso un iteratore ma ricorsivamente spostandosi su sottostrutture. Infine nella sezione 4.3 introdurremo gli alberi ennari (cioè con numero n di figli dove n può essere maggiore di 2) e gli alberi generali (cioè con numero illimitato di figli). 

4.1 Alberi Binari 

4.1.1 Definizioni Generali 

Un albero binario è una collezione di oggetti (detti nodi) organizzati gerarchicamente. Al livello più alto vi è il nodo radice a cui sono collegati zero, uno o due nodi figli a cui sono, a loro volta, collegati ulteriori nodi figli e così via fino ad arrivare ai nodi che non hanno figli e sono quindi chiamati foglie.

Più formalmente un albero binario A è  o una collezione vuota di nodi (albero nullo o vuoto) o una tripla costituita da un nodo R (detto radice) e da 2 (sotto-)alberi, chiamati rispettivamente sottoalbero di sinistra e sottoalbero di destra di R. Se il sottoalbero di sinistra (o di destra) non è vuoto allora la sua radice è detta figlio sinistro (rispettivamente, destro) di R che, a sua volta, è detto il padre di tale nodo. Un nodo che ha ambedue i figli è detto nodo pieno; invece se non ha alcun figlio allora R è detto nodo foglia.

Un albero è raffigurato nel seguente modo (vedi Figura 1); i nodi sono indicati con cerchietti e le relazioni da ciascun nodo ai nodi figli sono rappresentati da rami (detti anche archi) che vanno dall'alto verso il basso. Pertanto la radice dell'albero è il nodo più in alto ed è l'unico nodo che non ha rami entranti; gli altri nodi hanno esattamente un ramo entrante. Pertanto se il numero di nodi è n il numero di rami è n-1. I nodi foglia non hanno rami uscenti.

Il livello di un nodo è definito nel seguento modo: la radice ha livello 1 ed ogni nodo N  ha il livello p+1, dove p è il livello del nodo padre, cioè p+1 è il numero di nodi compresi nella sequenza di rami da N alla radice, N e radice inclusi. La profondità di un albero è il massimo livello dei suoi nodi. L'albero vuoto ha profondità 0.

Un albero binario con profondità k ha al minimo k nodi (albero degenere) e al più 2k -1 nodi (albero pieno). Un albero degenere è difatto una lista di k elementi (vedi Figura 1a) mentre, in un albero pieno, tutti i nodi a livello inferiore di k sono pieni (vedi Figura 1b), per cui ha 20=1 nodo al primo livello, 21 nodi al secondo livello, 22 nodi al terzo livello e cosi via fino a 2k-1 nodi all'ultimo livello e, quindi, il numero totale di nodi è 2k -1 poichè
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Figura 1. a) Albero degenere b) Albero pieno

Un albero binario di profondità k è completo se i nodi dei livelli inferiori a k formano un albero pieno e per ogni nodo il sottoalbero di sinistra ha profondità non minore di quello di destra. In altre parole in un albero completo tutti i livelli tranne l'ultimo sono riempiti e l'ultimo livello è riempito da sinistra a destra per cui eventuali nodi mancanti sono collocati tutti nella parte destra del livello (vedi Figura 2a).

Un albero binario è bilanciato se per ogni nodo la profondità del sottoalbero di destra e la profondità del sottoalbero di sinistra differiscono al più di uno (vedi Figura 2b).
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b) Albero bilanciato di profondità 4


Figura 2. Albero completo e albero bilanciato
Un albero con n nodi può avere al massimo profondità n (caso di albero degenere) e al minimo profondità (log(n+1)(= ((log(n)). Sia alberi bilanciati che completi hanno la minima profondità. Lo stesso vale ovviamente per gli alberi pieni ma non è detto che esista un albero pieno con n nodi. Infatti è facile verificare che se n+1 è una potenza di 2 allora albero pieni e alberi completi esistono e coincidono mentre per gli altri valori di n non esistono alberi pieni mentre esistono ovviamente alberi completi. Per questa ragione la nozione di albero pieno non è in pratica utile e viene sostituita dalla nozione più generale di albero completo o dalla nozione più pratica di albero bilanciato. 

4.1.2 Rappresentazione di Alberi Binari 

In questa sezione presentiamo una definizione generale di albero binario cominciando dalla definizione di Snodo, la struttura di memorizzazione di un nodo composto dalla parte informativa, il puntatore al possibile padre e i puntatori ai due possibili figli.

// enum Direzione { SIN=0, DES=1 };

template<class T>

struct AlberoB<T>::SNodo 

{
T vinfo; // parte informativa

SNodo *ppadre, *pfiglio[2]; // puntatori al padre e ai due figli


SNodo( const T& inf ): vinfo(inf)


{
ppadre = pfiglio[SIN] = pfiglio[DES] =0; 


}


~SNodo( ) {delete figlio[SIN]; delete figlio[DES];} 

};

Passiamo ora a definire la classe degli alberi binari adottando una realizzazione di tipo funzionale per cui la visita di un albero avviene attraverso l’accesso ai sottoalberi e non attraverso la scansione dei vari nodi come per le liste. Per evitare costi elevatissimi, alberi e sottoalberi condividono nodi per cui sono possibili effetti collaterali tra di essi.

La classe degli alberi binari contiene la posizione della radice e le classiche funzioni di utilizzo. In particolare i figli possono essere indirizzati direttamente tramite l’indice SIN/DES. 

// file alberob.h

#define ALBEROBH

#include <assert.h>

#include "utilita.h"

enum Direzione { SIN=0, DES=1 };

//Direzione dirOpposta( Direzione d ) 

//{if (d==SIN) return DES else return SIN;}

template <class T>

class AlberoB 
{
protected:


struct SNodo; // vedi definizione precedente

SNodo* pradice; // puntatore alla radice

public:

//
FUNZIONI NON COSTANTI

AlberoB () {pradice = 0;}


AlberoB ( const T& a) {pradice = new SNodo(a);} 

bool nullo() const {return pradice == 0;}

//
inserisce l'albero AC come figlio d = SIN/DES di AC


void insFiglio ( Direzione d, AlberoB& AC ) 


{
assert( !nullo() );



assert( figlio(d).nullo() );



if ( !AC.nullo() ) 



{
pradice->pfiglio[d]=AC.pradice; 

AC.pradice->ppadre=pradice;



}


}

// 
estrae il figlio d = SIN/DES

AlberoB estraiFiglio ( Direzione d ) 


{
assert( !nullo() );



AlberoB<T> A = figlio(d); A.pradice->ppadre=0;



pradice->pfiglio[d] = 0;



return A;


}


void modRadice ( const T& a ) 


{
assert( !nullo() );



pradice->vinfo = a;


}

// svuota l'albero cancellandone tutti i nodi

void svuota() {delete pradice; pradice = 0;}     

// svuota l'albero ma senza cancellare i nodi

void annulla() {pradice = 0;}

//
FUNZIONI COSTANTI
// restituisce una copia dell'albero

AlberoB copia ( ) const
{


if ( nullo() ) return AlberoB<T>();



AlberoB<T> AC(radice());



AC.insFiglio(SIN,figlio(SIN).copia());



AC.insFiglio(DES,figlio(DES).copia());



return AC;


}




//
mostra l'info della radice


const T& radice   ( ) const


{
assert( !nullo() );



return pradice->vinfo;


}

// restituisce true se la radice è nodo foglia


bool foglia () const 


{
return !nullo()&&figlio(SIN).nullo()&& figlio(SIN).nullo();


}

// restituisce il figlio d = SIN/DES


AlberoB figlio ( Direzione d ) const 


{
assert( !nullo() );



AlberoB<T> AC;



AC.pradice = pradice->pfiglio[d];



return AC;


}

//
restituisce il padre eventualmente nullo


AlberoB padre ( ) const 


{
assert( !nullo() );



AlberoB<T> AC;



AC.pradice = pradice->ppadre;



return AC;


}

};

endif

La complessità spaziale di AlberoB è (n (K+P)), dove n è il numero di nodi nell'albero, K è la dimensione di un oggetto di tipo T, e P è lo spazio necessario per memorizzare un tipo indirizzo. Assumendo che K e P siano costanti, la complessità spaziale diventa lineare in n. La funzione svuota e la funzione copia hanno complessità (n) mentre le altre funzioni hanno complessità temporale costante. Ovviamente l'operatore "=" e il costruttore per copia, che sono quelli di default e , quindi, di tipo superficiale, hanno complessità costante.

Di seguito mostriamo una funzione che calcola la profondità di un albero e, nello stesso tempo, verifica se esso sia bilanciato o meno:

template <class T>

bool alberoBilanciatoProfondo( AlberoB<T> A, int& p );

{
if ( A.nullo() ) 


{
p = 0;



return true;


}


Card p1, p2;


bool b1 = alberoBilanciatoProfondo(A.figlio(SIN),p1);


bool b2 = alberoBilanciatoProfondo(A.figlio(DES),p2);


p = max(p1,p2)+1;


return b1 && b2 && (abs(p1-p2) <= 1);

}

La complessità è (n),  cioè lineare nel numero di nodi. 
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Figura 3. Albero di espressione
Esempio 1. Vogliamo costruire alberi di espressioni aritmetiche con somme e prodotti. Ad esempio l'espressione c1*c2 + c3 * (c4 +c5) è rappresentata dall'albero binario in Figura 3. A tale scopo definiamo un'espressione come una classe potetta di albero binario, per utilizzarne la struttura, ma nascondendo le funzioni tipiche degli alberi agli utilizzatori. Inoltre definiamo tre sottoclassi di espressione: una per le costanti, una per l'operatore di somma e una per l'operatore di prodotto. I nodi foglia sono solo le costanti il cui valore può anche essere modificato durante l'utilizzo; se non diversamente specificato, il valore di una costante viene assunto essere zero. A un'espressione è associata una funzione virtuale che ne restituisce il valore; tale funzione è specializzata a secondo del tipo di espressione.

// file espress.h

#include "alberob.h"

class Espressione : protected AlberoB<int>

{
protected:


Espressione figlio ( Direzione d ) const


{
return *((Espressione*)&figlio(d));


}


public:


virtual int valore() const = 0;


Espressione ( int val = 0 ) : AlberoB<int>(val) {}

};

class Costante : public Espressione

{
public:


Costante( int val = 0 ): Espressione(val) {}


int valore () const {return radice();}

};

class Somma : public Espressione

{
public:


Somma(  Espressione& e1,  Espressione& e2)


{
insFiglio(SIN,e1); insFiglio(DES,e2);


}


int valore () const 


{
return figlio(SIN).valore() + figlio(DES).valore();


}

};

class Prodotto : public Espressione

{
public:


Prodotto( Espressione& e1, Espressione& e2)


{
insFiglio(SIN,e1); insFiglio(DES,e2);


}


int valore () const


{
return figlio(SIN).valore()*figlio(DES).valore();


}

};

Scriviamo ora un programma che crea l'albero di espressione di Figura 3 e ne calcoli il valore per alcune inizializzazioni delle costanti:

#include "espress.h"

#include <iostream.h>

void main()

{
Costante c1, c2, c3, c4, c5;


Somma s(c4,c5);


Prodotto p1(c1,c2);


Prodotto p2(c3,s);


Somma e(p1,p2);

//
stampa 0


cout << "\nvalore espressione " << e.valore();


c1 = 1; c2 = 1; c3 = 1; c4 = 1; c5 = 1;

//
stampa 3


cout << "\nvalore espressione " << e.valore();

//
stampa 2


cout << "\nvalore espressione " << p2.valore();

}

Con un pò di abuso della definizione di albero ma senza perdere in correttezza, è possibile ottimizzare la rappresentazione di sottoespressioni comuni in una espressione, cioè di quelle sottoespressioni che compaiono più volte. Ad esempio c1*c2 è una sottoespressione comune in c1*c2+(c3+c1*c2).

4.1.3 Visita di Alberi Binari 

Negli alberi generali sono rilevanti quattro tipi di visita:

(i)
visita anticipata, in cui viene prima visitata la radice e poi i due sottoalberi;

(ii)
visita posticipata, in cui vengono visitati i due sottoalberi e poi la radice;

(iii)
visita infissa in cui viene visitato prima il sottoalbero di sinistra, poi la radice e infine il sottoalbero di destra

(iv)
visita per livelli, in cui viene visitata la radice (nodo di livello 1), poi i nodi di livello 2 e così via fino ai nodi dell'ultimo livello.
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Figura 4. Albero Binario

Esempio 2. Consideriamo l'albero generale in Figura 4. Nella visita anticipata, i nodi vengono scanditi in quest'ordine: 1, 2, 4, 5, 3, 6, 8, 7, 9; nella visita posticipata in quest'ordine: 4, 5, 2, 8, 6, 9, 7, 3, 1; nella visita infissa in quest'ordine: 4, 2, 5, 1, 8, 6, 3, 9, 7; infine, nella visita per livelli in quest'ordine: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; .

Presentiamo ora una funzione che effettua la visita infissa di un albero binario, restituendo la lista dei nodi nell'ordine della visita.

template <class T> 

void visitaInfissa( const AlberoB<T>& A, Lista<T>& L )

{
if ( !A.nullo() )


{
visitaInfissa(A.figlio(SIN),L); //**



L.appendi(A.radice()); //**



visitaInfissa(A.figlio(DES),L);//**


}

}

Per richiamare la funzione bisogna accertarsi che L sia inizialmente vuota. Le funzioni per le visite anticipate e posticipate si ottengono cambiando la sequenza delle istruzioni asteriscate: per la visita anticipata l'istruzione L.appendi(A.radice()) precederà le due chiamate ricorsive mentre nella visita posticipata le seguirà. Poichè ogni nodo è ritrovato esattamente una volta, tutte e tre le funzioni di visita hanno complessità (n), dove n è il numero di nodi. 

La scrittura della visita per livelli è più complessa in quanto non è più immediato utilizzare la ricorsione  mentre per poter utilizzare uno schema iterativo è necessario introdurre una struttura dati apposita, la coda.

template <class T>

void visitaPerLivelli( AlberoB<T> A, Lista<T>& L )

{
if ( !A.nullo() )


{
typedef AlberoB<T> Albero;



Coda<Albero> C;



C.inCoda(A);



while ( !C.vuota() )



{
AlberoB<T> At = C.fuoriCoda();




L.appendi(At.radice());




if ( !At.figlio(SIN).nullo() ) 





C.inCoda(At.figlio(SIN));




if ( !At.figlio(DES).nullo() ) 





C.inCoda(At.figlio(DES));



}


}

}

La funzione visitaPerLivelli ha anch'essa una complessità di (n) in quanto il ciclo di while è eseguita tante volte quanti sono i nodi inseriti nella coda e questi sono pari al numero totale di figli nell'albero, cioè n-1. Possiamo quindi dire che tutte le quattro funzioni di visita presentate sono algoritmi ottimi.

4.1.3 Ricerca in Alberi Binari 

Proviamo ora a scrivere la funzione di visita anticipata in modo che, invece di restituire la lista dei nodi nell'ordine di visita, gli sia passata, tramite un oggetto di una classe astratta apposita (la classe ValutaRicerca), una funzione generica valutaNodo che valuta ciascun nodo (ad esempio verifica se il valore della parte informativa è uguale a un valore dato) e restituisce il risultato della valutazione. Il risultato della valutazione e il valore eventualmente trovato vengono memorizzati per poter essere poi consultati tramite la chiamata delle funzioni trovato e valTrovato, rispettivamente. Come algoritmo di visita per la ricerca abbiamo scelto la visita anticipata poichè essa preferisce effettuare subito la visita di un nodo piuttosto che riinviarla.

template <class T> 

class ValutaRicerca

{
public:


ValutaRicerca () {trovato = false;}


virtual bool valutaNodo( const T& a ) = 0;


bool trovato() {return trovato;}


const T& valTrovato() {return vtrovato;}


protected:


bool trovato; // true se è stato trovato il nodo cercato

T vtrovato; // se trovato = true, memorizza il valore trovato
};
template <class T> 

bool ricercaAlberoB( const AlberoB<T>& A, ValutaRicerca& vr )

{
if ( A.nullo() )



return false;


else


{
bool risTrovato = vr.valutaNodo(A.radice());



if ( !risTrovato )



{
risTrovato = ricercaAlberoB (A.figlio(SIN), vr);




if ( !risTrovato )





risTrovato = ricercaAlberoB (A.figlio(DES),vr);



}



return risTrovato;


}

}

Esempio 3. Per utilizzare la visita anticipata per la stampa di tutti i nodi di un albero Alb di Dipendente, dove Dipendente è la classe definita nel Capitolo 2, è sufficiente scrivere:

class StampaDip: public ValutaRicerca<Dipendente>

{
public:


bool valutaNodo ( const Dipendente& d )


{
cout << d; vtrovato=d;



return trovato=false;


}

};

StampaDip sd;

ricercaAlberoB(Alb,sd);

Possiamo utilizzare la visita anticipata per la ricerca di un dipendente con dato codice (ad esempio 40), scrivendo questa porzione di codice:

class CercaDip: public ValutaRicerca<Dipendente>

{
public:


const card codCercato;


CercaDip( card cod ): codCercato(cod){}


bool valutaNodo ( const Dipendente& d )


{
if ( d.codice == codCercato )



{
vtrovato=d; return trovato=true;



}



else




return trovato=false;


} 

};

CercaDip cd(40);

if ( ricercaAlberoB(Alb,cd) )


cout << cd.valTrovato();

4.2 Alberi Binari di Ricerca

4.2.1 Alberi Binari non Bilanciati

Sia dato un albero binario A tale che esiste un ordinamento totale O per l'insieme dei suoi nodi. L'albero binario A è un albero binario di ricerca (rispetto ad O) se per ogni nodo v di esso tutti i nodi nel sottoalbero sinistro di v precedono v e tutti i nodi nel sottoalbero destro non precedono (cioè seguono o sono uguali a) v nell'ordinamento O.

Le operazioni fondamentali sono cercare/ inserire/ cancellare un oggetto con particolare chiave d'ordinamento, spostarsi al nodo con valore di chiave successiva o o precedente a quella del nodo indicato, posizionarsi direttamente sul nodo con valore di chiave minimo (primo oggetto nell'ordinamento) o massimo (ultimo oggetto nell'ordinamento).

// file alberobr.h

#define ALBEROBRH

#include "alberob.h"

template <class T>

class AlberoBR: 
protected AlberoB<T>

{
public:

//
FUNZIONI NON COSTANTI
AlberoBR() {}


AlberoBR( const T& a ): 



AlberoB<T>(a) {}


AlberoBR( const AlberoBR<T>& AC )


{
AlberoB<T> Atemp = AC.copia();



pradice = Atemp.pradice;


}

//
FUNZIONI EREDITATE DA AlberoB<T>
// 
vengono rese visibili le funzioni costanti e quelle

//
non costanti che non alterano l'ordinamento 


AlberoB<T>::svuota; // svuota l’albero


AlberoB<T>::foglia; // true se la radice è nodo foglia


AlberoB<T>::nullo; // true se albero nullo


AlberoB<T>::radice; // mostra l’info della radice


//
inserisce 'a' nella posizione opportuna

//
nel caso di duplicato inserisce il nuovo nodo a destra di esso

//
sempre mantenendo l’ordinamento


void  ins( const T& a ) 


{
if ( nullo() ) 




pradice = new SNodo<T>(a);





else{

// sottoalbero attraverso cui ricercare la posizione corretta di inserimento


AlberoB<T> SA = *((AlberoB<T>*)this); 



while ((a<SA.radice())&&(!SA.figlio(SIN).nullo()) ||




 (a>=SA.radice())&&(!SA.figlio(DES).nullo())




if (a<SA.radice())





SA=SA.figlio(SIN);




else 





SA=SA.figlio(DES);



if (a<SA.radice())




SA.insFiglio(SIN, *(new AlberoB<T>(a)))



else




SA.insFiglio(DES, *(new AlberoB<T>(a)))



}

}

// 
Funzioni per ottenere sottoalberi di tipo AlberoBR

// restituisce il figlio d = SIN/DES


AlberoBR figlio ( Direzione d ) const 


{
assert( !nullo() );



AlberoBR<T> AC;



AC.pradice = pradice->pfiglio[d];



return AC;


}

//
restituisce il padre eventualmente nullo


AlberoBR padre ( ) const 


{
assert( !nullo() );



AlberoBR<T> AC;



AC.pradice = pradice->ppadre;



return AC;


}

// 



bool cerca (const T& a)


{
if (nullo()) return false;



else if (a==radice()) return true;




else if (a<radice())



{





return figlio(SIN).cerca(a);



}



else



{ 




return figlio(DES).cerca(a);



}

}

//
Restituisce tutti i valori i T.C. a1 <= i <= a2


Lista<T> compresiTra (const T& a1, const T& a2)


{




assert (a1<=a2);

Lista<T> L;



visitaInfissaIntelligente(*this, L, a1, a2);



return L;

}

protected:

void visitaInfissaIntelligente( const AlberoBR<T>& A, Lista<T>& L, 

const T& a1, const T& a2 )

{
if ( !A.nullo() && (a1 <= A.radice())

{visitaInfissaIntelligente(A.figlio(SIN),L, a1, a2); 



  if (A.radice() <= a2)

 


    L.appendi(A.radice()); 



 }  


if ( !A.nullo() && (A.radice()<=a2)

visitaInfissaIntelligente(A.figlio(DES),L, a1, a2);



}

}

}

La complessità della funzione di ricerca di un elemento ha complessità (n) nel caso peggiore, (log n) nel caso medio e (1) nel caso migliore.

4.2.2 Alberi Binari Bilanciati

Abbiamo visto che la complessità della ricerca, e quindi delle funzioni di cancellazione e inserimento, hanno complessità lineare nel caso peggiore. Per rendere sempre efficiente un albero binario di ricerca è quindi necessario evitare un suo sbilanciamento attraverso un'opportuna ristrutturazione dell'albero. Una soluzione a questo problema, introdotta da Adelson-Velskii e Landis nel 1962, è basata su strutture ad albero che prendono il nome di alberi AVL.

Una albero AVL è un albero binario di ricerca bilanciato in cui ad ogni nodo viene associato un valore +1, 0, -1, detto fattore di bilanciamento, pari alla profondità dell'albero di sinistra meno la profondità del sottoalbero di destra. Gli algoritmi per la gestione degli alberi AVL, pur non essendo complicati, sono alquanto lunghi e noiosi e pertanto ci limitiamo a descrivere informalmente come essi mantengano il bilanciamento di un albero sfruttando l'informazione fornita dal fattore di bilanciamento. 
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Figura 4. Rotazione SS e SD di alberi AVL

Quando si effettua un inserimento o una cancellazione, bisogna risalire in tempo  (log n) dal nodo inserito o cancellato fino alla radice per eventualmente aggiornare il fattore di bilanciamento dei vari nodi. Se accade che un fattore di bilanciamento diventa 2 o -2 bisogna ristabilire il bilanciamento mediante alcune operazioni sui nodi dette rotazioni. Sono possibili 4 tipi di rotazione: SS (sinistra-sinistra), SD (sinistra-destra), DS (destra-sinistra) e DD (destra-destra). In Figura 4 sono mostrate le rotazioni SS e SD per il semplice caso di albero con soli due nodi a cui viene aggiunto un terzo nodo che lo sbilancia; le altre due rotazioni sono simmetriche. E' interessante sottolineare che una specie di rotazione è stata effettuata nella funzione cancNodo precedente. 

Recentemente al posto degli alberi AVL si preferisce usare i cosidetti alberi rosso-neri.

4.3 AlBERI GENERALI

4.3.1 Alberi Ennari 

Un m-albero  A (albero ennario), con m > 2, è  o una collezione vuota di nodi (albero nullo o vuoto) o una ennupla costituita da un nodo R (detto radice) e da k  m (sotto-)alberi A0, A1,..., Am-1, chiamati sottoalberi della radice R; le radici di A0, A1,..., Am-1 sono i figli di R e, a sua volta, R è il padre di tali nodi. Se m = 0 allora R è detto nodo foglia.. 
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Figura 5. Albero generale
Un esempio di 3-albero è raffigurato in Figura 5. Come per gli alberi binari, se il numero di nodi è n il numero di rami è n-1.

Una realizzazione immediata di un m-albero consiste nel dimensionare, nella definizione di Nodo, il vettore pfiglio con m puntatori ai figli e nell'utilizzare un indice da 0 a m-1 per individuare un figlio; inoltre la clausola template diventa 'template <class T, card m>'.

E' interessante osservare che gli alberi di ricerca ennari hanno una struttura particolare in cui un nodo può contenere più di un oggetto; in particolare, se un nodo contiene k>0 figli allora esso ha anche k-1 oggetti ordinati O1 < O2 < ... < Ok-1 e, per ogni Oi, 1ik-1, tutti gli oggetti nel sottoalbero i precedono l'oggetto Oi e, a sua volta, Oi precede tutti gli oggetti nel sottoalbero i+1. Un esempio di 3-albero di ricerca è mostrato in Figura 6. Un buon esercizio è definire un albero ennario di ricerca.
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Figura 9. B-albero di grado 4 dopo vari inserimenti
4.3.2 Alberi con Numero Illimitato di Figli

Consideriamo ora il caso più generale in cui il numero massimo di figli non è prefissato a priori. Definiamo quindi un albero generale A è  o una collezione vuota di nodi (albero nullo o vuoto) o una ennupla costituita da un nodo R (detto radice) e da k (k >= 0) (sotto-)alberi A0, A1,..., Ak-1; le radici di tali sottoalberi sono i figli di R che, a sua volta, è il padre di essi.

Definiamo di seguito la classe di alberi generali in cui i figli in un nodo n sono memorizzati come una lista di puntatori; inoltre nel nodo n, oltre al puntatore all'eventuale padre p, viene memorizzato il riferimento a n stesso all'interno della lista dei figli di p.

struct AlberoG<T>::SNodo 

{
T vinfo; // parte informativa

SNodo* ppadre; // puntatore al padre

// posizione del nodo nella lista dei figli del padre 


ElemLista<SNodo*> reListaPadre; 


Lista<SNodo*> pfiglio; // lista dei puntatori ai figli


SNodo( const T& a ): vinfo(a), ppadre(0) {}


~SNodo( ) 


{
ElemLista <SNodo*> e;

for_each_elemL(e,pfiglio)




delete e.info();


}

};

La classe AlberoG è definita di seguito. Dato un albero A della classe, la funzione insFratello inserisce un nuovo figlio AC nella lista dei figli del padre di A, subito prima di A; tale funzione necessita di una semplice modifica della funzione ins di Lista in modo che essa restituisca il riferimento all'elemento inserito. Definiamo ora gli alberi generali adottando una realizzazione di tipo funzionale e, quindi, senza far ricorso a iteratori. La classe degli alberi generali contiene la posizione della radice e le classiche funzioni di utilizzo. Poichè ogni albero A ha una lista di figli, utilizziamo gli operatori della lista per indirizzare ciascuno dei figli. In particolare con Af=A.primoFiglio() posizionamo Af sul primo dei figli di A; Af.succFratello() restituisce l'albero nullo se Af è l'ultimo nodo nella lista dei figli del padre oppure un albero la cui radice è il successivo fratello di Af.
// file alberoG.h

#define ALBEROGH

#include "utilita.h"

template <class T>

class AlberoG 
{
public:

//
FUNZIONI COSTANTI

//
restituisce una copia dell'albero

AlberoG copia ( ) const throws (ErrMem)


{
if ( nullo() ) return AlberoG<T>();



AlberoG<T> AC(radice());



for (AlberoG<T> Af=primoFiglio();!Af.nullo();Af=Af.succFratello())




AC.appendiFiglio(Af.copia());



return AC;


}

//
mostra l'info della radice

const Tinfo& radice ( ) const throws (Nullo)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



return pradice->vinfo;


}

//
restituisce true se la radice è nodo foglia

bool foglia () const throws()


{
return !nullo()&&pradice->pfiglio.vuota();


}

//
restituisce il primo figlio 

AlberoG primoFiglio ( ) const throws(Nullo)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



AlberoG<T> AC;



if ( !pradice->pfiglio.vuota() )




AC.pradice = pradice->pfiglio.inizio().info();



return AC;


}

//
restituisce il successivo fratello nella lista dei figli del padre 

AlberoG succFratello ( ) const throws (Nullo,NoPadre)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



if( padre().nullo() ) throw NoPadre();



AlberoG<T> AC;
   



ElemLista<SNodo*> e = pradice->reListaPadre; e=e.succ();



if ( !e.fine() ) 




AC.pradice = e.info();



return AC;


}

//
restituisce il padre se sottoalbero

AlberoG padre ( ) const throws (Nullo,NoPadre)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



if( padre().nullo() ) throw NoPadre();



AlberoG<T> AC;



AC.pradice = pradice->ppadre;



return AC;


}

//
restituisce true se albero nullo

bool nullo() const throws() {return pradice == 0;}

//
FUNZIONI NON COSTANTI

AlberoG () throws() {pradice = 0;}


AlberoG ( const T& a) throws(ErrMem) {pradice = new SNodo(a);} 

//
inserisce il sottoalbero AC come primo figlio 

void insFiglio ( AlberoG & AC ) throws (Nullo)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



if ( !AC.nullo() ) 



{
pradice->pfiglio.intesta(AC.pradice);




AC.pradice->reListaPadre = pradice->pfiglio.inizio(); 




AC.pradice->ppadre=pradice;



}


}

//
inserisce il sottoalbero AC come ultimo figlio 

void appendiFiglio (AlberoG  & AC ) throws(Nullo)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



if ( !AC.nullo() ) 



{
AC.pradice->reListaPadre=pradice->pfiglio.fine();

pradice->pfiglio.appendi(AC.pradice); 




AC.pradice->ppadre=pradice;



}


}

//
inserisce il sottoalbero AC come figlio precedente ad A nella lista dei 

//
figli del padre di A

const Nodo& insFratello (AlberoG & AC ) throws(Nullo,NoPadre)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



if( padre().nullo() ) throw NoPadre();



if ( !AC.nullo() ) 



{
padre().pradice->pfiglio.ins






(AC.pradice, pradice->reListaPadre);




AC.pradice->reListaPadre = pradice->reListapadre;




pradice->reListapadre = pradice->reListapadre.succ();




AC.pradice->ppadre = padre();



}


}

//
estrai l'albero dai figli del padre

void estrai () throws (Nullo,NoPadre)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



if( padre().nullo() ) throw NoPadre();

padre().pradice->pfiglio.canc(pradice->reListaPadre);



pradice->ppadre=0;


}

//
restituisce l'info della radice come l-value per eventuali modifiche

void modRadice ( const T& a ) throws (Nullo)


{
if( nullo() ) throw Nullo();



pradice->vinfo = a;


}

//
svuota l'albero cancellandone tutti i nodi

void svuota() throws() {delete pradice; pradice = 0;}

//
svuota l'albero ma senza cancellare i nodi

void annulla() throws() {pradice = 0;}

//
TIPI DI ERRORI

class Nullo: public Err<AlberoG<T> > {}; // albero nullo 

class NoPadre: public Err<AlberoG<T> > {}; // senza padre

protected:


struct SNodo; // vedi definizione precedente

SNodo* pradice; // puntatore alla radice

};

endif

La complessità spaziale di AlberoG è (n (K+P)), dove n è il numero di nodi nell'albero, K è la dimensione di un oggetto di tipo Tinfo, e P è lo spazio necessario per memorizzare un tipo indirizzo. Assumendo che K e P siano costanti,  la complessità spaziale diventa lineare in n. La funzione svuota e la funzione copia  hanno complessità (n) mentre le altre funzioni hanno complessità temporale costante. 

L'assegnamento e il costruttore per copia sono quelli di default e, quindi, non effettuano una copia profonda; le realizzazioni funzionali richiedono copie superficiali non solo per il costo ma anche per garantire il funzionamento corretto basato sulla condivisione di informazione tra variabili diverse. Per la stessa ragione il distruttore non svuota l'albero in quanto i suoi nodi potrebbero essere condivisi con un'altro albero. Ovviamente tale condivisione può comportare effetti collaterali da verificare con molta attenzione. 

Esempio 4. Vogliamo costruire e manipolare l'organigramma di una azienda, strutturato come un albero. La radice rappresenta il direttore generale mentre gli altri nodi rappresentano gli altri dipendenti. Ogni dipendente può essere responsabile diretto di un certo numero di altri dipendenti e ogni dipendente è coordinato da un unico responsabile diretto tranne il direttore generale che ovviamente non è coordinato da nessuno. Istanziamo sempre Tinfo con la classe Dipendente  introdotta nell'Esempio 1. 

Il programma presentato di seguito costruisce l'organigramma, poi stampa tutti i dipendenti che non sono responsabili di nessuno (nodi foglia) e, infine, stampa tutti i dipendenti che sono sotto la responsabilità diretta o indiretta di un dato dipendente.

#include "dipendente.h"

#include "alberog.h"

void stampaFoglie( const AlberoG<Dipendente>& );

AlberoG<Dipendente> cercaDipendente( const Dipendente&, 






const AlberoG<Dipendente>& );

void stampaSottoDipendenti( const AlberoG<Dipendente>& );

void main ()

{
Dipendente d, d1;


Albero<Dipendente> at; // albero temporaneo
//
lettura dei dipendenti

cout << "\nInserisci direttore generale\n";


cin >> d; 


AlberoG<Dipendente> albDip(d);


cout << "\nInserisci dipendenti\n";


cin >> d; ;


while ( d.codice > 0 )


{
cout << "codice responsabile? "; 



cin >> d1.codice;



at = cercaDipendente(d1,albDip);



if ( !at.nullo() )



{
at.appendiFiglio(d);




cin >> d;



}



else




cout << "\nResponsabile inesistente\n";


};

//
stampa dei dipendenti foglia

cout << "\nStampa dei dipendenti foglia\n";


stampaFoglie(albDip);


cout << "Fine stampa dipendenti foglia\n";

//
stampa sottodipendenti di un dato dipendente

cout << "codice responsabile? "; 


cin >> d.codice;


at = cercaDipendente(d,albDip);


assert( !r.nullo() );


cout << "\nStampa dei sotto-dipendenti\n";


stampaSottoDipendenti(at);


cout << "Fine stampa sottodipendenti\n";

}

void stampaFoglie( const AlberoG<Dipendente>& A )

{
if ( !A.nullo() )



if ( A.foglia() )




cout << A.radice();



else




for ( AlberoG<Dipendente> At = A.PrimoFiglio();





!At.nullo(); At = At.succFratello() )





stampaFoglie(At);

}

AlberoG<Dipendente> cercaDipendente( const Dipendente& d, 







const AlberoG<Dipendente>& A )

{
if ( A.nullo() || A.radice() == d )



return A;


else


{
AlberoG<Dipendente> Atmp, Af;



Bool nontrovato = VERO;



for ( Af=A.primoFiglio(INIZ);




!Af.nullo() && Atmp.nullo(); 





Af=Af.succFratello() )




Atmp = cercaDipendente(d,Af);



return Atmp;


}

}

void stampaSottoDipendenti( const AlberoG<Dipendente>& A )

{
if ( !A.nullo() )



for ( AlberoG<Dipendente> Af = A.primoFiglio();





!Af.nullo(); Af = Af.succFratello() )



{
cout << Af.radice();




stampaSottoDipendenti(Af);



}

}

Il programma dell'Esempio 4 ha una complessità temporale di (n) dove n è il numero di dipendenti.

Negli alberi generali sono rilevanti tre tipi di visita:

(i)
visita anticipata, in cui viene prima visitata la radice e poi i suoi sottoalberi;

(ii)
visita posticipata, in cui vengono visitati i sottoalberi e poi la radice;

(iii)
visita per livelli, in cui viene visitata la radice (nodo di livello 1), poi i nodi di livello 2 e così via fino ai nodi dell'ultimo livello.

La visita infissanon è significativa.

Esempio 5. Consideriamo l'albero generale in Figura 3. Nella visita anticipata, i nodi vengono scanditi in quest'ordine: 1, 2, 5, 6, 3, 4, 7, 8, 9; nella visita posticipata in quest'ordine: 5, 6, 2, 3, 7, 8, 9, 4, 1; infine, nella visita per livelli in quest'ordine: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
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Figura 3. Albero generale

Presentiamo ora una funzione che effettua la visita anticipata di un albero generale, restituendo la lista dei nodi nell'ordine della visita.

template <class T> 

void visitaAnticipata( const AlberoG<T>& A, Lista<T>& L )

{
if ( !r.nullo() )


{
L.appendi(A());



for ( AlberoG<T> Af=A.primoFiglio(); !Af.nullo(); 




Af=Af.succFratello(); )




visitaAnticipata(Af,L);


}

}

Per richiamare la funzione bisogna accertarsi che L sia inizialmente vuota. Per effettuare una visita posticipata è sufficiente spostare l'istruzione di appendi dopo il ciclo di iterazione.

La scrittura della visita per livelli è più complessa in quanto non è più conveniente utilizzare la ricorsione.

template <class T>

void visitaPerLivelli( const AlberoG<T>& A, Lista<T>& L )

{
if ( !A.nullo() )


{
typedef AlberoG<T> Albero;



Coda<Albero> C;



C.inCoda(A);



while ( !C.vuota() )



{
Albero At = C.fuoriCoda();




L.appendi(At());




for ( AlberoG<T> Af=At.primoFiglio(); !Af.nullo(); 









Af=Af.succFratello(); )





C.inCoda(Af);



}


}

}

Un esercizio interessante è scrivere una versione iterativa della funzione visitaAnticipata:

template <class T>

void visitaAnticipataIt( const AlberoG<T>& A, Lista<T>& L )

{
if ( !A.nullo() )


{
typedef AlberoG<T> Albero;



Pila<Albero> P;



P.inPila(A);



while ( !P.vuota() )



{
Albero At = P.fuoriPila();




L.appendi(At());




// pila ausiliaria per invertire i figli



Pila<Albero> P1; 




for ( AlberoG<T> Af=At.primoFiglio(); !Af.nullo(); 









Af=Af.succFratello(); )





P1.inPila(Af);




while ( !P1.vuota() )





P.inPila(P1.fuoriPila());



}


}

}

Le varie visite di un albero generale hanno complessità (n), dove n è il numero di nodi, in quanto ogni nodo va ritrovato almeno una volta. La funzione visitaAnticipata (e visitaPosticipata che è simile) ha complessità (n) in quanto essa è richiamata (n) volte e per ogni chiamata viene eseguito un numero costante di operazioni. La funzione visitaPerLivelli ha anch'essa una complessità di (n) in quanto l'operazione che più viene ripetuta — C.incoda(Af) all'interno delle due iterazioni — è eseguita tante volte quanti sono i figli nell'albero, cioè n-1 volte. Possiamo quindi dire che le funzioni di visita presentate sono algoritmi ottimi.
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