Capitolo 5

GRAFI

In questo capitolo studieremo i grafi, che rappnem®o associazionafchi) tra oggetti in cui ad
ogni oggetto rfodg sono associati piu oggettiddi adiaceni e, al contrario degli alberi, ogni
oggetto puo essere adiacente di piu di un nodolizxeeemo i concetti piu significativigiafo
orientato e non, cammino, connettivita, ciclicé#&ltri) e mostreremo le due modalita piu comuni
di rappresentazione concreta dei grafi, tste di adiacenza conmatrice di adiacenzanoltre
presenteremo i due principali algoritmiwisita di un grafo (a ventaglio o ampiezza e a scandaglio
o in profonditd) e utilizzeremo tali algoritmi pler risoluzione di alcuni classici problemi su grafi
quali verificare la ciclicita di un grafo, deterraie il numero di componenti connesse, ecc.

5.1 DEFINIZIONI FONDAMENTALI

Un grafo G e costituito da una coppitlA) doveN é linsieme dnodi (o vertici) e A € un insieme
di coppie di nodi, dettarchi, Se gli archi sono coppie ordinatev) allora il grafo e detto
orientatg sev e w coincidono l'arco & chiamatanella Se gli archi sono invece coppie non
ordinate (cioé insiemi)v(w) allora il grafo & dettahon orientatoed, ovviamentey e w non
possono coincidere. | grafi sono rappresentati corf@gura 1; ambedue i grafi nella figura hanno

7 nodi; il grafo orientato ha 9 archi mentre quellm orientato ne ha 8.

Nel seguito, dove non diversamente specificatoymassemo chean sia il numero di nodi en il
numero di archi. Owiamente il numero massimo Hiairc un grafo orientato &2 mentre in un
grafo non orientato é(n-1))/2. In generale quindi vale ma{n2); sem = Q(n?) allora il grafo &
dettodensomentre sen = 0(n) & dettosparso

SiaG un grafo orientato. Se esiste un areg) allora diremo chev e adiacenteav e che larco
escedav edentrain w. Il grado di entratadi un nodov € il numero di archi entranti in esso e il
grado d'uscitae il numero di archi uscenti, cioé il numero ddnadiacenti av. Nella Figura 1a il
nodo 2 ha grado di entrata 2 e grado di uscita 1.
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SiaG un grafo non orientato. Se esiste un akco)(allora diremo ch& ew sono adiacenti e che
guest'arco ¢ lo stesso dellargg. Il gradodi un nodov € il numero di nodi adiacentia Nella
Figura 1b il nodo 2 ha grado 3.

Un camminodav a w in un grafo (orientato o non) € una sequenza chiafistinti (/1,v2),
(v2,v3),..., (W-1,vk) tale chev = v1 ew = v ed halunghezz&-1. Per convenzione si assume che
esiste sempre un cammino da un nodo a se steksghézza 0 (camminiullo). Un cammino &
detto semplicese tutti i nodivy, va,..., vk Sono distinti tranne eventualmentge vk che possono
coincidere; in questo caso il cammino € dettbo. Notiamo che (2,4),(4,5),(5,2) € un ciclo sia nel
grafo di Figura 1a che in quello di Figura 1b merd&r sequenza (1,2),(2,4),(4,5),(5,3),(3,1) € un
ciclo nel grafo di Figura 1b ms non in quello dijiia 1a.

a) Grafo orientato b) Grafo non orientai

Figura 1.Rappresentazione di grafi

La sequenza (1,2),(2,4),(4,5),(5,3),(3,1) e unociebl grafo di Figura 1b ms non in quello di
Figura la.

In un grafo orientato il pit piccolo ciclo ha lure#za 1 (caso di anello) mentre in un grafo non
orientato il piu piccolo ciclo ha lunghezza 3. Lagsima lunghezza di un cammino semplicela
massima lunghezza di un cammino semplice non @idio-1. Un cammino non semplice puo
avere lunghezza illimitata e contiene al suo irdealmeno un ciclo.

Un grafo, orientato o non, @clico se contiene almeno un ciclo di lunghezza maggiorke ed
aciclico altrimenti. | due grafi nella Figura 6 sono ambediclici.

Un grafo non orientato éonnesscse esiste un cammino che collega ogni coppia di. iéna
componente connesgaun insieme massimale di nodi tale che esisteaoimino che collega ogni
coppia di nodi di esso; la collezione delle compneonnesse costituisce una partizione dei nodi
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del grafo. Ovviamente se il grafo € connesso esasarna sola componente connessa. Un nodo
isolato (cioeé non adiacente a nessun nodo) forma una awenp® connessa singoletta. Il grafo in
Figura 1b e connesso; se eliminiamo l'arco (46prafo diventa non connesso ed ha due
componenti connesse; una con i nodi da 1 a 5tealedn i nodi 6 e 7. Ovviamente il sottografo
corrispondente alla seconda componente € aciclico.

Un grafo orientato éortemente connesse per ogni coppia di nodie w esiste un cammino da

aw e daw av; unacomponente fortemente conneggsasemplicementeomponente forjee un
insieme massimale di nodi tale che per ogni cogpmdiv e w esiste un cammino deaw e daw

av. La collezione delle componenti forti costituisgea partizione dei nodi del grafo. Ovviamente
il grafo & fortemente connesso se e solo se esanadaola componente forte. Se un grafo ha una
componente forte con piu di un elemento allorackicol Un grafico é aciclico se e solo se tutte le
componenti forti sono singoletti. Il grafo nellagkira 1a é ciclico ma non fortemente connesso;
esso ha le seguenti 4 componenti forti: {1}, {2,854 {6}, {7}.

Un grafo orientato élebolmente connesse il grafo non orientato ottenuto da esso elindoa
l'orientamento degli archi € connesso. Le compordgetiolmente connesse coincidono con le
componenti connesse del grafo non orientato camidente. Il grafo di Figura 1la € debolmente
connesso in quanto la sua versione non orientetamessa (vedi grafo di Figura 6b).

La chiusura transitivadi un grafo orientat@=(N,A) & un grafo orientat&*=(N,At), tale che un
arco (,j) € inA* se e solo se esiste un cammina dgin G. Poiché se esiste un arcoidg in G
esiste anche un cammino idaj per definizioneA c A*. La chiusura transitiva del grafo di Figura
la si ottiene aggiungendo gli archi (1,4), (1,3)6]), (2,5), (2,3), (2,6),(4,3), (4,2), (5,4), (b,6
(3,2), (3,4), (3,6) piu gli anelli (1,1), (2,2),.(7,7).

La definizione di chiusura transitiva di un grafonnorientato € poca significativa; infatti
otterremmo un arco nella chiusura per ogni coppiedi nella stessa componente.

E' facile ora vedere che un albero e un grafo tatenaciclico tale che un solo nodo (la radice)
non ha archi entranti, gli altri nodi hanno esagata un arco entrante ed esiste un cammino (che
e facile dimostrare essere unico) dalla radiceg altro nodo. Ovviamente un albero € un grafo
orientato debolmente ma non fortemente connesguinghdo gli archi (3,5) e (5,2) dal grafo di
Figura 1a, il grafo diventa aciclico ma non un edbéNon €& possibile rendere tale grafo un albero
attraverso la sola eliminazione di archi. Infatthédo 6 ha due archi entranti per cui non puo
essere un nodo di un albero; questi due archi ngagmo essere eliminati pena la disconnessione
dei nodi 7 e 8. Un albero puo essere ottenuto réindo gli archi (5,2), (3,5), (5,3), (7,6) e
aggiungendo l'arco (6,7).

Un grafo orientato consistente di una collezionalbieri &€ detto unéoresta e ogni componente
debolmente connessa corrisponde ad un albero.nélimo gli archi (5,2), (3,5), (5,3) e (4,6) Il
grafo di Figura 1a diventa una foresta di due alber

Un albero non orientat@ un grafo non orientato connesso ed aciclico. ita scelto uno dei
nodi come radice lalbero orientato diventa l'uswdbero che abbiamo studiato in quanto la radice
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induce un orientamento degli archi. Il grafo didfig 1b non e un albero non orientato perché pur
essendo connesso non é aciclico.

Un albero non orientat&'=(N',A’) & unalbero ricoprentedi un grafo non orientat@ = (N,A) se
N=N'"eA'" < A. Un grafo non orientato ha almeno un albero ricojgree e solo se & connesso.
Eliminando gli archi (1,3) e (4,5) si ottiene ubeab ricoprente del grafo di Figura 1b. Tale grafo
ha altri 10 alberi ricoprenti: ad esempio uno d@sjusi ottiene eliminando gli archi (4,5) e (3,5).

Un proprieta importante € la seguente: un grafoor@ntato connesso € un albero non orientato
se e solo sen = n-1. Questa condizione € necessaria ma non suficiesl caso di grafi orientati
poiché per essi va anche verificata la direziorggi dechi.

Unaforesta non orientat& un grafo non orientato aciclico; ogni componexttenessa del grafo
corrisponde ad un albero. E' facile verificare chegrafo non orientato e una foresta non orientata
se e solo sen=n-k, dovek € il numero di componenti connesse.

5.2 DEFINIZIONE DI GRAFI

5.2.1 Rappresentazione astratta di grafi

Presentiamo di seguito una gerarchia di classirathede la classe astratta di grafo, indipendente
dal tipo di orientamento e di rappresentazionecléssi astratte di grafo orientato e non,
indipendenti dal tipo di rappresentazione, e qoatlassi concrete di grafo, due per i grafi
orientati e due per queli non orientati, che z##ino le due modalitd piu comuni di
rappresentazione: cdiste di adiacenzgper ogni nodo viene memorizzata la lista dei remtli
esso adiacenti) e canatrice di adiacenzéuna matriceM di booleani indicizzata da una coppia di
nodii ej tale cheM[i][j] € VERO se e solo se esiste un arca d@. Di seguito presentiamo la
gerarchia delle classi dei vari tipi di grafo:

Grafao
ListeAd GrafoOr GrafoNOr MatriceAd
GrafoOrL GrafoOrM  GrafoNOrL GrafoNOrM

Le classiGrafo, GrafoO e GrafoNOr sono astratte e permettono di definire funziore h
applicano rispettivamente a grafi generali, graiemtati e grafi non orientati indipendentemente
dalla loro realizzazione e passati per riferimetdane argomenti. Le classisteAde MatriceAd
sono private e sono utilizzate per definire le fonzdi manipolazione per le clasSrafoOrL e
GrafoNOTrL (grafi orientati e non con struttura a liste diaadnza) e le classbrafoOrM e
GrafoNOrM (grafi orientati € non con struttura a liste deadnza). Queste ultime quattro sono le
uniche classi utilizzabili per definire variabili .
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Abbiamo previsto due modalita per accedere aghiatma chiedendo direttamente se esiste un
arco tra due nodi e l'altra scandendo uno dopwol'gli archi adiacenti di un nodonell'ordine
lessicografico, cioéi{,j1) precedeif,j2) sei1<i2 oppurei1=i2 e j1<j2. Pe una tale scansione
definiamo la classérco in modo che il primo arce di un grafoG possa essere restituito con il
comando e=G.primoArcd)’ e i successivi archi siano ottenuti facendoaiigamente eseguire il
comando e=G.succArce) fino a che l'arcoe non diventi nullo; & possibile anche accedere
direttamente al primo arco adiacente a un nodon il comandoe=G.primoAdi)' e i successivi
adiacenti sono ottenuti facendo iterativamente w@eedl comandoe=G.succAde)' fino a che
l'arco e non diventi nullo. La classArco, pur riferendo a una classe astratta, non € ésssaas
astratta nonostante il suo funzionamento, dipemrdéal tipo di realizzazione adottato per il grafo
di riferimento, non sia specificato.

/I file grafo.h

#ifndef GRAFOH
#define GRAFOH
#include "utilita.h"

class grafo; // definita successivamente

class Arco

{ pr ot ect ed:
friend class grafo;
const Grafo* pgr afo;//  grafo di appartenenza
card i, j;/I nodo iniziale e nodo finale
publi c:

I FUNZIONI NON COSTANTI
Arco (): pgrafo(0) {} // costruttore

I FUNZIONI COSTANTI

il restituisce il grafo a cui appartiene |'arco
const Grafo& gr af o() const

{ assert ( pgrafo!=0);
return *pgrafo;
1

il restituisce ‘false’ se |'arco e nullo

bool nullo() const { return pgrafo!=0;}

I versione alternativa a nullo() con cui si puo scriv ere if(a){...}

operator  bool () const {return pgrafo!=0;}

il restituisce il nodo Iniziale dell'arco

friend card i n (const Arco& e)
{ assert (e );

return e.i;
1

il restituisce il nodo finale dell'arco

friend card fin(constArco&e)
{ assert (e);

return e.j;
}

b

Siamo ora pronti a definire la class&rafo. Come gia anticipato, essa € astratta e, quindi,
indipendente dalla possibile realizzazione.

class Grafo
{ pr ot ect ed:
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card vn, vm// numero di nodi e numero di archi

virtual void iniz ()=0;/ inizializzazione
publi c:
I FUNZIONI NON COSTANTI
Gr af o( card nNo = 0): vn(nNo),vm(0) {}
dl inserisce o elimina (i,])) a secondo se b e true o f alse
virtual void operator()(cardi, card|, boolb)=0;
i elimina tutti gli archi
virtual void svuota ()=0;
i assegnamento
Grafo& operat or = ( const Grafo& GC))
{ if ( this == &GC ) return *this;

assert (n() == GC.n() );
if(n)==0)
init( GC.n() );
else
svuota();

Arco e;

for (e = GC.primoArco(); 'e.nullo(); e = GC.succArc o(e))

operator() (in(e),fin(e),true);

return *this;

Hl fissa il numero di nodi per un grafo nullo
void init (cardnNo)
{ assert (vn==0); // il grafo deve essere nullo!
vn = nNo;

if (vn>0) iniz();

h

i FUNZIONI COSTANTI
card n() const{return vn;}; // restituisce il numero di nodi
card m) const {return vm;} // restituisce il numero di archi

Hl restituisce vero o falso se l'arco (i,j) e nel graf 0 0 meno

virtual bool operator() (cardi,cardj)=0;

/] restituisce il primo arco nell'ordine lessicografic 0

virtual Arco pri moArco ()const=0

Hl restituisce I'arco successivo a 'e' nell'ordine les sicografico

virtual Arco succAr co (const Arco& e ) const=0

Hl restituisce il primo arco adiacente al nodo 'i' nel I'ordine lessicograf.

virtual Arco prinmoAd (cardi) const=0

il restituisce |'arco adiacente al nodo i successivo a '‘e' nell'ordine

virtual Arco succAd ( const Arco& e ) const =0
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Esempio 1. Scriviamo una funzione che, dato un grafo, rastiguper ogni nodo il numero di nqdi
adiacenti. Cioe questa funzione calcola il gradoiascun nodo nel caso di grafi non orientatije il
grado di uscita di ciascun nodo nel caso di gradinbati.

Vettore<card> numAdiacenti( const Grafo& G )
{ Vettore<card> grado(1,G.n());
for (card i =1;i <= G.n(); i++)
{ Arco e; grado[i] = 0;
for (e = G.primoAd(i); !e.nullo(); e = G.succAd(e )
grado[i]++;

return grado;

La stessa funzione puo essere riscritta nel segueoto

Vettore<card> numAdiacenti( const Grafo& G )
{ Vettore<card> grado(1,G.n());
for (card i =1;i <= G.n(); i++)
{ grado[i] = 0;
for (card j=1;j<=G.n(); j++)
it(Ga))
grado[i]++;

return grado;

}

Le due funzioni sono utilizzabili con qualunqueotipi grafo, orientato o non, e qualunque

realizzazione, liste o matrice di adiacenza comdrerao tra poco. Tuttavia non € possibile
effettuare un'analisi di complessita senza farimiento a una particolare realizzazione.

Suddividiamo ora il concetto di grafo nelle sue dwsioni, orientato e non, attraverso la
definizione di due corrispondenti sottoclassi:

class GrafoOr: public virtual Grafo {};

class GrafoNO: public virtual Grafo{};

bY

La clausola "virtual' e stata introdotta poicheaesara necessaria allorquando introdurremo i grafi
pesati. Anche gueste due classi sono astratteyp@on possono essere usate come tipo di una
variabile se non negli argomenti di una funzionespéi per riferimento; esse sono state definite
per permettere di scrivere funzioni che siano eseudi uno dei due tipi di grafo.
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Esempio 2. Scriviamo una funzione che dato un grafo orientastituisce il grafo non orienta
ottenuto da esso eliminando l'orientamento deghiar

void disOrienta( const GrafoOr& G, GrafoNOr& G1)
{ assert (G.n() ==G1.n());

G1.svuota();

for (cardi=1;i<=G.n(); i++)

for(card j=1;j<=G.n(); j++)
if(GGii))
G1(i,j,true);

}

PoichéGrafoNOr e una classe astratta non & possibile definjigib G1 nel corpo della funzione

e poi restituirlo come argomento di ritorno.

La seguente versione della funzione "disOrientad' faouso delloperator®(i,)):

void disOrienta( const GrafoOr& G, GrafoNOr& G1)
{ assert (G.n() ==G1.n());

G1.svuota();
for (cardi=1;i<=G.n(); i++)
{ Arco €;
for (e = G.primoArco(); le.nullo(); e = G.succArc o(e))

G1(in(e),fin(e),true);
}

In effetti la procedura precedente € gia compredia definizione delloperatore di assegnams
per cui, per “disorientare” un grafo, é sufficiestegivere.G1 = G.

La seguente funzione determina il grado di entlataascun nodo:

Vettore<card> gradoEntrata( const GrafoOr& G )
{ Vettore<card> grado(1,G.n()); Arco e;

inizializzaVettore(grado,0) // azzera tutti gli elementi di grado
for (e = G.primoArco(); 'e.nullo(); e = G.succArco ()
grado[fin(e)]++;

return grado;

5.2.2 Rappresentazione di Grafi con Liste di Adiacenza

o

nto

Un primo modo di rappresentare un grafo e attraverdiste di adiacenza, cioé per ogni nodo
viene memorizzata la lista dei nodi adiacenti. Quewodo risulta particolarmente efficace

soprattutto nel caso di grafi sparsi, dowe= O(n), in quanto, essendo rappresentati solo gli archi
presenti, la complessita spazialee@m) = @(n). Per grafi densi la complessita spaziale della

rappresentazione con liste di adiacenzgng) = o(n?).
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Cominciamo col definire la struttura a lista dia#inza. In essa introduciamo il vettore adiacenti
di liste di adiacenza. Le varie funzioni sono mzte attraverso opportune operazioni su liste.
Abbiamo scelto le liste ordinate per poter scandirarchi in ordine lessicografico e per gestire
piu efficacemente la rimozione di eventuali dugiicRer rendere piu efficiente le funzioni di
accesso agli archi tramite gli operatori '()', abfw introdotto un riferimento per ciascuna lista
che memorizza lultimo elemento adiacente del noddilizzato dagli operatori. Per poter
aggiornare tale riferimento nella funzione costaamen, dobbiamo definire un alias non costante
per il riferimento.

/I file listead.h
#ifndef LISTAADH
#define LISTAADH
#include "listaord.h"
#include "grafo.h"
#include "vettore.h"
cl ass ListeAd

{ pr ot ect ed:
typedef ListaOrd<card> Adi acenti ;
Vettore<Adiacenti> adi acenti;/l  vettore di liste di adiacenza
typedef IteratoreLista<card>* plteratori;
Vettore<plteratori> it;

void  pri noAd( card i, card& j) const
i=0;
it[i]->vailnTesta();
if (Mit[i]->isNull() )
{/llalista di adiacenti non & vuota
j= it[i]->getCurrentValue();

}
void succAd( card i, card& j) const
{ j=0;
itli]l->moveNext();
if (it[i]->isNull())
j = it[i]->getCurrentValue();
}
void modAr co( card i, card j, bool b))
/I si potrebbe fare in modo piu’ efficiente, modifican do gli iteratori
{ if(b)
it[i].inserisciOrdinato(j);
else
it[i].cancella());
}
bool arco(cardi, cardj) const
/I sipotrebbe fare in modo piu’ efficiente, modifican do gli iteratori
{ return itfi].cerca();

void svuot a()
{ for (card i = 1; i <= adiacenti.n(); i++)
{ adiacenti[i].svuota();
it[i].vailnTesta();
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void init(cardnNo)
{ adiacenti.init(1,nNo);
it.init(1,nNo)
for (card i=1; i<=nNo; i++)
itlil=new lteratoreLista<card>(adiacenti[i]);

Li steAd() {};

~Li st eAd()

{ for (card i=1; i<=n(); i++)
delete it[i];

}

h

Presentiamo ora la classe dei grafi orientati eppresentazione a liste di adiacenza:

/I file grafoorl.h
#ifndef GRAFOORLH
#define GRAFOORLH
#include "grafo.h"
#include "listead.h"
class GrafoOrL: public GrafoOr, private ListeAd
{ publi c:
Arco prinoArco () const
{ Arco et; et.j=0 ;
for (eti =1, et.i<=n() && et.j==0; et.i++)
ListeAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;

return et;
Arco succAr co( const Arco& e ) const
{ assert (e);

assert ( e.pgrafo == this);

Arco et = g;

eti=el; etj=e];
ListeAd::succAd(et.i,et.j);
if (et,j==
for (et.i = e.i+1; et.i<=n() && et.j==0; et.i++ )
ListeAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

Arco prinoAd(cardi) const
{ assert (i>=1&&i<=n());
Arco et;
eti=i etj=0;
ListeAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;

return et;
}
Arco succAd( const Arco& e ) const
{ assert (e);

assert (e.pgrafo == this );

Arco et = g;

eti=el;etj=ej;

ListeAd::succAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

void operator()(cardi, cardj, boolb)
{ assert (i>=1&&i<=n()&& j>=1 && j<=n() );
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bool esistearco = arco(ij);
if ( (lesistearco && b) || (esistearco && b))
{ modArco(i,j,b);

if (b)) vm++ else vm--;

bool operator() (cardi, cardj) const
{ assert (i >=1 && i<=n() && j>=1 && j<=n());
return arco(i,j);

void svuot a() {ListeAd::svuota(); vm = 0;}
GrafoOrL  oper at or = ( const Grafo& G)
{ Grafo::operator=(G); return *this;

}Gr af oOr L( card nNo = 0 ):Grafo(nNo) { ListaAd::init(n()); }

Poiché la classe di ba§rafo & stata dichiarata "virtual", il suo costruttorgdpessere chiamato
direttamente anche s€rafoOrL & derivata da essa indirettamente attravegsafoOr. |
costruttore diGrafoOrL ha complessita®(n). La funzione svuota e loperator "=" hanno
complessita(max(,m)). Poiché in generala = (n), ®(maxn,m)) € uguale @(m). D'ora in poi
assumeremo chm = Q(n); in effetti un grafo che non rispetti tale vinea@ ben raro — significa
che ha un numero costante o sublineare di archidue versioni delloperatore "()" hanno
complessita costante nel caso migliore e compdessit) nel caso peggiore. Nel caso medio la
complessita varia da costante per i grafi spa@s(rd per i grafi densi. Tutte le altre funzioni
hanno complessita costante.

E' interessante ora valutare una volta per tuttemaplessita della seguente porzione di codice che
scandisce gli adiacenti di un nodim un grafo orientato con struttura a liste di adiza:

for (card j = 1; j <= G.n(); j++)
T () 0 G(ij,b)

PoichéG(i,j) ha complessita(n) nel caso peggiore e il ciclo € ripetutavolte, sembrerebbe che

la complessita nel caso peggiore a@?). Questo non & vero! Infatti, grazie alla presetden
riferimenti interni delle liste di adiacenza, laaica parte dallultimo adiacente trovato senza
ritornare mai allinizio della lista. Pertanto langplessita nel caso peggiore (e ovviamente anche
nei casi migliore e medio) @(n). La scansione degli adiacenti di un nodo puoresstettuata
anche con la seguente porzione di codice:

for (e = G. prlmoAd(|) le.nullo(); e = G.succAd(e))
...... I utilizzo dell'arco uscente dal nodo i

che ha una complessit{k) dove k & esatttamente il numero di adiacentj ger cui tale tipo di
scansione risulta piu efficiente. Ripetendo la sare per ogni nodo,riusciamo a scandire tutti gli
archi in tempa(maxp,m). La stessa complessita si ha utilizzando litre

for (e = G.primoArco(); 'e.nullo(); e = G.succArco( e))
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Per scandire i nodi entranti in un nodo non e pdssutilizzare literatore del grafper cui
bisogna ricorrere a questa porzione di codice:

for(cardj=1;j<=G.n;j++)
.. G(,i)...
Poiché la ricerca avviene sulle liste di adiacet&ienodij, la complessita db(j,i) va moltiplicata

pern, cioé éo(n?) nel caso peggior&(n) nel caso migliored(n) nel caso medio per grafi sparsi
e®(n?) nel caso medio per grafi densi.

Esempio 3. Consideriamo la seguente funzione nel caso sianeligapassando come argomento
un grafo orientato con struttura a lista:

Vettore<card> XX( const GrafoOr& G )
{ Vettore<card> x(1,G.n());
for (card i =1;i <= G.n(); i++)
{ x[i] = 0;
for (j=1;j<=G.n(); j++)
it (GG.0))

X[i]++;

return x;

}

Il ciclo piti interno ha complessit&(n?) nel caso peggiore; per cui moltiplicando pel numero
di iterazioni del ciclo pit esterno, si ottiene dhecomplessita della funzionea&n3) nel casd
peggiore. Nel caso migliore &n?) e nel caso medio varia @gn?), grafi sparsi, a&(n3), grafi
densi.

Consideriamo ora la seguente funzione:

Vettore<card> YY( const GrafoOr& G )
{ Vettore<card> x(1,G.n());
for (card i =1;i <= G.n(); i++)
x[i] =0;
for (card i =1;i <= G.n(); i++)
for (j=1;j<=G.n(); j++)
it (G(ij))
X[j]++;

return x;

}

Questa volta il ciclo piu interno ha una compl@ssitn) per cui moltiplicando per il numero di
iterazione si ottiene che la funzione ha compksgin?) nei tre casi.

Le due funzioni calcolano i gradi di entrata dedindi un grafo cosi come la funzione riportata
nellEsempio 2. La complessita di quest'ultima ioime per il caso di un grafo orientato con listg di
adiacenza ©(m), cioe essa € l'algoritmo ottimo.
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Passiamo ora alla rappresentazione dei grafi naentati attraverso liste di adiacenza. La
realizzazione € del tutto uguale a quella dei gnadintati tranne che nel costruttore in cui bisogn
indicare che si tratta di grafo non orientato. banplessita delle funzioni non varia.

/I file grafonorl.h
#ifndef GRAFONORLH
#define GRAFONORLH
#include "grafo.h"
#include "listead.h"
class GrafoNOrL: public GrafoOr, private ListeAd
{ publi c:
Arco prinoArco()
{ Arco et; et.j=0 ;
for (eti =1, et.i<=n() && et.j==0; et.i++)
ListeAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;

return et;
}
Arco succAr co( const Arco& e ) const
{ assert (e);

assert ( e.pgrafo == this );

Arco et = g;

eti=el;etj=ej;
ListeAd::succAd(et.i,et.j);
if(etj==0)
for (et.i = e.i+1; et.i<=n() && et.j==0; et.i++ )
ListeAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

Arco prinoAd(cardi) const
{ assert (i>=1&&i<=n());
Arco et;
eti=i etj=0;
ListeAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

Arco succAd( const Arco& e ) const
{ assert (e);
assert ( e.pgrafo == this );
Arco et = g;
eti=e.l;etj=ej;
ListeAd::succAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

void operator()(cardi, cardj, bool b)
{ assert (i>=1&& i<=n() && j>=1 && j<=n() );
bool esistearco = arco(i,));
if ((lesistearco && b) || (esistearco && b))
{ modArco(i,j,b); modArco(j,i,b);
/I N.B. Nel caso di grafo non orientato va modificato sia
/I (ij) che (j,i) !
if (b) vm++ else vm--;

bool operator () (cardi, cardj)
assert (i >=1 && i<=n() && j>=1 && j<=n() );
return arco(i,j);



Modulo Algoritmi e Strutture Dati—Unita 3Bozza del novembre 14, 2007) Pag. 3.14

void svuot a() {ListeAd::svuota(); vm = 0;}
GarfoNOrL  oper at or = ( const Grafo& G )
{ Grafo::operator=(G); return *this;

\ }Gr af oNOr L( card nNo = 0): Grafo(nNo) { ListaAd::init(n());}

—

Esempio 4. Consideriamo le due funziomumAdiacentidellEsempio 1Nel caso di grafi co
struttura a liste di adiacenza, la prima versionaumAdiacenti ha complessite&(m) mentre 19

seconda versione ha complessita?).

5.2.3 Rappresentazione di Grafi con Matrici di Adiacenza

Un secondo modo di rappresentare un grafo & att@vmatrice di adiacenza; cioé per ogni
coppia di nodii(j) viene memorizzato vero o falso a secondo seaekssto {(,j) o meno. La

complessita spaziale della rappresentazione corcemai adiacenza @(n?).

Definiamo per prima la classe privadthatriceAd La rappresentazione e notevolmente semplificata
rispetto a quella con liste di adiacenza.

/I file matrad.h
#include "matrsimm.h"
cl ass Matri ceAd

{ pr ot ect ed:
const bool eOientato;
Matrice<bool> ar chi ; // matrice di adiacenza
pr ot ect ed:
void  pri noAd(card i, card& j) const
{ j=0;

bool trovato=false;
for ( card k = 1; k<=archi.n() && !trovato; k++)
if (archi(i,k) )
{j = k; trovato=true;}

void succAd(cardi, card&j) const
{ card k=j+1; j=0;
while( k<=archi.n() && j == 0)
{ if (archi(i,k)
i=k
k++;

}

void modAr co( card i, card j, bool b))
{ archi(i,j) = b;

bool arco(cardi, cardj) const

{ return archi (i,j);

}

void svuot a()

{ for (card i = 1; i <= archi.n(); i++)
{ card k;

if (eOrientato) k=i;
else k=archi.n();
for(cardj=1;j<=k; j++)
archi(i,j) = false;
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}

void init(cardnNo)
{ archi.init (1,nNo,1,nNo);
svuota();

Mat r i ceAd(bool orientato = true ): eOrientato(or), archi() { }
~Mat ri ceAd() {delete archi;}

I3
Presentiamo ora la classe dei grafi orientati e@presentazione a matrice di adiacenza:

/I file grafoorm.h
#ifndef GRAFOORMH
#define GRAFOORMH
#include "grafo.h"
#include "matrad.h"
class GafoOM public GrafoOr, private  MatriceAd
{ publi c:
Arco prinoArco()
{ Arco et; et.j=0;
for (et.i = 1; et.i<=n() && et.j==0; et.i++)
MatriceAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;

return et;
}
Arco succArco(const Arco& e)
{ assert (e);
assert ( e.pgrafo == this);
Arco et;

eti=el;etj=ej;
MatriceAd::succAd(et.i,et.j);
if(etj==0)
for (et.i = e.i+1; et.i<=n() && et.j==0; et.i++ )
MatriceAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

Arco prinoAd(cardi) const
{ assert (i>=1&&i<=n());
Arco et;
eti=i etj=0;
MatriceAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;

return et;
Arco succAd( const Arco& e)
{ assert (e);
assert ( e.pgrafo == this );
Arco et;

eti=e.l;etj=ej;

MatriceAd::succAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

void operator()(cardi, cardj, bool b)
{ assert (i >=1 && i<=n() && j>=1 && j<=n() );
bool esistearco = arco(i,));
if ((lesistearco && b) || (esistearco && !b) )
{ modArco(i,j,b);
if (b) vm++ else vm--;
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}

bool operator() (cardi,cardj)
{ assert (i >=1 && i<=n() && j>=1 && j<=n() );
return arco(i,j);

void svuot a() {MatriceAd::svuota(); vm=0;}
GrafoOrL  oper at or = ( const Grafo& G)
{ Grafo::operator=(G); return *this;

}
Graf oO M card nNo = 0 ): Grafo(nNo), MatriceAd(true)
{ MatriceAd::init(nNo); }

h

Anche in questo caso e richiamato direttamentedtrattore diGrafo. Tutte le funzioni hanno
complessita costante tranne:

« il costruttore, l'operatore "=tn e svuota che hanno complessit§n?);

* le funzioni primoArco e succArco che hanno complessita costante nel caso migliere,
complessit®(n2) nel caso peggiore; nel caso medio la complegaiia da costante per i grafi
densi ad(n?) per i grafi sparsi.

* le funzioniprimoAde succAd che hanno complessita costante nel caso migkocemplessita
®(n) nel caso peggiore; nel caso medio la complegaita da costante per i grafi dens ()
per i grafi sparsi.

Consideriamo le varie modalitd di scandire gli edi di un nodoi di un grafo con
rappresentazione a lista:

for (card = 1;j <= G.n(); j++)
. G(1))).-..

for (e = G. prlmoAd(|) le.nullo(); e = G.succAd(e))
...... I utilizzo dell'arco uscente dal nodo i

for (card j = 1; j <= G.n(); j++)
.. G(,0)...

La complessita delle tre modalita con la rappressmbe a matrice di adiacenza e la stessa nei tre
casi, cioea(n) . Cio significa che nella scansione degli archirigrafo e la stessa cosa dal punto
di vista dell'efficienza accedere a tutti i podisduichi o utilizzare literatore. Poiché questo
modalita e piu efficiente nel caso di uso di lisieadiacenza, adotteremo questa modalita nel
descrivere algoritmi generici in cui non si famifieento alla particolare realizzazione.

Esempio 5. Consideriamo le due funzioKiXe YYdellEsempio 3Nel caso di grafi con struttura a
matrice di adiacenza, ambedue le funzioni hannopssitan(n?).

Concludiamo l'analisi dei grafi con la rappreseitaz dei grafi non orientati realizzati con matrice
di adiacenza. La simmetria degli archi permettezelbadoperare una rappresentazione della
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matrice di adiacenza tramite una piu compatta oggimmetrica. Nonostante il risparmio di quasi
meta dello spazio, la complessita spaziale rimagamunque(n?).

/I file grafonom.h
#ifndef GRAFONORMH
#define GRAFONORMH
#include "grafo.h"
#include "matrad.h"
class GafoNOrM public GrafoNOr, private MatriceAd
{ publi c:
Arco pri noArco() const
{ Arco et; et.j=0;
for (card i = 1; i<=n() && et.j==0; i++)
{ et.i=i;
MatriceAd::primoAd(et.i, et.j);

}
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

Arco succAr co( const Arco& e ) const
{ assert (e);
assert ( e.pgrafo == this);
Arco et; et.i = e.i; et = e.j;
MatriceAd::succAd(et.i,et.j);
if(etj==0)
for (card i = e.i+1; i<=n() && et.j==0; i++)
{ et.i=i;
MatriceAd::primoAd(et.i, et.j);

}
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

Arco prinoAd(cardi) const
{ assert (i>=1&&i<=n());
Arco et; et.i=i; et.j=0;
MatriceAd::primoAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

Arco succAd( const Arco& e ) const
{ assert (e);
assert ( e.pgrafo == this);
Arco et; et.i = e.i; et = e.;
MatriceAd::succAd(et.i, et.j);
if (et.j!=0) et.pgrafo = this;
return et;

void operator()(cardi, cardj, boolb)
{ assert (i>=1&& i<=n() && j>=1 && j<=n() );
bool esistearco = arco(i,));
if ((lesistearco && b) || (esistearco && b))
{ modArco(i,j,b); modArco(j,i,b);
if (b) vm++; else vm--;

bool operator() (cardi,cardj)
assert (i >=1 && i<=n() && j>=1 && j<=n() );
return arco(i,j);

void svuot a() {MatriceAd::svuota(); vm = 0;}
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GrafoOrL  oper at or = ( const Grafo& G)
{ Grafo::operator=(G); return *this;

}
Gr af oNOr M card nNo = 0 ):Grafo(nNo),MatriceAd(false)
{ MatriceAd::init(nNo); }

b

La complessita delle varie funzioni non varia rispea quella delle omonime funzioni per i grafi
orientati con matrice di adiacenza.

Esempio 6. Consideriamo le due versioni dumAdiacentdellEsempio 1Nel caso di grafi co
struttura a matrice di adiacenza, ambedue le vérdsimno complessité(n?2).

—
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5.3ALGORITMI SU GRAFI

5.3.1 Viste di Grafi

Un problema di base nei grafi & visitare tutti idhoaggiungibili da un dato nodsg, cioé
determinare tutti i nodiv per cui esiste un cammino daw. Ci sono due modalita fondamentali
di effettuare una visita in un grafo:

() visita a ventaglip anche dettan ampiezzain cui sono visitati inizialmente tutti i nodi
adiacenti al nodo di partenza e, successivameaot® gisitati gli adiacenti al nodo che é
stato visitato per prima e i cui adiacenti non gigia stati tutti visitati (essa corrisponde alla
visita per livelli);

(i) visita a scandaglip anche dettan profondita in cui e visitato un nodo alla volta,
scegliendolo tra gli adiacenti al nodo visitato péimo i cui adiacenti non siano gia stati
tutti visitati (essa corrisponde alla visita anqatia).

Esempio 7. Consideriamo il grafo di Figura 2. Nella visitavantaglio a partire dal nodo|1
vengono Vvisitati i nodi 2, 6 e 7, poi il nodo 3,iponodo 4 e infine il nodo 5. Nella visita|a
scandaglio invece vengono visitati i nodi nellosdil, 2, 3, 4,5, 6 e 7.

SN

Figura 2.Grafo orientato

Scriviamo ora le due funzioni di visita in modo csi@no utilizzabili per un grafo generico,
orientato e non, con rappresentazione a liste oawiaa di adiacenza. Per come abbiamo
organizzato le varie classi di grafo, & sufficieutiézzare la classe astrat@xafo.

Cominciamo con la visita a ventaglio. La funziomstituisce un vettore di booleani in cui un
elementa é 'true’ se e solo se esso e raggiungibile dal wod
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Vettore<bool> vi si t aVent agl i o( const Grafo& G, card v)
{ assert(G.n()=0);
Vettore<bool> visitato(1,G.n());
for (card i=1; i<=visitato.n(); i++)
{ visitato[i]=false;
Coda<card> C;
/I visita e incoda v
C.inCoda(v);
while (!C.vuota() )
{ i = C.fuoriCoda();
/I valuta(i); QUI VA LA FUNZIONE DI VALUTAZIONE DEL NO DO
visitato[v] = true;
Arco e;
/[ visita e incoda tutti gli adiacenti di i
for (e = G.primoAd(i); !e.nullo(); e = G.succAd(e)) I
if (visitato[fin(e)] ) I
C.inCoda(fin(e)); I

return visitato;

}

La complessita del problema della visita a ventalg complessité(m) poiché dal nodo iniziale
potrebbero essere raggiungibili tutti i nodi e ¢tasre di prendere in considerazione un arco
potrebbe impedire di raggiungere qualche nodo.dmptessita della funzione dipende dal blocco
di istruzioni indicate con asterisco. Esse songu@tz0o(n) volte, doven € il numero di nodi.

Nel caso di grafo con matrice di adiacenza, il bioasteriscato ha complessiign); pertanto la
complessita della funzione @(n?) che corrisponde &(m) solo nel caso di grafi densi; in
particolare la complessitae&n?) nel caso peggiore e medi®é) nel caso migliore.

Nel caso di grafo con liste di adiacenza, il bloesteriscato € eseguiti(ky) volte doveky € il
numero di adiacenti del nodo Poiche il blocco é ripetuto al piu per ogni nodie grafo, la
complessita &

0D k) =0(m)

cioé lalgoritmo e ottimo in questo caso. In partdce abbiamo che la complessita nel caso
peggiore e medio &(m) mentre nel caso migliorea1).

L'algoritmo puo® essere riscritto sostituendo atbto di istruzioni indicate da "//*" dal seguente
blocco:
for (card j=1;j<=G.n();j++)

if ( G(i,j) && !visitato[j] )
C.inCoda(j);

Con questa variazione, la complessita rimafmé) nel caso di grafo a matrice di adiacenza mentre
passa da(m) ao(n?) nel caso di grafo a liste di adiacenza.

Di seguito presentiamo una funzione di visita ataglio che restituisce anche la lista dei nodi
visitati nella sequenza di visita:
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Vettore<bool> vi sitati Ventagli o( const Grafo& G, card v, Lista<card>& L )
assert (G.n()!=0);
L.svuota();
Vettore<bool> visitato(1,G.n());
for (card i=1; i<=visitato.n(); i++)
{ visitato[i]=false;}
Coda<card> C;
C.inCoda(v);
while (!C.vuota() )
{ card i = C.fuoriCoda();
visitato[v] = true;
L.appendi(fin(e));
Arco e;
for (e = G.primoAd(i); !e.nullo(); e = G.succAd(e )
if (lvisitato[fin(e)] )
C.inCoda(fin(e));

return visitato;

}

Scriviamo ora la funzione della visita a scandadlioessa la coda va sostituita da una pila per
realizzare il diverso ordine di visita. Inoltreassa gli adiacenti di un nodo vanno scanditi ulzo al
volta e non in blocco come per la visita a ventagli

Vettore<bool> vi si t aScandagl i o( const Grafo& G, card v)
{ assert (G.n()!=0);
Vettore<bool> visitato(1,G.n());
for (card i=1; i<=visitato.n(); i++)
{ visitato[i]=false;}
Stack<Arco> P;
visitato[v] = true; // visita v
/I inpila il primo adiacente di v
P.push(G.primoAd(v));
while ('P.vuoto() )
{ I estrae il primo arco dalla pila
Arco e = P.pop();
if ('e.nullo() )
{ I inpila il successivo adiacente
P.push(G.succAd(e));
if ( lvisitato[fin(e)] )
{ visitato[fin(e)] = true; // visita fin(e)
I inpila il primo adiacente di fin(e)
P.push(G.primoAd(fin(e));

}

return visitato;

}

La complessita della funziongsitaScandaglialipende dal numero di volte che e ripetuto ilaicl
while. Nel caso di grafo a matrice di adiacenz& énentre nel caso di grafo a liste di adiacenza &
m. Pertanto le rispettive complessita s@r{a2) e &(m).
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Di seguito presentiamo una versione ricorsiva dedita a scandaglio:

void visitaScandaglioRic1( const Grafo& G, card v, Vettore<bool>& visitato )
{ visitato[v] = true;

/I valuta(v)

Arco e;

for (e = G.primoAd(i); 'e.nullo(); e = G.succAd(e) )

if (lvisitato[fin(e)] )
visitaScandaglioRic1(G,fin(e),visitato);

}

Vettore<bool> visitaScandaglioRic( const Grafo& G, card v)
{ assert (G.n()!=0);

Vettore<bool> visitato(1,G.n());

for (card i=1; i<=visitato.n(); i++)

{ visitato[i]=false;}

visitaScandaglioRic1(G,v,visitato);

return visitato;

}

Utilizzando uno dei due tipi di visita & possibiisolvere un problema rilevante in un grafo
orientato e non: la ricerca di un cammino tra dodi.nQuesto problema e facile nel senso che é
risolvibile in tempo polinomiale ma attenzione aéhproblema di ricercare tutti i cammini tra due
nodi non lo e poiché il numero di cammini potrelelssere uguale a

n-1
D> (n-i)!
i=2
che & un numero esponenziale in quamte ®(n") per la nota formula di Stirling:
ni~y2znn"e"
Per ricercare un cammino dal nodal nodow viene effettuata una visita a partire\dehe viene
arrestata non appena si arriva al neddDurante la visita, viene memorizzato per ogniaad

visitato, il nodox di cui esso €& adiacente (nodo precedente); uta ginti suw, si passa al suo

precedente, da questo al suo precedente finoraai®a v, costruendo cosi un cammino tra i due
nodi.

bool trovaCamm no( const Grafo& G, card v, card w, Lista<card>& camm ino)
{ assert (G.n()!=0);
cammino.svuota(); //per assicurarsi di partire con un cammino vuoto

Stack<Arco> P;

Vettore<card> precedente(1,G.n());

inizializzaVettore(precedente,0);

precedente[v] = v;

P.push(G.primoAd(Vv));

bool trovato = (v == w);

while ('P.vuoto() && !trovato )
Arco e = P.pop();

if

I{ (e) trovato = (fin(e) == w);
if (trovato) precedente[w]=in(e);
elsef

P.push(G.succAd(e));
if ( precedente[fin(e)] ==0)
{ precedente[fin(e)] = in(e);
P.push(G.primoAd(fin(e));
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}
}
if (trovato )
{ card u;
do
{ cammino.addinTesta(w);
u=w;

w = pref:edente[w];
}
while (u!=v);

return trovato;

}

La funzionetrovaCamminoha complessit®(n?) e ©(m) rispettivamente nei casi di grafo a
matrice e a lista di adiacenza. Infatti la partegiagtiva di codice rispetto alla funzione
visitaScandaglionon e altro che la creazione di una lista conitahpelementi che é ovviamente
effettuata in temp@(n) per cui la complessita delle due funzioni noriazar

La seguentéunzione verifica semplicemente l'esistenza diammino tra due nodi:
bool esi st eCanm no (const Grafo& G, card v, card w)

{ assert (G.n()!=0);
Stack<Arco> P;
Vettore<bool> visitato(1,G.n());
inizializzaVettore(visitato, false)
visitato[v] = true;
P.push(G.primoAd(Vv));
bool trovato = (v == w);
while ('P.vuoto() && !trovato )
{ Arco e = P.pop();

i

f(e)
{ trovato = (fin(e) == w);
if ('trovato )
P.push(G.succAd(e));
if (visitato[fin(e)] )
visitato[fin(e)] = true;
P.push(G.primoAd(fin(e));
}

return trovato;

}

La funzione ha owviamente la stessa complessita fleizionevisitaScandaglip cioé ®(n2) e
®(m) rispettivamente nei casi di grafo a matrice ista di adiacenza.

5.3.2 Algoritmi su Grafi Non Orientati

Un utilizzo importante della visita di un grafo nonientato & nella risoluzione del problema di
verificare se il grafo sia connesso o0 meno. Asafgpo e sufficiente visitare il grafo a partireuha
nodo arbitrario, ad esempio il nodo 1, e verificelne siano stati visitati tutti i nodi del grafo.

bool eConnesso( const GrafoNOr& G)
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{ assert (G.n()!=0);
Vettore<bool> raggiunto = visitaVentaglio(G,1);
bool connesso = true;
for (card i =1;i <= G.n() && connesso; i++ )
if ('raggiuntol[i])
connesso = false;
return connesso;

}

Ovviamente avremmo potuto usare la funziomg@taScandaglioal posto divisitaVentaglio
L'analisi di complessita coincide con quellaviditaVentaglio cioé o(n?) e o(m) rispettivamente
nei casi di grafo a matrice e a lista di adiacenza.

La seguente funzione verifica se un grafo non tatensia un albero o meno :
bool eAlbero( const GrafoNOr& G )

{ assert (G.n()!=0);
} return (eConnesso(G)) && (G.m() == G.n()-1);

Ancora una volta la complessit®n?) e ©(m) rispettivamente nei casi di grafo a matrice ista |
di adiacenza.

a) Grafo ciclico b) Grafo aciclico

Figura 3.Grafi orientati

5.3.3 Algoritmi su Grafi Orientati

Una prima e fondamentale applicazione della vigéril caso di grafi orientati € nella verifica se
€ss0 sia aciclico o meno. Sappiamo che un gragmtatio € aciclico se e solo se non ci sono cicli
di lunghezza maggiore di uno. Definiamo la segueekezione "«" tra i nodi del grafo: dati due
nodi distintiv ew, v « w se esiste un cammino #laaw. Allora possiamo affermare che un grafo
orientato € aciclico se e solo la relazione "«h@isanmetrica cioé non esistono due noéiw tali
chew«w ew « V. Quindi il grafo € aciclico se e solo se é poksitheterminare una permutazione
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<V1,..., Vo> dei nodi tale che non esistono due ngde vj coni <j per cuiv; « V. Una

permutazione siffatta € chiamata omdinamento topologicadel grafo orientato; ogni grafo
aciclico ha almeno un ordinamento topologico mengirafi ciclici non ne hanno nessuno.

La verifica di aciclicita puo essere effettuataceedo un qualsiasi ordinamento topologico. A tale
scopo notiamo che il primo nodaq nellordinamento non deve avere archi entranerdivdagli
anelli altrimenti esisterebbe un nodotale chevj «vi. Pertanto scegliamo come primo nodo un
qualsiasi nodo con grado d'entrata, al netto dewlili, uguale a 0. Togliamo questo nodo dal
grafo e tutti gli archi che entrano o escono da essggiorniamo il grado d'entrata dei nodi
restanti. Anche il secondo nodo nellordinamenfaotogico deve avere grado d'entrata uguale a
0. Continuiamo cosi fino alla eliminazione di tuttiodi. Se cid non risultasse possibile, cioé a un
certo punto non troveremo alcun nodo con graddrd&nO, allora il grafo e ciclico.

Esempio 7. Consideriamo il grafo orientato ciclico di Figu8a; esso non ha alcun ordinamento
topologico in quanto, ad esempio, se mettiamo pdma poi 5 o viceversa la condizione| di
ordinamento topologico viene violata poiche 4 « 5 € 4. In effetti, nella determinazione di jun
ordinamento topologico, scegliamo il nodo 1 come&ln@on grado d'entrata uguale a Q e
aggiorniamo i gradi di entrata dei nodi 2 e 3 chssano da 2 a 1. Prendiamo ora il nodo 7 ¢he e
l'unico ad avere grado di entrata uguale a O eoagigmo il grado di entrata del nodo 6 che passa
da 2 a 1. A questo punto dobbiamo arrestarci paicmec'é alcun nodo con grado di entrata O,
cioe il grafo e ciclico.

Consideriamo ora il grafo orientato aciclico diuig 3b. Un ordinamento topologico del grafo
aciclico € <6, 7, 4, 5, 2, 3, 1> ed é ottenutoseguente modo:

— scegliamo il nodo 6 che ha grado di entrata Gefdze possibile scegliere al suo posto il
nodo 7) e aggiorniamo il grado d'entrata del noda2 a 1;

— preleviamo il nodo 7 che e l'unico ad avere grdidentrata O e aggiorniamo ulteriormentg il
grado d'entrata del nodo 4 da 1 a O;

— preleviamo il nodo 4 che é l'unico ad avere grdidentrata 0 e aggiorniamo i gradi d'entrjata
deinodi 2 e 5 rispettivamente da2a ledalao0;

— preleviamo il nodo 5 che é l'unico ad avere grdidentrata O e aggiorniamo i gradi d'entrjata
deinodi 2 e 3 ambedue da 1 a 0;

— scegliamo il nodo 2 che ha grado di entrata Oefdze possibile scegliere al suo posto il
nodo 3) e aggiorniamo il grado d'entrata del nod@a 2 a 1;

— preleviamo il nodo 3 che € lunico ad avere grdd@ntrata O e aggiorniamo il gragdo
d'entrata del nodo 1 da 1 a 0;

— preleviamo il nodo 1 che é l'unico ad avere grdidentrata O e a questo punto il grafo non
ha piu nodi: l'ordinamento topologico e stato dateato.
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Il grafo di Figura 3b ha i seguenti ulteriori 3 ox@menti topologici: <7, 6, 4, 5, 2, 3, 1>, <647
53,2,1>e<7,6,4,5, 3, 2, 1>.

Possiamo ora scrivere la funzione che verifica seynafo orientato e aciclico e restituisce, nel
caso di verifica positiva, anche uno degli ordinatr®pologici.

bool eAci cli co( const GrafoOr& G, Lista<card>& ordTop)

{ assert (G.n()!=0);
ordTop.svuota();
Vettore<card> gradoln = gradoEntrata(G);
card u,v;
Stack<card> P;
for (u=1; u<=G.n(); u++)
{ if (G(u,u))
gradoln[u]--; // eliminazione contributo anelli
if (gradoln[u] ==0)
P.push(u);

}
while (!P.vuoto() )
{ u=Ppop();

ordTop.appendi(u); Arco e;

for (e = G.primoAd(u); 'e.nullo(); e = G.succAd(e )

{ gradoln([fin(e)]--;
if (gradoln[fin(e)]==0)
P.push(fin(e));
}

bool aciclico = true;
for (u=1; u<=G.n() && aciclico; u++)

if (gradoln[u] > 0) aciclico = false;
return aciclico;

}

Per la definizione della funziongradoEntratasi puo usare quella descritta nellEsempio 2. La
complessita della funzione@&n?) e o(m) rispettivamente nei casi di grafo a matrice &ta Idi
adiacenza. Nel caso del grafo di Figura 3b, la it eAciclico restituisce il seguente
ordinamento topologico: <6, 7, 4, 5,2, 3, 1>.

Esempio 8. Abbiamon attivita da far svolgere a un unico esecutorej agjivita € caratterizzata
dalla chiavenomee dal tempo di esecuzione espresso in minutitdgisdelle precedenze tralle
attivita, ad esempio l'attivita precede l'attivitg significa che per iniziare l'attivithe necessari
aver prima completato l'attivita Vogliamo determinare una schedulazione dellittticioe u
ordine di esecuzione di esse, che rispetti il imatelle precedenze. Le attivita possono essere
rappresentate come nodi di un grafo orientatoieaiah cui gli archi rappresentano le precedgnze
tra attivita. Un nodo fittizio indica la fine deecuzione di tutte le attivita ed & precedutautia

le attivita che non ne precedano altre. Una scheduwle delle attivita corrisponde a uno degli
ordinamenti topologici del grafo. Mentre possonstese differenti schedulazioni, il tempo totale
di esecuzione € unico.

Un esempio di grafo con 8 attivita piu quella fii finale € mostrato in Figura 4. In ogni cerchio,
in alto € indicato il numero del nodo, al centradime e in basso il tempo di esecuzione. Vi gono
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diversi ordinamenti topologici; quello determinattalla funzione eAciclico € il seguente
<2,4,1,3,6,8,5,7,9>. In questa schedulazionevittB (nodo 2) parte al tempo O, lattivita|D
(nodo 4) parte al tempo 3, lattivita A (hodo 1l)tpaal tempo 5, l'attivita C (nodo 3) parte] al
tempo 7, l'attivita F (nodo 6) parte al tempo Htfivita H (nodo 8) parte al tempo 12, l'attivi
(nodo 5) parte al tempo 16, l'attivita G (nodo djtp al tempo 18, e l'attivita FINE (nodo 9) parte

al tempo 19, cioe il tempo totale di esecuzion€9elli seguito presentiamo il programma ¢he
determina la schedulazione sopra indicata:

/9 ™\
N O _A

8

A
3

6 X

NE%

W

/3 ™\
N

(PP
B

Figura 4.Grafo di attivita

#include "grafoorl.h"
#include "stringa.h"

struct Att
{ stringa<20> nome; card tempo;
bool operator== ( const Att& att )
{ if (nome == att.nome )
return true;
else
return false;
% }
void letturaGrafo( GrafoOré&, Vettore<Att>& );
void stampaSchedule ( const Lista<card>&, const Vet tore<Att>& );
void main ()
{ card nAtt;

cout << "No attivita?:"; cin >> nAtt;
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GrafoOrL G(nAtt+1); |
Vettore<Att> attivita(1,nAtt+1); |

letturaGrafo(G, attivita);
Lista<card> schedule;
if ( eAciclico( G, schedule) )
stampaSchedule(schedule, attivita);
else
cout << "Errore: attivita cicliche";

}

La funzioneletturaGrafolegge le attivita e le organizza come i nodi dignafo, verificando ch
non ci siano attivitd con lo stesso nome e cheumesattivita sia chiamatd&INE" che & nomg
riservato; infine legge le precedenze, e le ragmt@scome archi verificando che non ci si
precedenze superflue o cicli.

void letturaGrafo( GrafoOr& G, Vettore<Att>& attivi ta)
{ Att att;
1 inserimento attivita
for(cardi=1;i<=(G.n() - 1); i++)
{ cout << "\nAttivita " <<i <<"’;
do
{ cout << "Nome (diverso da FINE)?:";

cin >> att.nome;
} while (att.nome =="FINE");
cout << "Tempo?:"; cin >> att.tempo;
attivita[i] = att;

1 inserimento attivita fittizia finale
att.nome = "FINE"; att.tempo = 0O;
attivita[G.n()] = att;
I inserimento precedenze
char risp; card j;
cout << "\nInserisci prima precedenza?(S/N):"; cin >> risp;
while (risp=="s")
{ cout << "\nAttivita che precede?:"; cin >> i;
cout << "\nAttivita che segue?:"; cin >> j;
G(i,j,true);
cout << "\nAltra precedenza?(S/N):"; cin >> risp;

I tutte le attivita che non precedono nessun‘altra ve ngono
I rese precedenti dell'attivita finale
for (i=1;i<=G.n()-1; i++)
if (!G.primoAd(i) )
} G(i,G.n(),true);

La funzionestampaSchedulaon fa altro che scandire i nodi secondo l'orderaim topologicg
determinato:

void stampaSchedule ( const Lista<card>& sc, const Vettore<Att>& attivita )
{ card totTempo = 0O; lteratoreLista<card> it(sc);

cout << "\nSchedulazione";
I non viene stampata l'attivita fittizia finale

it.vailnTesta();

while(lit.isNull())

{ Att att = attivita[it.getCurrentValue()];
cout << "\nAttivita:" << att.nome;
cout << " inizia al tempo:" << totTempo;

P

ANno
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totTempo += att.tempo;
it. moveNext();

| }

cout << "Tempo Totale di esecuzione :" << totTempo
}

Per effettuuare l'analisi di complessita del progra di schedulazione, consideriamo per prima la
funzioneletturaGrafo ; l'inserimento dellen attivita e linserimento dell'attivita finale fitta e dei
suoi precedenti richiede tem@{n); nellinserimento delle precedenze, sono inse(it) archi;
pertanto la funzionéetturaGrafo ha complessit&(m) nellipotesi ragionevole cha = (n). La
complessita della funzioneAciclico € ®(m). La funzione stampaSchedule& una semplic
scansione di una permutazione dei nodi per cuidmptessita®(n). Pertanto il programma ha
complessita(m).

112

Determiniamo ora la chiusura transitiva di un grafientato. A tale scopo é sufficiente effettuare
la visita di tutti i nodi del grafo.

void chi usuraTransitiva(const GrafoOr& G, GrafoOr& GP )
{ assert(G.n()!=0);

assert( G.n() == GP.n() );

GP.svuota();

for (cardv=1;v<=G.n; v++)

{ Vettore<bool> visitati = visitaVentaglio(G,v);

for (card w = 1; w <= G.n(); w++)
if (visitatifw] )
GP(v,w,true);

}

La funzionevisitaVentagliog richiamatan volte mentreGP(v,w,true)n? volte. Nel caso di grafo
orientato con matrice di adiacenzigitaVentaglioe GP(v,w,true)hanno complessita(n?) e (1)
rispettivamente; pertanto l'algoritmo ha compléss{in3). Nel caso di grafo orientato con liste di
adiacenza,visitaVentaglio e GP(v,w,true) hanno complessit®(m) e ©(1) rispettivamente;
pertanto lalgoritmo ha complessit&(n m). Sottolineamo cheGP(v,w,true) ha complessita
costante in quanto, grazie alla presenza degditerinterni, la funzioneercadelle liste ordinate
riconosce in tempo costante che l'arco va sems@ofine lista.

Viene confermato che la struttura a liste di adiaee si comportano meglio in quanto
sostituisconon? con m nelle misure di complessita ra = n? solo nel caso peggiore. E' bene
precisare che pero nel caso della chiusura treamditiso delle liste di adiacenza non porta alla
scrittura di un algoritmo ottimo come accadevaigaoblemi precedenti sui grafi in cui il lower
bound Q(m) coincideva con la complessita(m) dellalgoritmo. Nella chiusura transitiva
l'algoritmo e ottimo solo per quei grafi in cuinmmero di archi nella chiusuracgn m); cioe per
grafi densi o per grafi sparsi la cui chiusura digeun grafo denso. Nei casi di grafi sparsi la cui
chiusura rimane un grafo sparso esistono algopiimefficienti.

Per quanto riguarda i grafi con archi a matricadiacenza, esistono algoritmi per il calcolo della
chiusura transitiva piu efficienti, cioé con congsiéao(nk) dovek & minore di 3 ma comunque
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non minore di 2 poiché la sola scrittura della atdel grafo della chiusura richiede teng@?).
Infatti il problema della chiusura transitiva edég al problema della moltiplicazione di due matric
quadrate che con l'algoritmo usuale & effettuateeimpo®(n3) ma che pud essere eseguita da
alcuni algoritmi in temp@(nk) dove 2 <k < 3 (lalgoritmo di Strassen & uno di questi aikgoi).
Ritorneremo a parlare della chiusura transitiveekadelazione di essa con la moltiplicazione di
matrici nel Capitolo 8.

E' interessante notare che il calcolo della chadwansitiva di un grafo non orientato e piu
semplice e pud essere effettuato in temyee?) nel seguente modo: (i) utilizziamo la funzione
compConnessper determinare le componenti connesse e (@yies10 un arco nella chiusura per
ogni coppia di nodi che siano nella stessa comgendpasso (i) & effettuato in tempgn2) nel
caso di rappresentazione a matrice di adiacenmatemipo®(m) nel caso di rappresentazione a
liste di adiacenza; il secondo passo €& eseguitenipoe(m’) dovem' € il numero di archi nella
chiusura. Poichén' = 0(n?) em = 0(n?), l'algoritmo ha complessiti(n?).

La chiusura transitiva puo essere adoperata peolast le componenti fortemente connesse di un
grafo orientato.



