Definizione Limite di successione:
Si dice che la successione (an) converge al numero l  R se 
  > 0  n0  N :  n ≥ n0 si ha │an-l│ < 
viene detto limite della successione (an) e si usano le notazioni equivalenti 
; 
Osservazioni sulla definizione di limite: il concetto appena introdotto, di limite, è fondamentale e vale la pena di fare alcune considerazioni per chiarire a fondo la definizione data. 
· La diseguaglianza │an-l│ <  è equivalente a l- < an < l +  cioè al fatto che an si trova all'interno dell'intervallo ] l-; l +  [. Tali intervalli si dicono anche intorni (centrati) di l. La successione (an) converge ad l quindi se per ogni intorno fissato di l, esiste n0  N tale che an sta in questo intorno se n ≥ n0.
· Intuitivamente il limite di una successione è quel numero, se esiste, al quale i valori della successione si avvicinano.
Esempi di successioni: 
· an = n-5 per n > 5
· 
Teorema (della permanenza del segno) Sia (an) una successione convergente ad un limite l 0. Allora, definitivamente (da un certo punto in poi), il segno di an e di l sono identici.
Limiti: prime proprietà
Per poter determinare i limiti delle successioni con una certa disinvoltura, senza ogni volta dover ricorrere alla definizione, è necessario sviluppare un po' di teoria. Iniziamo con un risultato chiave:
Teorema (del confronto) 
Siano (an), (bn) e (cn) tre successioni tali che 
 nN
Supponiamo inoltre che (an) e (cn) convergano con

Allora anche (bn) risulta convergente e

Definizione Una successione (an) si dice limitata se esiste L  R tale che |an|  L per ogni n  N.
La limitatezza è, a differenza del concetto di limite, una proprietà che riguarda soltanto l'immagine della successione che è un sottoinsieme di numeri reali. 
Proposizione Sia (an) una successione che ammette limite, allora essa è limitata.

Definizione Sia (an) una successione. 
Si dice che (an) tende a + se fissato un qualunque M  R si ha che an > M definitivamente. Si usano le notazioni:

Si dice che (an) tende a -1 se fissato un qualunque M  R si ha che an < M definitivamente. Si usano le notazioni:

Siano (an) e (bn) due successioni. Si può considerare la successione somma (an+bn), la successione prodotto (an x bn) e, se bn  0 per ogni n, la successione quoziente (an / bn). Il comportamento al limite di tali successioni segue le regole dell'algebra:
Proposizione Siano (an) e (bn) due successioni convergenti:  e 
Allora an + bn = l1 + l2; an x bn = l1 x l2 
Inoltre se bn 0 per ogni n, e l2 0, si ha anche an/bn = l1/l2 
Definizione Le successioni che convergono a zero vengono anche dette infinitesime. Somma e prodotto di funzioni infinitesime sono infinitesime
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FORME INDETERMINATE
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Calcolo dei Limiti
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Successioni monotone
Introduciamo ora una classe molto importante di successioni:
Definizione Una successione (an) si dice 
· crescente se an+1 ≥ an per ogni n;
· strettamente crescente se an+1 > an per ogni n;
· decrescente se an+1  an per ogni n;
· strettamente decrescente se an+1  an per ogni n.
Le successioni crescenti o decrescenti vengono anche dette monotone.

LIMITI NOTEVOLI
	Sia x > 1 e rN

	

	Sia x  R, si ha

	

	Si ha

	

	Numero di Nepero 2 < e < 3

	




Funzioni di variabile reale
Una funzione è una legge che associa ad una variabile indipendente (in ingresso) il valore di una variabile dipendente (uscita), univocamente assegnato Naturalmente i valori che può assumere la variabile indipendente dipendono dall'esempio specifico considerato.
La funzione 
f : A  R  R
ha come dominio un sottoinsieme A di numeri reali e come codominio l'insieme dei numeri reali. Tali funzioni sono spesso dette funzioni reali di variabile reale. consideriamo una funzioni del tipo 
f : A  R  B   R;
cioè una funzione per la quale si sa a priori che l'insieme dei possibili valori assunti dalla f è un insieme contenuto in R ma non necessariamente coincidente con esso; questo specialmente quando si discute l'invertibilità di una funzione. Il codominio è un insieme a cui si sa a priori (senza cioè un'indagine accurata sulla funzione) che i valori di f appartengono. L'immagine invece è esattamente l'insieme dei valori assunti da f, cioè il più piccolo codominio possibile, dove il termine più piccolo si riferisce all'inclusione insiemistica. Assegnata una funzione, possiamo innanzitutto determinare il grafico. Esso è un sottoinsieme del piano cartesiano, ed è definito come l'insieme delle coppie (x; f(x)) con x appartenente al dominio A della funzione.
Definizione Data f : A  B, si tratta di studiare l'equazione f(x) = y per ogni fissato y  B. Se tale equazione ha sempre (per ogni y  B) almeno una soluzione x  A, la funzione è surgettiva; se non ha mai più di una soluzione, essa è iniettiva. E' talvolta utile utilizzare un metodo grafico per verificare queste proprietà. Si consideri il grafico di f e, preso un punto y  B, si tracci la retta orizzontale passante per (0; y). Se, qualunque sia y  B, tale retta incontra sempre il grafico di f, vuol dire che la funzione è surgettiva; se tale retta non incontra mai più di una volta il grafico, vuol dire che la funzione è iniettiva. Una funzione iniettiva e suriettiva è invertibile.
Esercizio Mostrare che la funzione f : R  R definita da f(x) = 2x + 3 è invertibile, e determinarne esplicitamente l'inversa. 
R: f-1(x) = x/2 – 3/2
Osservazione: il grafico di una funzione inversa f-1 si ricava da quello di f per simmetria rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante. In effetti per definizione di inversa un punto (x; y) appartiene al dominio di f se e soltanto se (y; x) appartiene al grafico di f-1.

[image: ]
Definizione: Affrontiamo ora il problema di comporre due funzioni reali. Siano f : A1  R  R, 
g : A2  R  R. Ha sempre senso scrivere f(g(x))? La risposta è no: in effetti se f(x) = log x e g(x) = -x2 allora f(g(x)) non ha senso dato che non si può prendere il logaritmo di un numero negativo. Se però l'immagine di g, g(A2), è contenuta nel dominio di f allora ha perfettamente senso considerare f(g(x)) per ogni x  A2: per esempio se f(x) = log x e g(x) = x2 + 1 allora log(x2 + 1) è un oggetto ben definito per ogni x  R . Il prodotto di composizione non è commutativo
Definizione funzione monotona
[image: ]
Proposizione Sia f : A  R  f(A) una funzione monotona strettamente crescente o strettamente decrescente. Allora f è invertibile.
Definizione Una funzione f : A  R  B  R si dice inferiormente limitata se la sua immagine è inferiormente limitata, cioè se esiste L  R tale che f(x) ≥ L per ogni x  A. Si dice superiormente limitata se la sua immagine è superiormente limitata, cioè se esiste M  R tale che f(x)  M per ogni x  A. Si dice limitata se è sia inferiormente che superiormente limitata.
[image: ][image: ]
FUNZIONE CONTINUA
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Proprietà delle funzioni continue
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4.3 Monotonia, limitatezza, simmetrie, pe-
riodicita
In questa sezione introduciamo alcune definizioni che ci saranno utili in segui-
to. La prima di queste riguarda la proprieta di monotonia che una funzione
puo o meno soddisfare. Gia conosciamo questo concetto nell’ambito delle
successioni, e si tratta solo di fare le ovvie modifiche come segue.
Definizione 4.1 Una funzione f: A C R — B C R si dice
® monotona crescente se
r<yeAd= fr)< fly).
e monotona strettamente crescente se
r<yeAd= f(z) <fly).
e monotona decrescente se

r<yeA= f(x)> fly).

e monotona strettamente decrescente se
r<yeA= f(z) > fly).

Bisogna fare attenzione nel verificare la condizione di monotonia, come
si vede dai seguenti esempi. Essi mostrano che la proprieta di monotonia
dipende in modo essenziale dal dominio della funzione.

Esempio 50 Consideriamo la funzione

f:R\{0} =R, f(x):%
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f(x) =log(x +5) se x>0,
f(z) = sin(z?) sexeR,

sereR,

flz)=-27" sexeR.

R: infer. lim; lim.; infer. lim.; super. lim..

Alcune funzioni possiedono proprieta di simmetria. Quelle a cui i interes-
seremo sono particolarmente comprensibili pensando al grafico delle funzioni
in esame: in particolare vogliamo dare una precisa definizione che corrisponda
all'idea che un grafico sia simmetrico rispetto all’origine o rispetto all’asse
delle ordinate. Vediamo come.

Definizione 4.4 Una funzione f: R — R si dice pari se

flx)=f(-z) Vz eR.

Si dice dispari se

f(z)=—f(-x) Yz eR.
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4.3, MONOTONIA, LIMITATEZZA. SIMMETRIE. PERIODICITA 83

Definizione 4.5 Sia f : A C R — R una funzione. Essa si dice periodica se
esiste un numero 7" > 0 tale che

fla+T)=f(z) VereA. (4.1)

Inoltre, se 'insieme di tali numeri ammette minimo, tale minimo si dice
periodo della funzione.

Il lettore attento avra notato che la definizione appena data richiede un
fatto piuttosto delicato: l'esistenza del minimo per I'insieme dei numeri T’
che soddisfano (4.1). Cio in effetti ¢ falso in generale! Si pensi al fatto che
la funzione (detta funzione di Dirichlet)

0 sereQ
f(I):{l sexeR\Q

soddisfa la proprieta f(z +T) = f(x) Vo € R quale che sia T € Q. Ma
la proprieta sopra menzionata vale se si fa qualche ipotesi ulteriore sulla
funzione: tali ipotesi hanno a che fare col concetto di continuita di una
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s ll se x>0 v

dato che se =0 f(x) = 0 mentre f(x) = 1 quale che sia 2 > 0 anche molto
vicino all’origine.
Piu formalmente daremo la seguente

Definizione 4.6 Una funzione f :]Ja,b[— R si dice continua nel punto x, €
Ja,b] se per ogni € > 0 39 > 0, in generale dipendente da ¢, tale che

|f(x) = flao)| < €

per ogni x €]a, b] tale che |z — 29| < 4. La funzione si dice continua su Ja, b
se e continua in ogni punto di Ja, b[.

Osservazioni sul concetto di continuita: Possiamo descrivere colloqui-
almente quanto richiesto nella definizione precedente in almeno due modi
(nessuno dei quali deve perd sostituire la corretta definizione!).

e In effetti, cio che si chiede ¢ che, fissata 'ampiezza ¢ di una striscia
orizzontale del tipo

Ac=A{(2,y) : flao) —e <y < flao) +},
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4.4. FUNZIONI CONTINUE 85

accada che il grafico di f(z) stia nella striscia purché 2 sia abbastanza
vicino a xg nel senso che |2 — 29| < 4, e che cid sia vero quale che sia
I'ampiezza ¢ della striscia: ¢ chiaro che ¢ deve in generale dipendere da
€.

e Ancora pin informalmente possiamo dire che una funzione continua
ammette un grafico che puo essere disegnato senza staccare la penna
dal foglio. Cio naturalmente non succede per la funzione a gradino
sopra scritta.

Esempio 52 Dimostriamo che la funzione
flx)y=ma+n, zeR

¢ continua in ogni punto di R qualunque siano m,n € R. Fissiamo 29 € R e
notiamo che

[f(x) = fxo)| = [mx +n = (mao + n)| = [m(x = wo)| = [mllx —wo|.
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Dimostrazione Sappiamo per ipotesi che, scelto ad esempio ¢ = 1, 3§ > 0 tale che
If(x) = f(xo)| <1

per ogni = €|a, b| tale che | — xg| < . Questo implica per la disuguaglianza triangolare
che, per tali x, si abbia

[F@) - =1[f () = f(wo) + f(xo)]
< [f(e) = flwo)| + [ (xo)]
<1+ |f(xo)l-

Il prossimo risultato ¢ altrettanto intuitivo. Se assumiamo la continuita, e
quindi di nuovo il fatto che, quando x sia avvicina a g allora f(z) si avvicina
a f(xo), allora f(z) avra lo stesso segno di f(zg) se = ¢ abbastanza vicino a
xIg.

Proposizione 4.8 (della permanenza del segno) Se f :]a,b[— R ¢ con-
tinua in xg €la,b e f(xg) > 0 (rispettivamente f(x) < 0) allora esiste 6 > 0
tale che f(x) > 0 (rispettivamente f(x) < 0) per ogni x €|xg— 8, 29+ 0[. Piu
precisamente esiste un § > 0 tale che f(x) > f(x0)/2 (risp. f(x) < f(x0)/2)
per ogni x €)xg — 0,19 + 0.

Dimostrazione Basta dimostrare il caso f(xg) > 0. In tale ipotesi avremo che, scelto
e = f(wxo)/2, esiste § > 0 tale che

[£(2) — ooy < T2 (44

per tutti gli & €]a, b] tali che |z — x| < d. Cio implica in particolare che

5(w) = (o) = TG,
cioe che )
flx) > f(;”o) >0

per tutti i tali @. |
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88 CAPITOLO 4. FUNZIONI DI VARIABILE REALE

Proposizione 4.9 Siano f,g :|a,b[— R funzioni continue in vy €la,b|.
Allora sono continue in xq anche le sequenti funzioni:

° f+y:

. fo:
o sl 20,2

Dimostrazione Dimostriamo il caso del quoziente, e assumiamo per fissare le idee che
g(xo) > 0: la dimostrazione nel caso g(xg) < 0 ¢ analoga. Allora la Proposizione 4.8
applicata a g ci garantisce che esiste dg > 0 tale che g(x) > g(xg)/2 per ogni « tale che
| — xo| < do. Le ipotesi ci dicono inoltre che per ogni ¢ > 0 301, d2 > 0 tali che

[f(x) = f(wo)| <
per ogni x €la, b tale che |z — x| < d; e
lg(x) — g(xo)| < &

per ogni w €la.b[ tale che |z — x| < d5. Se ora x €la,b] & tale che |z — x| < 6 =
min (dp, d1,92), si ha che:

‘f(w) (o)
g(zx)  glwo)

fa)g(wo) — f(wo)g(x)
g(x)g(xo)
(f () = f(w0))g(wo) — flwo)(g(w) — g(wo))
g(x)g(xo)
< @) = f(wo))lglwo) + |f(wo)lg(x) — g(xo)|

- al alra)
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< U) = 7(0))|g(wo) + [T (0)|g(¥) = 9(To)]|

ggi)y(wo)
ol (F(@) = f(0))lg(wo) + 1f (xo)llg () — g(xo)|
g(x0)?
g(wo) + | f(wo)]
e
g(wo)
Si noti che I'ultima espressione pur non essendo esattamente ¢, ¢ un’espressione che puo
essere assegnata arbitrariamente piccola scegliendo opportunamente . Questo mostra la
continuita del quoziente. |

IN

2

IN

I prossimi risultati ¢i mostrano come la proprieta di continuita sia stabile
rispetto a due operazioni che conosciamo: la composizione di funzioni e 'op-
erazione di inversione di una funzione (quando tali operazioni sono possibili,
e sotto opportune condizioni nel secondo caso).

Proposizione 4.10 Sia f :|a,b[—]|c, d][ una funzione continua in xo €la,b| e

f e, d[— R una funzione continua in yo := f(xo) €]c,d[. Allora la funzione
go f:]a,bj— R é continua in x.
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90 CAPITOLO 4. FUNZIONI DI VARIABILE REALE

Proposizione 4.11 Se f : I — A C R una funzione continua e invertibile
su un intervallo I ¢ R. Allora la funzione inversa f=' : A — I ¢ continua

su A.

Non dimostreremo questo fatto, ma osserviamo solo di nuovo che I'ipotesi
che I sia un intervallo (comprendente o meno uno o entrambi gli estremi) ¢
essenziale per la validita della Proposizione.

4.6 Limiti

Molti di voi avranno riconosciuto nella definizione di continuita un concetto
imparentato con la definizione di limite data per le successioni. In quest’ul-
tima si fissava un ¢ e si chiedeva che, per n abbastanza grande, lo scarto tra
il limite [ e la successione fosse al massimo . Nella definizione di continuita
abbiamo qualcosa di simile ma alla variabile discreta n € N si sostituisce la
variabile continua x € R, alla successione (a,,) (essa altro non ¢ che una fun-
zione della variabile discreta n € N) si sostituisce la funzione f(x), al limite
[ della successione si sostituisce il valore f(x).

Potremmo quindi pensare a dare una definizione di limite di funzione
/S 1L N o1

T LY O T T T e D T T S
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48 CAPITOLO 3. SUCCESSIONI E SERIE
Proposizione 3.13 Siano (a,) e (b,) due successioni. Allora,
X a, — +oo, b, — I (finitoo +>0) = a,+0b, — +o0, )
a, — —oo, b, —I[(finitoo —x) = a,+b, = —o0,
a, — +00, b, —1(>00 + ) =  au,.b, — +00,
a, — +oo, b,—1(<00 —) =  a,.b, — —,
, — F00. = 1/a, — 0,
a, — 0, a, >0 = 1/a, — +.

Comge per le successioni infinitesime, anche per quelle che tendono a oo
si possono avere risultati algebrici piu forti sul tipo di quello espresso nel-
la Proposizione 3.12. Alcuni di questi sono presentati nella proposizione
seguente: anche di questa le dimostrazioni sono lasciate per esercizio.

Proposizione 3.14 Siano (a,) e (b,) due successioni. Allora,




image2.png
"% Analisi pdf - Adobe Acrobat Reader DC

File Modifica Vista Finestra ?

Home  Strumenti Analisi |.pdf x

PBEQ O@® « /0 RMO® w - I RAT © L

a, — +oo, b, (infer. limitata)
a, — —oo, b, (super. limitata)
a, — +oo, b, >0>0
a, — +00, b, <0<0

=  a,+b, — +o0,
== a,+b, — —,
=  a,.h, — +0,
—  a,.hb, — —0.

Si noti come ne la Proposizione 3.11, ne la Proposizione 3.13 diano alcuna
informazione sulle situazioni elencate sotto:

Qn,
Qn,
Qn,
Qn,

— 0,

— F00,
— F00,
— +00,

by
bn
by

by

— 0
— 400
— 0

— —00

/by —7
U /bn, —7
a,.b, —7
a, +b, —7

FEEy

Le situazioni sopra vengono solitamente dette forme di indeterminazione
o di indecisione. In questi casi puo effettivamente accadere qualunque cosa:
il limite a destra non esistere od esistere ed essere un qualunque numero. Non
¢’e una tecnica generale per risolvere’ queste indeterminazioni; molte inde-
terminazioni notevoli saranno studiate piu avanti. Presentiamo qui alcuni

esempi elementari:

Esempio 29 Consideriamo due

p(x)

q(x)

polinomi

Po +pia+ -

o+ @+ -

T

+prat,

S

+ gsw
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¢’e una tecnica generale per risolvere’ queste indeterminazioni; molte inde-
terminazioni notevoli saranno studiate piu avanti. Presentiamo qui alcuni
esempi elementari:

Esempio 29 Consideriamo due polinomi

p(x) = po+pix+---+pa,

qlx) = q+qr+--+gat
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con p, e gs diversi da 0. Supponiamo inoltre che g(n) # 0 per ogni n € N. Si

consideri la successione (a,) data da a,, = p(n)/q(n). Vogliamo calcolarne il limite:
nr (100 P1 )
p(n) _potpint-+pen” w1 o
a(n) — qo+ain+ -+ gen® (B )
ns o ons
Po P1
r—sn” n—! b
do [ .
ns ns—1 s

Si noti ora che tutti i termini del tipo a/n’ con i > 0 convergono a 0 in virtlt del
fatto che sono il prodotto di i successioni 1/n che convergono a 0 (vedi Esempio
17) e della successione costante (a) che converge ad a (vedi Esempio 16). Quindi,

po  P1 | 9 , 91
T T Pr Prs T

tooe s = s

nr nr—1

D’altra parte:

Utilizzando ancora i risultati sul comportamento algebrico dei limiti si puo con-

cludere che

lim P

pin

prn”

n—-+0o0 (q

qn

qsn®

ns

0

pr/‘]s
+00

—00

ns—1

r<s
r=s
r>s

se

se
se

r<s
r=s
r>se p/gs >0
r>se pr/gs<0.

Esempio 30 Consideriamo la successione (a,) definita da

n!

Uy = —.

nn

Abbiamo visto nell’Esempio 26 che n! — +o00. Poicheé chiaramente vale

n=n-n--n>n-n—1)---1=n!.
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78 CAPITOLO 4. FUNZIONI DI VARIABILE REALE

Figura 4.3:

(z,y) e (y,x) sono simmetrici rispetto alla retta y = x, sono cio¢ punti che
stanno su una retta perpendicolare alla retta y = = e sono da tale retta
equidistanti. Si veda la Figura 4.3

Affrontiamo ora il problema di comporre due funzioni reali. Siano f :
Ay CR—>R,g: A c R — R. Ha sempre senso scrivere f(g(z))? La
risposta & no: in effetti se f(x) = loga e g(x) = —a2 allora f(g(x)) non
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Intuitivamente il limite di una successione è quel numero, se esiste, al quale i valori della 


successione si avvicinano.
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sono identici.


 


Limiti: prime proprietà


 


Per poter determinare i limiti delle successioni con una certa disinvoltura,


 


senza ogn


i volta dover 


ricorrere alla definiz


ione, è


 


necessario sviluppare un


 


po' di teoria. Iniziamo con un risultato chiave:
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un sottoinsieme di numeri reali. 


 


Proposizione 


Sia (
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) una successione che ammette limite, allora essa
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