Esempio- disolugione

di unadelle versioni del compito di Geometria analitica ealgebra linearede 12 luglio 2013

1. Stabilire se la retta, di equazioni parametriche x=-1,y=1+t,z=-1t (nel parametro real®, é

. - _[X+y+2z=0 : .
sghemba o complanare con la rettadi equazioni cartesmn% 0 In ogni caso, determinare la
y+tz=

distanza tra edr'.
(punti 2 + 3)

Lav rettow v hov pawraumetvi divettory (0,1,-1).
Ponendo- z=5s, dalle equagioni cautesiane dii v s ricovano- le equagioni
pawvametriche x=0,y=-S, z= ¢, do cui ristw che ' hav lov stessaw divegione di r e now
ho puntt inv comune con essov (altrimenty, per Vascissaw del punto- comune dovrrebbe
esseve —1=0I). Dunque r ed r sono parallele;, e percid- esiste unw piano- che le
contiene tutte e due.
Lo distango trav due rette parallele & la distanga di wv punto- qualsiost dell unav
dallaw suav proiegione ovtogonale sullaltro. Inv questo- caso, possicuno- calcolawla come
lo distango di © =(0,0,0), che st sw i, da O’ (proiegione ortogonale di O swr) che &
i punto- inv cuir r & tagliatow dal piano- perpendicolare alle due rette; passante per O:
y-z=0.

O’ hav le coordinate (—1,% ,%)e/ quindi la distonga trav v, v’ éz%.

2. Scrivere un’equazione cartesiana del piano cssag per la retta, di equazioni parametriche, nel
X+y=-1
parametro reale x=-1,y=1+t,z=-t , ed é parallelo alla ret&di equazioni{ y .

(punti 3)

L rettaw v hav divegione (0,—-1,1), la rettaw s hov lov divegione (1,-1,0). Il piano- cercato
passaw per unw punto- di v (ad esempio; (—1,1,0)) ed ha giacitwra individuato dalle
diregioni delle due rette; la suow equagione cortesiona &

x+1 0 1
det y-1 1 -1U=&+ DI € Dy— Iy z=—x y = (
z -1 0

Allo- stesso- risultato- s pud- awrrivare cercando, trav v pianis del fascio- che hov per
sostegno r
A(x+1)+u(y+z-1)=0

quello-che &pavallelo-av s; per b quade deve oversi A(1)+ p(-1)=0, cioe A = .
3. a) Scrivere un’equazione cartesiana della stereon centro in (6;1,0) e passa per1,-1,0) e delle

equazioni cartesiane della curche é intersezione & col pianortdi equaziong = -1.
b) Scrivere delle equazioni parametrichedi



c) Per ogni punt® di C, si consideri la rettg che & perpendicolare al piarne che passa p&: Scrivere
delle equazioni parametriche delle retiee ricavarne delle equazioni parametriche ed unzqoa
cartesiana della superficie generata da queste rett

(punti 2 + 2 + 3)

a) IV raggio- dellow sferav & lov distangow trav b centro- (0,—1,0) e i punto- (-1,-1,0),
quindi lav superficie S havequagione X° +(y+1)°+ 2 = (-1)°.

XX +(y+1)*+ Z=1

y+1=0 '

b) Uintersegione dio unav superficie sferica con unw piano- che passow per il suo- centro- &
unav circonferenga massimay, percid- C & lav circonferengar div raggio- uguale av 1, con
centro-(0,-1,0), situatow nel piano- che passow per (0,-1,0) ed & pawrallelo- al piano- delle X, z.
Le equagioni pawroumetriche di C sono

Le equagioni cawtesiane diC wm{

X =Ccosa
y=-1 ,a0R.
Z=sina

o) Le perpendicolawri al piano- div C hanno- lov dirvegione dellasse delle y, quindi le
X=Ccosa
equagioni pawrametriche delle rette ¢ sono-1y =-1+t,t0R.
z=sina
Al vawiowe diva e di €, queste equagioni descrivono- & pundtt del cilindro- circolare
generato- dalle rette g. Dalle equazioni parametriche si ricova Uequagione
cawtesianaw del cilindro-



1 0 1

4. In RY si consideri il sottospazid) generato dai vettori _| O | _| 1| _|=2|. Trovare,
-1 -] 1
1 1 -1

specificandone una base, un sottosp¥iohe siasupplementare dil.
(punti 4)

Lo matrice (u v W) ha rango uguale o 2, quindi 2 & lo dimensione del
sottospagio-U. Ogni suo- supplementowre how dimensione 2 ; & uwv sottospagio- generato-
daw due vettori che siano- lineawmente indipendentt dai vettori U, V, che formano
unav base diU. Ad esempio-, dopo-aver verificato- che &

rango(e, e, u v)=4

st pud-scegliere W = Sparte,,e,).

4

5. SiaL I'applicazione d&R* adR cosi definita: L (X %0 X %) > D X
i=1
a) Dimostrare ché é lineare.
b) Scrivere la matrice associataladspetto alle basi canoniche Bif edR.
c) Dimostrare ché é surgettiva.
d) Determinare una base del sottospazid Kaucleo diL).
(punti: 5)

a)



LOGH Yy X+ Y= 2 (x4 y)= 20 x4 y= O+ L)

L(ax) = imq = ai % =aL(x)

b Lo matrice ossociadtr ad wvapplicagione lineare da wno  spagio
quadridimensionale ad uno- spagio di dimensione 1 & di tipo- (1,4). In questo- caso-,
poiché ogni vettore della base canonicaw div R* hav come immagine 1, lao matrice
associato all applicagione L &

A=(11119.

Infatti: Al |=X ..+ X,

X4
o) Per ognii numero reale h  esiste qualche vettore XOR* per quale & L(x)=h;

infaitti, scelto
x=(h 0 0 0), sthaL(x)=h

d) Il nucleo di L é il sottospazio di R* delle soluzioni dellequazione X + X, + X+ X, =0.5i ha
percio

kerL:{xD]R4 | =4 ,x2:,u,x3:|/,>g:—/1—,u—v,per/1 M VOR}

Una base del nucleo é la famiglia

1Y(0Y(O
o]l 1]|]0
ollof] 1
-1/ -1) (-1

Per controllare la coervenza tra le risposte d),c), usando il teorema delle dimensioni,
verifichiamo che, da dim(XerL) = 3, segue: dim(ImL) = 4 - 3 = 1, e quindi é confermato che
Capplicazione é surgettiva.

0 -h 1
6. Stabilire per quali scelte Hila matrice realeoe=| g -1 (| € diagonalizzabile e, per quei valoritdi
2 2h 1

scrivere la matric! di uncambiamento di base che pdttin forma diagonale.
(punti 4 + 2)

Scriviamo Cequazione caratteristica della matrice data
-A  -h 1
def 0 -1-1 0 |= €EA )deﬁ_; 1_1/J: VEVE Gy ™
2 2h  1-4

Gli autovalori sono —1 ( con molteplicitd algebrica 2) e 2 , semplice.



Perché la matrice sia diagonalizzabile, é mnecessario che Cautospazio rvelativo

allautovalore doppio sia di dimensione 2. Lo spazio degli autovettori associati
allautovalore doppio é dato dalle soluzioni di

1 -h 1
(C-(-DX=l0 0 0|X=0
2 2h 2

Questo- sistemar omogeneo- (i tre incognite) ha «*  solugioni se b rango- dellow
matrice dei coefficientt & 1. Dallaw ridugione o scaling

1 -h 1 1 -h 1
0O 0 O0|-|0 /A O
2 2h 2 0O 0 O

si vicava che il rango é 1 soltanto per h = 0; quindi la matrice é diagonalizzabile solamente
perh=0.

In tale caso, Cautospazio associato allautovalove doppio ha come base la famiglia
1)(0

0 |,| 1|;; Cautospazio relativo allautovalore semplice é determinato da
-1) (0
-2 0 1
(CO)-(2))X=| 0 -3 0[|X=0
2 0 -1
1
quindi é il sottospazio generato dal vettore | O
2

Una matrice di un cambiamento di base da cui si ottenga una matrice, simile a C, in
forma diagonale, é

1 01
M=0 120
-1 0 2



