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SPAZI CON PRODOTTO INTERNO
E SPAZI DI HILBERT







Capitolo 1

Spazi con Prodotto Interno
e Spazi di Hilbert

1.1 Introduzione

Abbiamo piu volte usato lo spazio euclideo R™ le cui nozioni e proprieta fonda-
mentali sono state ottenute generalizzando le corrispondenti nozioni e proprieta
fondamentali dell’usuale spazio euclideo R3. Cosi & stato in particolare per le
operazioni di somma di due vettori = (1, Z2,...,2,) ey = (Y1, Y25+, Yn)
e di prodotto di uno scalare o € R per un vettore z di R":

£+g: ($1+y17$2+92,-~-7$n+yn)

azr = (azq, arg, ..., ATy)

Una delle nozioni pitt importanti definibili su R™ é quella di prodotto scalare o
prodotto interno, che associa ad ogni coppia ordinata di vettori (z, y) di R” un
numero reale

(1.1) (zly) = inyi

In R3 questo prodotto interno é I'usuale prodotto scalare utilizzato, per esempio,
in Meccanica Razionale. Le piti importanti proprieta del prodotto scalare sono
le seguenti:

S 1) (zly) = (yle)

(

(52)  (z1+zly) = (zily) + (2ly)
(S-3)  (azly) = a(zly)

(S-4) (zlz) > 0 perogni z e R"
(S-5) (zlz) =0 sse z=0

La verifica di queste proprieta é immediata conseguenza della definizione di
prodotto interno introdotta su R™. Da queste proprieta se ne possono dedurre
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ovviamente delle altre, per esempio che

(elm ) = (efm) + (afw)
(z]ow) = az]y)

Ma il fatto rilevante é che la (S—4) permette di introdurre la norma (o modulo)
indotta dal prodotto interno secondo la definizione

(1.2) ]| = (zlz) =

che é proprio la norma euclidea di R™. Questa norma é tale da essere legata al
prodotto scalare tramite la diseguaglianza di Schwarz:

(1.3) Kzly)l < Nzl - llyll

in cui é vero il segno uguale sse z = Ay per un opportuno scalare A € R.

Dalla diseguaglianza precedente, sotto l’ipiotesi che HQH #0e HQH 2 0, si ricava
che

B (zly)
(4 DSl <

e percio esisterd un unico numero reale € [0, 7], chiamato angolo, compreso
fra i vettori z e y, e tale che

(zly) = || - [ly]l - cos .

In questo modo abbiamo ottenuto la generalizzazione dell’usuale definizio-
ne di prodotto scalare di due vettori in R? quale prodotto delle loro norme (o
moduli) per il coseno dell’angolo compreso fra di essi.

La nozione di prodotto scalare puo essere estesa allo spazio lineare complesso
C™ associando ad ogni coppia di vettori di C"

L = (1‘1,172,...,33”) e y= (y15y27~--ayn)

il numero complesso

(1.1c) (zly) = Zfzyl

Relativamente a questo prodotto interno sono soddisfatte proprieta analoghe a
quelle di tipo (s) viste ora nel caso di R"™, precisamente

(s-1) (zly) = (ylz)
(5-2) (a1 +2oly) = (auly) + (22ly)

(s-3) (azly) = @ (zly)
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(s—4) (z]z) > 0 perogni z € C"
(s-5) (z|z) =0 sse z =10

La (s-3) permette di introdurre la norma indotta dal prodotto interno

(1.2¢) lz| == V(z]z) =

che é la norma || - ||, definita su C"”. Anche in questo caso varra la proprieta
(1.3) ma da questa non sara pit possibile dedurre la (1.4) e quindi non saremo
piu in grado di definire 'angolo compreso fra due vettori.

1.2 Spazi con prodotto interno

Astraendo da queste considerazioni, possiamo introdurre in maniera assiomatica
la definizione generale di spazio con prodotto interno.

Definizione 1.2.1 Si definisce spazio con prodotto interno o spazio unitario
uno spazio lineare complesso S munito di una applicazione S x S — C che ad
ogni coppia ordinata (x, y) di vettori in S associa un numero complesso, indicato
con (z|y) e chiamato prodotto interno di x ey, tale che per ognix, x1, x2,y € S
e ogni o € C, sono soddisfatte le condizioni:

(S-1) (z|y) = (y|x) (hermitianita)
(5-2)  {z1+x2ly) = (m1]y) + (x2ly) (additivita a sinistra)
(5-8) (azly) = @ (z|y) (antiomogeneita a sinistra)
(S-4) (z|z) > 0 perogni z € C" (non negativo)
(S-5) (z|z) =0 sse =z =10 (non degenere)

Osservazione 1.2.2 Se S é uno spazio lineare reale, la definizione di
spazio con prodotto interno (reale) é data di conseguenza. In questo caso
tutte le precedenti condizioni rimarranno invariate ad eccezione della (S-1)
e della (S-3) in cui ovviamente non comparira la coniugazione complessa.
In questo caso, la (S—1) viene chiamata condizione di simmetria e la (S-3)
condizione di omogeneita a sinistra.

Teorema 1.2.3 In uno spazio con prodotto interno S sono soddisfatte le sequen-
ti proprieta:

(i)«

(i) (zlay) = a (zly)

(iii)

(i) |

() |zly) > < (z]z) - (yly) (disequaglianza di Schwarz)

0lz) =0 perogni = €S

zly) =0 perogni = € S implica y=0
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Nella (v) il segno uguale vale sse x = Ay con A € C.
Dimostrazione. (i) Dalla (S-1) e (S-2), definizione 1.2, si ha

(Tly1 +y2) = (Y1 +y2lz) =

(ii) Analogamente dalla (S-1) e (S—3), definizione 1.2, otteniamo che

(zlay) = (aylr) = a (ylz) = a (z[y)

(iii) Essendo (Oly) = (0z|y) = 0 - (z]y) = 0 questa proprietd segue dalla
(S-3), definizione 1.2.

(iv) La iv é conseguenza del fatto che fra tutti i possibili z vi é anche x = y e
percio (y|y) = 0 implica, per la (S-5) definizione 1.2, che y = 0.

(v) Poniamo A = (z|z), B = [{(z|y)|, C = (yly). Ilcaso B = 0 é banale.

Se B # 0siaa = @Lﬁm allora
W) o

Qualunque sia il numero reale r € R, avremo che
(z —raylz —ray) = (zlz) — ra (zy) — ra {ylz) + r? (yly)

L’espressione sulla sinistra, per la (S—4) definizione 1.2, é reale non negativa e
percio
A—2rB +r°C >0 perogni r € R

Se C' # 0, questa disequazione in r sard soddisfatta per ogni r € R sse B2 —
AC < 0, ossia sse B2 < AC; altrimenti scritta come

[(zly)]* < (z]) (yly)
Se C' = 0 allora C = (yly) = 0 implica y = 0 da cui
B = [zly)] = 0
Se z = Ay allora
[wly)? = APyl * =

= M (yly) (yly) =
(AylAy) (yly) = (z]z) (yly)

Supponiamo ora che |(z|y)|> = (z|z) (y|y) e con = e y entrambi diversi dal
vettore nullo. (Se fosse z = 0 allora |[(0|y)|> = (0[0) - (yly) e = = Oy;
analogamente se fosse y = 0). Sotto l'ipotesi fatta, la condizione

[aly)? = (ale) (yly)

[aly) [
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impone che (x|z) # 0 e (yly) # 0 e percid pure (x|y) # 0. Posto allora

sara A # 0 e percio avremo che

(z = Aylz —Xy) = (zlz) — Maly) — Azly) + [AP (yly)

[(zly))? (yle) A a

Wl T Gl Y = Maly)
R

Wl Gy = Ml
P P,
W i) (wly) = A7 (yly)

pertanto la (1.2) assume la forma

(o~ Myle - M) = (o) — LOOE _ g

e cio implica x — Ay = 0 dacui z = \y. O

Osservazione 1.2.4 Se si applicano un numero finito di volte le con-
dizioni (S-1) e (S-2) definizione 1.2 e le proprieta (i) e (ii) del teorema
1.2.3 si ottiene che

(1.5) <iakxk ’ y> =

k=1

(1.6) <$ ‘ iﬁhyh> =

hE

ok (Txly)

B
Il

1

NE

Bn (zlyn)

>
Il

1
Teorema 1.2.5 Se S € uno spazio con prodotto interno 'applicazione
S =Rz — ] = V(zlz)
soddisfa le condizioni
(N-1) ||lz|]] =0 sse =0
(N-2) |laz| = |af - ||| (assoluta omogeneita)
(N=3) llz+yll < [zl + [lyll (diseguaglianza triangolare)

ossia € una norma su S detta norma indotta dal prodotto interno. Relativa-
mente a questa norma S diviene uno spazio lineare normato in cui vale la
disequaglianza di Schwarz:

(N=4) [=lg)] < [l ]l -
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Dimostrazione. La (5), definizione 1.2, implica che ||z|| = 0 sse z = 0.
Inoltre,
laz|* = (ax|az) = Ga (@lz) = |af* |||

Rimane da dimostrare la diseguaglianza triangolare. Ma
lz +ylI* = (z+ylz+y) = |zl + 2Re({zly)) + [ly]*
applicando la (v) del teorema 1.2.3 avremo che
Re((zly)) < [(zly)[ < [l - [lyll
per mezzo della quale si ottiene la seguente maggiorazione della (1.2)
lz+ylI*> < (lzll + llyll)?* ovvero flz+yl < =] + [yl

Infine, la diseguaglianza di Schwarz é la (1.2), teorema 1.2.3, scritta in maniera
diversa. ]

Osservazione 1.2.6 Ogni spazio con prodotto interno munito della
norma indotta dal prodotto interno risulta essere uno spazio lineare nor-
madto.

Se lo spazio con prodotto interno é reale, sara (z|y) € Rperognizey € S
e in questo caso la diseguaglianza di Schwarz, altrimenti scritta come

Haly) | <1 per z#0,y#0
[z Myl
assume la forma
1< el
]l |yl

Da cio segue che esiste un unico 9 € [0, 7], chiamato angolo fra i vettori z e
vy, tale che

(zly) = [lz] [lyll cos .

Proposizione 1.2.7 Se S é uno spazio con prodotto interno non banale, ossia
diverso da {0}, per ogni x € S si ha

el = sup{[{zly)| : yl = 1}

Dimostrazione. Infatti,

Ioll = (o | o) < sup {1 | < ol = 1) <

< sup {[lz]| lyll : llyll = 1} = [l=[l-

A
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Tramite la norma indotta dal prodotto interno si puo introdurre una nozione
di convergenza di una successione {z, : n € N} a valori nello spazio con
prodotto interno S. Diremo che z € S é il limite per n tendente all’co della
successione {x,}, e scriveremo

lim z, =z sse lim ||z, —2z| =0
n—oo n—oo

0, equivalentemente, sse

— per ogni numero reale € > 0 esiste un intero positivo ng = ng(e) tale che
|z — z|| < € per ogni n > ng.

Il limite di una successione, se esiste, é unico in quanto se fosse ;1 = limzx,, e
r9 = limz,, allora

ey = @ofl < [ler —2all + lzn — 2] — 0 per n — o0

e percio ||z1 — a2|| = 0 da cui z; = x».

Una successione si dira convergente sse esiste il limite per n — +oo, altri-
menti si dira divergente. Dalla definizione di convergenza di una successione si
deducono immediatamente le seguenti proprieta:

(1) seesistono in Silimx, = xelimy, = y allora esiste in S pure il lim(x,, +
Yn) ed é
im(z, +yn) = z+y;

(2) se esiste in S il limz, = = e esiste in C il lima,, = « allora esiste in S il
lim(a,xy,) e risulta
lima,x, = ax;

(3) se esiste in S il lim z,, allora il lim||x,,|| esiste in R ed é

lim||z,| = || lima, ||.

La struttura algebrica di spazio lineare assicura soltanto che le combinazioni
lineari finite di vettori dello spazio

k
E ApTn
n=1

danno come risultato un vettore che appartiene ancora allo spazio. Per poter
prendere in considerazione combinazioni lineari “infinite” bisogna che lo spazio
lineare sia munito almeno di una norma tramite la quale sia possibile introdurre
la nozione di convergenza di una successione e quindi di convergenza di una
serie.
Precisamente, se {x, : n € N} é una successione e {s, = Z]f Tn,

k € N} é la successione delle somme parziali, definiamo come serie la coppia
({zn}, {sn}) costituita da una successione in S e dalla corrispondente succes-
sione delle somme parziali. Diremo che la serie in esame é convergente in S sse
esiste in & un elemento, indichiamolo con z, tale che

ko0 k— oo

k
z = lim s; = lim E Ty
n=1
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tale elemento si usa denotare pitt comunemente con (Y .- | @, ). Se ¢id non ac-
cade la serie si dira divergente. In genere la serie si indichera piu semplicemente
col simbolo >°°  z,, e nel caso in cui questa serie sia convergente si ha che
220:1 T, é un ben preciso elemento di S, chiamato somma della serie.

Con questa definizione di convergenza di una serie ha senso chiedersi se sia o
no convergente in S una serie del tipo > ° | @, Z,. Se questa serie é convergente
parleremo di combinazione lineare infinita dei vettori {z, : n € N}. Per le
combinazioni lineari infinite valgono le proprieta:

(1) se Y00 | ap®y = To € Y ooy BnZn = xg sono combinazioni lineari infinite
dei medesimi vettori { z,, : n € N} allora

o0

> (an + Bn)an

n=1

é una combinazione lineare infinita dei vettori {z, : n € N} ed é
o
Z(an + 6n)xn = Xo + Zg 3
n=1

(2) se >, apx, = z é una combinazione lineare infinita dei vettori { z,,
n € N}eX e Callora ).~ (Aay,)z, é una combinazione lineare infinita
dei vettori {z, : n € N} e risulta

i Aap)z, = Az
n=1

Considerato uno spazio con prodotto interno S e preso un suo sottoinsieme
A C Sdiremo che un punto z € S édi aderenza per A sse esiste una successione
{a,} C A, contenuta in A, tale che lima, = z. L’insieme di tutti i punti di
aderenza di A viene indicato con A e viene chiamato chiusura di A. Ovviamente
AC Aese A C Ballora A C B.

Un sottoinsieme K di S si dice chiuso sse K = K. In ogni spazio con
prodotto interno sono insiemi chiusi: i singoletti {} qualunque sia € S,
I’insieme vuoto e lintero spazio S, la chiusura A di un qualsiasi insieme A.

Un sottoinsieme A di uno spazio con prodotto interno si dira denso in S sse
la sua chiusura coincide con S, ossia sse A = S. Lo spazio S si dird separabile
sse esiste in S un sottoinsieme al piu infinito numerabile e denso in S.

Una successione {z,, : n € N} in § si dird di Cauchy o fondamentale sse
per ogni reale € > 0, esiste un intero positivo ng = ng(e) tale che ||z, —z,|| < €
per ogni n, m > ny.

1.3 Spazi di Hilbert

Chiaramente, ogni successione convergente é anche una successione di Cauchy
ma in generale non é vero il viceversa. Diremo che lo spazio S é completo sse
ogni successione di Cauchy costituita da vettori di S é convergente in S.
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Definizione 1.3.1 Si definisce spazio di Hilbert uno spazio con prodotto inter-
no completo rispetto alla norma indotta dal prodotto interno.

Proposizione 1.3.2 Ogni spazio con prodotto interno finito dimensionale é
completo, ossia € uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione. Sia {1, @2, ..., ©n } una base ortonormale di S, ossia una
base tale che (p;|p;) = d;;. (Come vedremo in seguito ogni spazio finito di-
mensionale possiede sempre almeno una di tali basi). Sia ora {¢, : m € N}
una successione di Cauchy in S ed esprimiamo il generico vettore di questa
successione quale combinazione lineare dei vettori della base ortonormale in

esame "
wm = Z O‘Em) Pi

i=1

Essendo

lom — wll? = o™ — a2
=1

dal fatto che la successione {9, } é di Cauchy ne segue che

. 1 .
lgllgoo\ayn) — a§)| =0 perogni i=1,2,...,n
Pertanto le successioni {ozgm) } sono, per ogni i = 1, 2, ..., n, successioni di
Cauchy di numeri complessi e quindi, per la completezza di C, esisteranno degli
scalari complessi «;, per ¢ = 1,2,...,n, tali che
(1.7) lim agm) = o
me— oo

Considerato il vettore N
b= i,
i=1

che é un elemento di S, dall’'uguaglianza
[ = ol = Dl = af™P
i=1

tenuto conto della (1.7) segue che lim,, ¥, = . 0

Se V' é una varieta lineare di S, la restrizione a V del prodotto interno
definito su S, ossia il considerare i numeri complessi (h|k) al variare dei vettori
h e k in V, é un prodotto interno su V. Pertanto,

— ogni varieta lineare V di uno spazio con prodotto interno S puo essere
considerata come un vero e proprio spazio con prodotto interno, una volta
munita della restrizione ad essa del prodotto interno definito su S.

Un sottoinsieme M di uno spazio con prodotto interno S si dice sottospazio
di § sse M ¢é una varieta lineare (topologicamente) chiusa.

Proposizione 1.3.3 Tutte le varieta lineari di S di dimensione lineare finita
sono sottospazi.
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Dimostrazione. Sia M una varietd lineare finito dimensionale di S e zo un

punto della sua aderenza: zo € M. Esistera allora una successione {x,} C M

tale che limx,, = x¢. Ma dal fatto che {x,,} é convergente in S, segue che essa

é di Cauchy nello spazio con prodotto interno M, il quale, per la proposizione

2, é completo. Pertanto il limite z( della successione {z,} non puo che essere

un punto di M : zg € M. Da cid segue che M = M, ossia che M é chiuso.
O

La proposizione precedente assicura che tutte le varieta lineari di dimensione
lineare finita di uno spazio con prodotto interno S sono dei sottospazi di S. In
generale, pero, se V' é una varieta lineare di S non é detto che essa sia anche
un sottospazio di S; ossia non é detto che V sia un sottoinsieme chiuso di S.
Comunque si puo dimostrare che

— la chiusura V' di una varietd lineare V' é sempre un sottospazio di S.

Un’altra interessante proprieta che riguarda i sottospazi di uno spazio con
prodotto interno S é la seguente

— se § € separabile tutte le sue wvarieta lineari sono separabili. Se § ¢é
completo tutti i suoi sottospazi sono completi.

Quest’ultima proprieta puo essere messa nella seguente forma:

— se H € uno spazio di Hilbert tutti i suoi sottospazi sono spazi di Hilbert.

1.4 Continuita del prodotto interno.

In uno spazio con prodotto interno le combinazioni lineari finite
n n
E QT € E Bryn
k=1 h=1

di vettori dello spazio soddisfano le relazioni (1.5) e (1.6) viste nel paragrafo
1.2. Pero sappiamo che, in virtu della norma indotta dal prodotto interno, é
possibile parlare anche di combinazioni lineari infinite (numerabili)

o0 o0
E apTy e E Bryn
=1 h=1

purché le serie siano convergenti in norma. In questo paragrafo vogliamo di-
mostrare che si possono estendere le relazioni (1.5) e (1.6) anche al caso delle
combinazioni lineari infinite e in questo risultato consiste la cosiddetta continuita
del prodotto interno.

Ricordiamo che se S é uno spazio lineare normato e f : S — C un funzionale
da S in C, allora si dice che f é continuo in xq sse

(C-i) per ogni numero reale € > 0, esiste un numero reale § = (e, o) tale
che ||z — zo|| < & implica |f(z) — f(zo)| < e
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Si dira che f é continuo (globalmente) in S sse f é continuo in ogni punto di S.
La condizione di continuitd (C—i) pud essere equivalentemente sostituita dalla
seguente condizione di continuita sequenziale:

(C—ii) per ogni successione {z,, : n € N} in S convergente a x( la succes-
sione {f(x,): n € N} converge in C a f(x¢).

Teorema 1.4.1 In uno spazio con prodotto interno S, fissato un punto z € S
qualsiasi, il funzionale

Dy : 8+ C,y — Dy(y) = (zly)

€ lineare e continuo. Mentre, fissato un punto y € S qualsiasi, il funzionale
L,: S~ C,x — Ly(z) = (z|y)

€ antilineare e continuo.

Dimostrazione. La linearita di D, é una banale conseguenza della linearita a
destra del prodotto interno e analogamente la antilinearita di L, é una banale
conseguenza della antilinearita a sinistra del prodotto interno. Inoltre, essendo

1D2(y) = Da(yo)l = [Da(y —wo)l = [{zly —yo) | < [lz]l - [ly — yoll
ed essendo = fissato, preso € > 0, esiste § = 7y tale che lly — yoll < ¢ implica
|Da(y) — Dalyo)| < €
Con lo stesso procedimento si dimostra che L, é continuo. O

Abbiamo appena ricordato che in uno spazio lineare normato la continuita
é equivalente alla continuita sequenziale e percio i risultati del teorema 1.4.1
possono tradursi nelle proposizioni:

1) se esiste in S il limite della successione {y, : n € N} allora per ogni x € S
fissato esiste in C il limite della successione {{z|y,) : n € N} ed é

lim (z|y,) = (z|lim y,) ;

2) se esiste in S il limite della successione {x,, : n € N} allora per ogniy € S
fissato esiste in C il limite della successione {{x,|y) : n € N} ed €

lim (z,|y) = (limz,|y) .

In particolare, se {8y, : n € N} é una successione in S tale che la cor-
. . k . .
rispondente serie é convergente, posto s = > _; Bnyn la somma parziale di
o0 . .
posto k e con Y ", Bnyn = limy s; la somma della serie, avremo che

hllcn (z|sg) = <:r ‘ h/IcnSk>

cioé

tim (z | gﬂnyn> = iﬁnyn>
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da cui segue

111?1 iﬂn (lyn) = <$ ’ iﬂnyn>

n=1 n=1

ossia abbiamo ottenuto il seguente risultato:

3) se la serie Y o, Buyn € convergente in S, allora per ogni x € S fissato la
. o0 z . .
serie Yy " Bn (x|yn) € convergente in C e si ha che

(2|3 Bam) = 3 ot

Usando lo stesso procedimento si dimostra che

4) se la serie Y | anxy € convergente in S, allora per ogniy € S fissato la
serie Y- Gy (Ty]y) € convergente in C e risulta essere

<i p Ty y> = i T, (znly) -

n=1

Le proprieta 4 e 5 ora ottenute sono la naturale generalizzazione della (1.5)
e (1.6) sezione 1.2 e per il fatto che il prodotto interno soddisfa queste proprieta
si usa dire che esso é continuo.

1.5 Spazi lineari con norma non ottenibile da un
prodotto interno

Negli spazi in cui la norma si ottiene da un prodotto interno, presi due elementi
f e g, vale la seguente legge del parallelogramma:

If+gll> + Lf = gl* = 2[If1> + 2[|g/I?

Dimostrazione.

(f+glf+g9 +{f—9lf—9) =
= (fIf) + {flg) + (g|f) + (glg) +

+ {fIf) = (flg) — (glf) + (glg) =
2[I£11” + 2[lgl* -

IF + gl + 1 gl

O

In R? questo teorema ha una rappresentazione grafica corrispondente alla
seguente proprieta:

— la somma dei quadrati delle diagonali di un parallelogramma é uguale alla
somma del doppio dei quadrati dei lati.
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Per quanto visto ora ogni spazio con prodotto interno é uno spazio lineare
normato, ma esistono norme che non sono ottenibili da un prodotto interno.
Infatti nel seguente esempio considereremo una definizione di norma in uno
spazio lineare &£, e mostreremo che, presi due particolari elementi di £, non é
valida la legge del parallelogramma. Cio significhera che la norma cosi definita
non ¢é ottenibile da un prodotto interno.

Esempio 1.5.1 Sia C[(0, 27), K] lo spazio funzionale su cui sono definite la usuale
somma di funzioni e il prodotto di una funzione per uno scalare. Consideriamo la
norma uniforme:

Ielloe = sup {[p(2)] : = € (0, 27) }

Ora scegliamo in questo spazio funzionale i due seguenti vettori

f = max{ (sinz, 0) } g = max{(—sinz, 0) }

1 /_\.\ 1 _\\
08 . / \ 08 / f,/ \

I
o8t [ \ 66 IJ \
! L \
{ \ / \
/ \ ! \
04 X \ 04 W
| |
\ / |
03} | \ 02 1
/ ' / |
| \ \
1 2 Ed 4 s & 1 2 3 4 5 L

Si verifica facilmente che

(1.8) [ +gllec = IIf = glloc = [[flle = llgllc =1
2= (If +gl* + If —gllI*) # QI + 2]glI*) = 4

1.6 Ortogonalita e ordine parziale di sottospazi

In questa sezione introdurremo l'importante nozione di ortogonalita nel caso
di spazi con prodotto interno e tramite essa evidenzieremo le proprieta di quei
particolari sottospazi che ammettono complemento ortogonale, i cosiddetti sot-
tospazi ortogonali. In particolare prenderemo in esame la cosiddetta “geometri-
a” degli spazi con prodotto interno, intendendo con questo termine lo studio delle
loro proprieta rispetto alla relazione d’ordine parziale di inclusione insiemistica.

Definizione 1.6.1 Due vettori x e y di uno spazio con prodotto interno S si
dicono ortogonali sse (xz|y) = 0; in questo caso si usa scrivere x L y.

Se A e B sono due sottoinsiemi di S, col simbolo A L B indicheremo il fatto
che a 1 b per ognia € Aeognib € B. In particolare se x € S, con z 1 A
verra denotato il fatto che L a per ogni a € A. Infine, con Al si intendera
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I'insieme di tutti gli elementi di S ortogonali all’intero A, questo insieme viene
chiamato annichilatore di A; pertanto

At = {z € S: (zla) =0 perogni ac A}.
Esempio 1.6.2 Banalmente {0}" =S e S* = {0}. ]

Osservazione 1.6.3 Nel caso di uno spazio con prodotto interno reale,
poiché per ogni coppia di vettori z,y esiste un unico angolo ¥ € [0, 7]
(I'angolo “compreso” fra = e y) tale che

(zly) = [l [lyll cos?,

la condizione di ortogonalith z L y sse (z|y) =0 é equivalente alla
usuale condizione che 'angolo compreso fra i due vettori é /2.

Non é difficile verificare che in uno spazio con prodotto interno le seguenti
proposizioni sono fra loro equivalenti

(0g-1) {zly) = 0

(ogi)) Il < z+ 29l perogni A€ C

(og-iii) lz+yl* = |lz|I* + [lvl? (teorema di Pitagora)
(og-iv) [z +yll = lle =yl

Proposizione 1.6.4 La relazione binaria di ortogonalita 1 soddisfa le sequenti
proprieta:

(i) x Ly implica y Lz
(ii) © Lx sse x =0
(iti)) 0 Lx  perogni =z €S
(iv) x Ly implica x L (\y) perogni X € C
(v) x Lyex Lz implicano =z L (y+ 2)

(vi) sia  {yn} wuna successione in S convergente ay € S e tale che x L
Yn  per ognin, allora x L y.

(vii) per ogni x,y € S con x # 0 esiste un unico a tale che x L
(az +y).

Dimostrazione. Le prime cinque proprieta sono banali mentre per la (vi) si
osservi che se lim y,, = y con (z|y,) = 0 per ogni n, allora

(zly) = (z|limyn) = lim (zly,) = 0
Per la (vii) si tratta semplicemente di risolvere ’equazione di primo grado in a,
0 = (zlaz +y) = [z]*a + (zly)

la quale da
_(zly)
]|

a =
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Corollario 1.6.5 Sia A un qualsiasi sottoinsieme di S, il suo annichilatore A+
¢ un sottospazio di S. Quindi, in particolare A+ = (A+)L ¢ un sottospazio.

Dimostrazione. La proprieta (iii), (iv) e (v) della proposizione precedente
dimostrano che AL & una varieta lineare di S.

Sia {z,} € AL, ossia per ogni n (z,la) = 0 per ogni a € A, tale che
limz, = y € S, allora per la (vi) si ha che y L a per ogni a € A e quindi
ye At. O

1.6.1 Insiemi parzialmente ordinati di sottospazi

La famiglia P(S) di tutti i possibili sottoinsiemi di S € un insieme parzialmente
ordinato rispetto alla usuale inclusione insiemistica, la quale soddisfa le ovvie
proprieta:

(or-1) A C A perogni A€ P(S) (riflessiva)
(or-2) A C BeB C Aimplicano A = B (antisimmetrica)
(or-3) A C BeB C Cimplicano A C C (transitiva)

L’ordine ¢ parziale perché puo accadere che per due generici sottoinsiemi A e
Bnonsiané A C Bné B C A. In questo caso A e B si dicono inconfrontabili
o non comparabili.

Se{A; : j € J} ¢&una collezione di sottoinsiemi di S, un sottoinsieme M di
S si dice maggiorante sse A; € M per ogni j € J. Un sottoinsieme My di S si
dice estremo superiore della collezione sse My € un maggiorante ed & contenuto
in tutti i maggioranti di { A; : j € J}. L’estremo superiore di {A4; : j € J}
viene indicato con

V { Aj : ] S J}

Esso esiste, ¢ unico e coincide con l'unione insiemistica della collezione { A; :
j € J}; cioe

(1.9a) V{A;:jeJ}=U{4;, :jeJ}

Si possono introdurre in maniera duale le nozioni di minorante e di estremo
inferiore 0 massimo dei minoranti A{A4; : j € J}. In questo caso avremo

(1.9b) MNMA cjedy=n{A;:je ]}

Un insieme parzialmente ordinato per cui esistono ’estremo superiore e ’estremo
inferiore di ogni collezione di elementi scelti in esso viene detto reticolo completo.

Se indichiamo con ¥(S) la famiglia di tutti i sottospazi di S, si ha che £(S)
¢ ancora un insieme parzialmente ordinato rispetto all’inclusione insiemistica.

Chiaramente se {S; : j € J} & una qualsiasi famiglia di sottospazi di S,
'intersezione insiemistica N{S; : j € J} & ancora un sottospazio di S. Da
cid segue che esiste in 3(S) 'estremo superiore della famiglia {S; : j € J},
ossia un sottospazio di S che contiene tutti gli S; e che & contenuto in tutti i
sottospazi contenenti gli S;. Precisamente sara

(1.10a) V{S;:jedJ}=n{M e X(S):S; C MperognijeJ}
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mentre risulta banalmente che
(1.10Db) NSj:jedt=n{S;:j€eJ}

Pertanto anche ¥(S) € un reticolo completo in cui 'estremo inferiore coincide
con la intersezione insiemistica, ma in cui I’estremo superiore non coincide con
I'unione insiemistica. Per esempio, nel caso di R? presentato in figura 1.1

yl
S2

S

Figura 1.1: Due sottospazi 1-dimensionali in R?

avremo che
SINS =8NS =10}
S VS8 =R*#8 US
Una caratterizzazione dell’estremo superiore e fornita dalla seguente

Proposizione 1.6.6 Se {S; : j € J} é una famiglia di sottospazi di S sara

\/j{SjIjEJ}:Sp(U{SjIjEJ})

Dimostrazione. Se M & un maggiorante di {S; : j € J } avremoche S; C M
per ogni j € J dacui US; € M e quindi

Sp(USj) - M

concludendo che Sp(US;) C M. Dall’ovvia proprieta che S; C Sp(US;) per
ogni 7 € J otteniamo la tesi. (I

Da quanto visto sino ad ora possiamo introdurre ’applicazione
(1.11) LoPS) — 2(S), A— At

che ad ogni sottoinsieme A di S fa corrispondere il suo annichilatore (che, in
virtu del corollario 1.6.5, & un sottospazio di §). Se A ¢ un sottoinsieme di S,
'annichilatore (A+)+ dell’annichilatore A+ di A verra indicato con AL+ :

AJ_J_ = (AJ_)J_
Proposizione 1.6.7 Se A e B sono due sottoinsiemi di S varranno le proprieta
(oc-1) A C At
(oc-2) A C B implica Bt C At

(0c-3) An At ={0}
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Dimostrazione. Sia a € A allora preso un generico y € A+ avremo in
particolare che a L y, da cui @ € AL, Pertanto a € A implica a € AL,

Sia A C Bex € B*, ovvero x L B, allora a maggior ragione x 1 A.
Pertanto € B+ implica z € AL,

Se a € AN At allora (ala) = 0, da cui a = 0. O

Corollario 1.6.8 L’applicazione di annichilazione soddisfa l'ulteriore proprieta:
(ALL)l _ AL
Dimostrazione. Dalla (oc-1), A C A1+ per la (oc-2) segue che
(AJ_J_)J_ g AJ_
Inoltre applicando la (oc-1) al caso particolare di A+ sara
AL g (AL)LL _ (ALL)L
O

Considerato I'insieme parzialmente ordinato (P(S), C, 0, S) abbiamo visto
che esso & un reticolo completo avente come elemento minimo I'insieme () e come
elemento massimo l'insieme S. Infatti

) CACS perogni A€ P(S)

Nella teoria degli insiemi parzialmente ordinati una applicazione soddisfacente
le condizioni (oc-1), (0c-2) e (oc-3) viene chiamata ortocomplementazione debole
o intuizionista . Facciamo osservare che rispetto a questa ortocomplementazione
le seguenti tre proprieta sono equivalenti

(dog-1) AlB
(dog-2) AC B*
(dog-3) B C A*+

Analogamente (2(S), C, {0}, S, 1) & un reticolo completo debolmente or-
tocomplementato avente come elemento minimo il sottospazio banale {0} e
come elemento massimo il sottospazio banale S.

1.6.2 Ortospazi

In questa sezione studieremo una particolare famiglia di sottospazi, gli ortospazi,
caratterizzata da interessanti proprieta rispetto alla relazione d’ordine parziale
di inclusione insiemistica.

Proposizione 1.6.9 Siano My e My due varieta lineari di S tali che M; N
My = {0}. Allora posto

M1+M2:={.’171+:L‘2:3?1€M17 LL’QEMQ}

avremo che essa € una varieta lineare tale che ogni y € My + My puo essere
rappresentato i1n maniera uNIVoOca come SOmma

y=x1 +x2 con x € My e x5 € My

In questo caso, per evidenziare questa proprieta, useremo indicare con My @& Ms
la varieta lineare My + My che verra chiamata somma diretta di My e Ms.
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Dimostrazione. Supponiamo che
Il+f£2:i’1+§72 con Il,ﬂz‘lng e IQ,QE‘QGMQ

allora ©1 — &1 = 29 — &g con (1 — &1) € My e (x2 — &2) € M ma essendo
My N My = {0} non potra che essere 1 — &1 = 29 — &2 = 0dacuizy = &
€ Ty = i’g. O

Se V1 e V5 sono due varieta lineari di S tali che Vi L V5 allora banalmente
VinVs = {0}

In questo caso potremo costruire la varieta lineare Vi @ V5 la quale, in
generale, soddisfera la condizione V; @& Vo, C S.

Proposizione 1.6.10 Siano Vi e Vo due wvarieta lineari di S mutualmente

ortogonali, Vi L Vs, e tali che Vi & Vo = S allora
(i) V=V e V=V
(ii) Vi=Vite V= vt
(iii) Vi e Vi sono due sottospazi di S
(iv) S=vVieVi =VhoV;

Dimostrazione. Dall’ipotesi Vi L V; segue che Vo C Vi, Siaora z € Vi- C
S, dall’ipotesi S = Vy @ Vo risulta z = 21 + 20 con xy € Vi e z9 € Vo; allora
si ha

0= (zl21) = (21 + @2f71) = |an |’

e percio x1 = 0. Da cio si deduce z = x5 € V5. Pertanto Vﬁ- C V5. Ossia
Vo = Vit In maniera analoga si ricava V; = V5.

Dalla prima di queste due segue che Vz*+ = V- la quale, per la seconda,
conduce al risultato Vo = Vz-1. Analogamente si dimostra che V; = Vit

Infine, da questi ultimi risultati applicando il corollario 1.6.5, si otterra che V;
e V5 sono sottospazi di S.
La (ii) segue banalmente dell'ipotesi V1 @ Vo = S e dalla (i). O

Osservazione 1.6.11 Da quanto visto sino ad ora potremo concludere
che se M & un generico sottospazio di S, avremo che M 1 M= da cui
possiamo al pitt dedurre che M & M+ C S. Anzi, come vedremo in
seguito,

condizione necessaria e sufficiente affinché S sia uno spazio di
Hilbert & che per ogni sottospazio M si abbia M & M+ = S.

Potremo allora isolare quei particolari sottospazi M di S per cui M @M+ =
S e chiamarli sottospazi ortogonali o ortospazi.

Definizione 1.6.12 Un sottospazio M di S si dira ortogonale sse
S=MaoM*-
L’insieme di tutti ¢ sottospazi ortogonali di S verra indicato con E(S). Pertanto
ES) ={Mec%(S): MoM*+ =S}

Per essi valgono le proprieta
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a) Se M ¢ un sottospazio ortogonale, dalla (ii) proposizione 1.6.10 segue imme-
diatamente che M = M+,

b) Se M ¢ un sottospazio ortogonale allora M+ & pure ortogonale. Infatti:
Mo M+ = Mte M+t =S,

Verifichiamo ora che la classe dei sottospazi ortogonali & non vuota in quanto
tutti i sottospazi di dimensione finita sono ortogonali.

Proposizione 1.6.13 Se M ¢ un sottospazio finito dimensionale di S allora
Mo M-=S8

Dimostrazione. Considerata una base ortogonale { uy, ug, ..., ux } in M sia
2 un generico vettore di S. Posto

k
E (uglx) u; z=x -y

=1
avremo che per ogni j =1,2,...,k
k
(ul) = (us | 2= (uile) i) =
1
k

(ujlz)y — Z (ujlz) (ujlu;) =0
1
e percid z L M. Quindi, per ogni € S esistonoy € M e z € M* tali
chez = y+ 2. U

Proposizione 1.6.14 Se My ed M> sono sottospazi completi di S e My 1 Mo,
allora la varieta lineare My ® My é completa.

Dimostrazione. Sia {z,} una successione di Cauchy in M; & M,: poniamo
Tn = x, + all con z!, € My e x!! € Ms. Dal teorema di Pitagora avremo che

2

2 "
[z, — @ — Ty

= [[@h =@t + @ = @)

" " 2
= || @ + @) = @+ )| =

lom = all® 2 0
:

N N . . . 1" \

Da cio segue che {z!,} & una successione di Cauchy in M; e {z,,} & una

successione di Cauchy in Ms. Poiché M7 e My sono completi avremo che ), —
" " . .
' € Myex, — x € Msequindi

17 1"
limz, =limz), +limz, =2 +2 € M; & M,
U

Corollario 1.6.15 Se My e My sono due sottospazi di uno spazio di Hilbert H
con My L My allora My ® My é un sottospazio di H.

Dimostrazione. Se M; e My sono sottospazi allora essi sono in particolare dei
chiusi di uno spazio completo H e quindi sono pure completi. Ma per il teorema
precedente cio implica che M7 @& M, € un chiuso di detto spazio. O






Capitolo 2

Esempi di Spazi con
prodotto interno

2.1 Introduzione

In questo capitolo tratteremo diffusamente alcuni dei piut notevoli esempi di
spazio con prodotto interno. Gli spazi trattati hanno tutti la importante carat-
teristica di essere intensamente usati nelle applicazioni pratiche.

2.2 Esempi di spazi con prodotto interno

Esempio 2.2.1 Lo spazio lineare C™ é uno spazio di Hilbert complesso e separabile
relativamente al prodotto interno definito per ogni coppia di vettori appartenenti a C™

z = (z1,22,...,%n) € Y= (Y1, %2, ---, Yn)
dalla legge:
(zly) =Y Ty
i=1

La norma indotta dal prodotto interno é in questo caso

n
D ll2.
i=1

Esempio 2.2.2 Lo spazio lineare I3(N, C), a volte indicato con l2, costituito da tutte
le successioni = (z, : n € N), indicate pit semplicemente con z = (z,), a valori
in C e di quadrato sommabile, ossia tali che > 77 ||z, ||* é una serie convergente, ¢
uno spazio lineare complesso rispetto alle operazioni di addizione e di moltiplicazione
esterna su K definte nel seguente modo: Se a € K,
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z= (21,22, ..., Tn,-..) €Y = (Y1, Y2, --- , Yn, -.-) € 12(N,K) allora
+y: =@ +yi,z2+y2, ..., Tn + Yn, ...)
ar = (ax1, QT2 ,... , AL, ...) .

Questo spazio lineare diventa uno spazio di Hilbert complesso e separabile rispetto al
prodotto interno definito, per ogni coppia di vettori appartenenti a l2, dalla legge:

(zly) Z

La norma indotta da questo prodotto interno é espressa da
oo

lzl = [ D llzall?.

n=1

|
La verifica che le definizioni ora date sono ben poste segue dal seguente Lemma.

Lemma 2.2.3 Se z,y € K sono due qualsiasi numeri complessi (o reali) allora
valgono le disequaglianze:

1
(2.1) ] Jyl < 5 (2] + [y]*)
(2.2) o +yl* < 2] + 2]y |
Dimostrazione. Dalla ovvia maggiorazione 0 < (|x| — |y|)? segue che 0 <

|z + |y = 2|z] - |y, Le., 2(|z] - [y]) < []* + [y|*.
D’altra parte, da

24yl =(@+y) (z+y)
=TT+ Yy + Yy +yr
= |z|? 4 |y|* + 2Re(Z - y)
< + |y* + 2]z -y

Tenuto conto del risultato appena ottenuto possiamo porre la ulteriore maggio-
razione |z +y[* < [z* + |y[> + (|2[* + |y|?), ovvero |z + y|* < 2(|zf* + [y[*).
O

La (2.2) implica immediatamente che la operazione di somma é ben posta.
Per quanto riguarda la definizione di prodotto interno dalla (2.1) segue che

i [Zngmll < 5 (Z lzall” + leyn2>

n=1

da cui si ottiene che la serie di numeri reali non negativi

k
(2.3) = | Tuyal
n=1
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é convergente, e quindi di Cauchy, in Ry. Considerata la successione di numeri
complessi

k
n=1

avremo che per h < k

|k — anl = |Thp1ynt1 + - - - + Tryi]
< |Thpaynga| + o+ [Tyl

k h
= Z ‘fnyn| - Z |§nyn|
n=1 n=1
=Tk —Th

Dal fatto che la (2.3) & una successione di Cauchy in Ry e da questa maggio-
razione segue che anche la (2.4) ¢ di Cauchy in C, ed essendo C completo, che
la (2.4) & convergente in C: 3)°° | Ty, € C:

k

oo

E TpYn = lim E TnYn
k—oo

n=1 n=1

Esempio 2.2.4 Lo spazio d2(N, C)

Indicato con d2(N, C) o, pill brevemente, con dz U'insieme di tutte le successioni di
numeri complessi z = (x,) definitivamente nulle, ossia tali che gli elementi non nulli
sono in numero finito, si verifica immediatamente che d2 é una varieta lineare di [2,
densa in questo spazio di Hilbert, che a sua volta si puo considerare come uno spazio
con prodotto interno <g|y> = > TnYn. |

Esempio 2.2.5 Lo spazio s2(N, C).

Con s2(N, C) o, pilt semplicemente, con sz intenderemo I'insieme di tutte le successioni
di numeri complessi z = (x,) a rapida decrescita, ossia tali che per un qualsiasi intero
non negativo r le serie di numeri reali 3" (n + 1) ||z, ||* sono convergenti:

$2(N, €) := {(@n) : Y (n+1)" |&a]|* < +o0 per ognir € Ny }.

Lo spazio s2, munito delle usuali operazioni fra successioni, é una varieta lineare di [z,
come si deduce dalle ovvie relazioni

St 1)+ P < 2 (3 e )+ S e 17 ) |
St 1) llacal = flal® 3 (1) lewl 2.

Lo spazio sz é uno spazio con prodotto interno (z|y) = Y Znyn contenente a sua
volta lo spazio d2. Da quest’ultimo risultato segue che pure s2 é una varieta lineare
densa in ls. ]
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Possiamo ora dare un esempio concreto di uno spazio di Hilbert non sepa-
rabile modificando leggermente la definizione dello spazio di Hilbert I3(N, C).
Ricordiamo che una successione (z,,) in l2(N, C) puo anche essere denotata con
il simbolo di funzione x : N — C. Fatta questa osservazione possiamo analizzare
il seguente:

Esempio 2.2.6 Sia l3(R, C) 'insieme delle funzioni ¢ : R — C soddisfacenti le due
condizioni:

i) la funzione ¢ assume il valore zero per tutti i punti R ad eccezione di un insieme
di punti al pitt numerabile;
ii) la somma dei quadrati dei valori assoluti della funzione in questi punti é finita.

Entrambe queste due proprieta possono essere formalmente espresse in maniera piu
breve ponendo:

D lle@)l* < +oo.

z€R

In quanto segue indicheremo pitt semplicemente con l2(R) lo spazio l2(R, C).

Le usuali operazioni di somma di funzioni in l2(R) e di prodotto di uno scalare
per una funzione in l2(R) danno ancora funzioni appartenenti a l2(R) e percio l2(R)
risulta essere uno spazio lineare complesso. Inoltre gli stessi ragionamenti fatti nel
caso dell’esempio 2.2.2 conducono al risultato che la definizione

(ele) = pl@)p(x)

zER

per ogni ¢ € l2(R) e ogni ¢ € [2(R) é ben posta; in piu essa definisce un prodotto
interno su l2(R) rispetto al quale l2(R) diviene uno spazio di Hilbert. La norma indotta

dal prodotto interno sara:
el = [ > le@)2-
z€R

Consideriamo, per ogni v € R fissato, la funzione
e, : R— C

definita dalla legge

() 1 per z=v
i) = 0 per =z #v

sara allora e, € I2(R). Introdotte le sfere s, di centro e, e raggio 1/+/2 verifichiamo
che per v # psara s, N s, = (. Infatti se p € s, N s, allora

lev = eull < llew =l + llo —eull < 1/V2+1/v2 =2

mentre

lew — eull = \/Z lev(@) — en(@) 2 = V2

zER

in contrasto coll’ipotesi ora assunta.

Sia ora A un sottoinsieme di l2(R) ovunque denso in l3(R). Allora ogni sfera s,
conterra almeno un elemento di A ed essendo queste sfere a due a due disgiunte vi
saranno tanti elementi distinti in A almeno quante sono le sfere s, per v € R, ossia
A conterra almeno tanti punti quanti sono i punti di R. Pertanto, ogni insieme denso
in [3(R) ha almeno la cardinalita del continuo e percio l2(R) non é separabile. |
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Osservazione 2.2.7 Se J é un insieme totalmente ordinato di indici,
potremo considerare lo spazio di Hilbert l2(J, C) definito, in analogia col-
I’esempio 2.2.6, come lo spazio delle funzioni ¢ : J — C, nulle su tutto
J ad eccezione di al piu una infinita numerabile di punti e a quadrato
sommabile.

Abbiamo cosi visto un esempio di uno spazio con prodotto interno completo
e non separabile. Daremo ora un esempio di uno spazio con prodotto interno
separabile e non completo.

Esempio 2.2.8 Si consideri lo spazio lineare complesso C([a, b], C), scritto piu sem-
plicemente C([a, b]), delle funzioni definite sul compatto [a, b] e a valori in C. Se
¢ : [a,b] — C indicheremo con

u:la, b)) = R e v:la b — R

rispettivamente le funzioni parte reale e parte immaginaria di ¢. Le funzioni u e v
appartengono a C([a, b] ; R) e percid sono integrabili secondo Riemann. In questo caso
risulta essere ¢ = u + v e si definisce

/ab o(2) dz = (/b u(ac)dac) b (/b v(m)dx)

Chiaramente questo integrale soddisfa le seguenti proprieta:
b b b
(25) [ et + v@)ds = [ p@ds + [ v s

b b
(2.6) / Ao(z)dx = A o(z) dz

(2.7) /a p(z)de = </a np(m)dm>.

Inoltre se ¢ e ¢ € C(]a, b]) allora pure By e @i sono elementi di C([a, b]) e
percio integrabili secondo Riemann. Da tutto cio segue che la seguente definizione é
ben posta

(ol) = / o) b(x) do

e che essa ha le proprieta di un prodotto interno. La norma indotta dal prodotto
interno

b
lell = / lo(@)|? da

¢é la norma della convergenza in media quadratica. In C([a, b]) la diseguaglianza di

Schwarz assume la forma
b b
<\ [le@irde -\ [ v de.

Lo spazio C([a, b]) non é completo: basterd considerare il caso di C([—1, 1]) in cui la
successione { ¢, : n € N} definita dalla legge

| | @ () da

-1 per —1<z<-1/n
on(z) = < nx per —1/n <z <1/n
1 per 1/n <z <1
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é di Cauchy ma non é convergente in C([—1, 1]). Anzi essa “converge” in media
quadratica ad una funzione che non appartiene allo spazio C([—1, 1]), precisamente
alla funzione discontinua

)1 per z € [-1,0)
J(@) = {1 per z € [0, 1]

La famiglia P([a, b]) dei polinomi definiti su [a, b] e a coefficienti complessi é densa in
C([a, b]) secondo la norma indotta dal prodotto interno, ossia secondo la convergenza
in media quadratica:

P(a, b)) = C([a, b]).

C([a, b]) é separabile in quanto ogni elemento di C([a, b]) é approssimabile bene quanto
si vuole secondo la norma da polinomi complessi in [a, b]. Ma ogni polinomio complesso
puo essere approssimato in norma bene quanto si vuole da polinomi complessi i cui
coefficienti hanno parte reale e parte immaginaria razionale. Pertanto, indicato con
Pr([a, b]) la famiglia dei polinomi di quest’ultimo tipo, avremo che ogni elemento di
C(la, b]) é approssimabile bene quanto si vuole tramite elementi di P, ([a, b]) ossia

Pl )’ = C(la b))

Poiché P;.([a, b] ) contiene una infinitd numerabile di elementi, ne segue che C([a, b])
é separabile. ]

Esempio 2.2.9 Se indichiamo con £(I) uno degli spazi lineari delle funzioni prova
D(I) oppure S(I), non é difficile verificare, con considerazioni analoghe a quelle fatte
nell’esempio 2.2.6, che £(I) é uno spazio con prodotto interno

(wlt) = [ P i) da.
I
A questo prodotto interno é associata la norma

lell = 4/ [ leta)p s

Ciascun £(I), in quanto spazio con prodotto interno, non é completo ma é separabile
perché contiene la famiglia dei polinomi definiti su I a valori complessi. |

Esempio 2.2.10 Considerato ora lo spazio lineare
Lo(I) = {f : I — C| misurabili, /|f|2 < oo}
I

(delle funzioni misurabili secondo Lebesgue su I e di quadrato sommabili), esso puod
essere munito del prodotto interno

<mw:¢ﬁ

IfIl = W

dal quale si ottiene la norma
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Rispetto a questa norma L2 (I) & completo e quindi & uno spazio di Hilbert. Ricordiamo
che gli elementi di L2(I) non sono singole funzioni ma classi di equivalenza di funzioni
mutuamente uguali q.d. (ossia, una classe di equivalenza é costituita da funzioni
fyg : I — C misurabili e di quadrato sommabili tali che I'insieme dei puntidi I {z €
I: f(z)# g(z)} é contenuto in un insieme di misura nulla. Infine, se si caratterizza
ciascuna classe di equivalenza di Lo(I) tramite opportuni elementi rappresentativi,
valgono le inclusioni
D(I) € S(I) € Lz(I)

con D(I) e S(I) entrambi densi in La(I):

D) = SU)

Ly(1)

Esempio 2.2.11 Prima di procedere nella presentazione del successivo esempio fac-
ciamo osservare che C é uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto interno, con
corrispondente norma espressi dalle

@ly)e =7y e lzlle = V{zlz)e = |z
Sotto queste condizioni, lo spazio di Hilbert
C" = {z = (z1,72,...,2s) : 7; € C}

ha il prodotto interno che si scrive nella forma

(2.8) (zly) Z (wilyi) e
i=1

e quindi la norma indotta nella forma

(2.9) lzll = \| D laille
i=1

Considerata adesso una n-upla di spazi con prodotto interno, {Si,...,S»}, non
necessariamente uguali fra di loro ma tutti sul medesimo corpo K, si costruisca
Iinsieme

ZGBSZ- ={z = (z1,22,...,2n) : T; € S;}
i=1

Questo insieme diviene uno spazio lineare su K attraverso le usuali operazioni
componente per componente

(1’1711327...71'11) + (y17y2,---7yn) = ($1+y1:352+y27~~~,$n+yn)
Az1, T2, .. xn) = (AT1, AT2, ..., ATp)

che diviene uno spazio con prodotto interno rispetto a

n

(2.10) (zly) = Y (wily)s

la cui norma indotta é

(2.11) llzll =
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Lo spazio con prodotto interno cosi costruito

n @
Si

=1

si chiama spazio somma diretta finita degli spazi S;; nel caso in cui tali spazi siano
tutti uguali fra di loro, S; = &, indicheremo la somma diretta finita n-volte di S col
simbolo

n ©
Z S oppure S™.

Colle stesse tecniche usate per dimostrare la completezza di C" si puo dimostrare
che nel caso in cui tutti gli spazi in questione siano di Hilbert, S; = H,, allora anche

la somma diretta finita
n @

>

i=1

é uno spazio di Hilbert. Ovviamente

Zo
ct=> "C.
Il caso particolare dello spazio somma diretta finita n-volte dello spazio di Hilbert
Ly(RF, €)

n ©
> L (R*, ©)
consiste nei vettori del tipo
i = (f17f27"'7fn)
con le funzioni f; : R¥ — C (peri = 1, 2, ..., n) soddisfacenti la condizione:
(2.12) fi € La(R*, ©).

Questo spazio é uno spazio lineare complesso rispetto alle operazioni di addizione e di
moltiplicazione per scalari complessi definite dalle formule:

(@), ful@)) + (91(2), - -, gn(2)) =
= (((f1) + (@) (@), -, ((fa) + (90))(z
a(fi(@),. ... falz)) = ((afi)(@),.. ., (afn)

Mentre il prodotto interno é dato da

(2.13) (lg) =2 | Tio

con associata la norma indotta

(2.14) IfIl =

|2
S [ Il

Nel caso in cui k = 3, questi spazi di Hilbert vengono usati in Meccanica Quantis-
tica per descrivere le particelle dotate di spin s. Precisamente:

— Il caso n = 2 descrive particelle di spin s = 1/2; in questo caso ogni f possiede
due componenti che vengono indicate con

flx) = (fij2(2), f-1/2(z))
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— Ilcason = 3 descrive particelle di spin s = 1 e ogni f consiste di tre componenti
indicate con

f@) = (filz), folz), f-1(2)).

— Il caso n = 4 descrive particelle di spin s = 3/2 e ogni f consiste di quattro
componenti indicate con

f(z) = (fasa(z), fi2(x), fo1/2(2), fs/2(z)).

— Il caso n = 5 descrive particelle di spin s = 2 e ogni f consiste di cinque
componenti

f@) = (foz), fi(z), folz), f-1(z), f-2(z));

e cosi via. |

Esempio 2.2.12 Vogliamo dare alcune interessanti generalizzazioni dello spazio di
Hilbert l2(N, C). In primo luogo ricordiamo che, come abbiamo visto nel precedente
esempio, C é uno spazio di Hilbert il cui prodotto interno e la cui norma sono espresse
rispettivamente da:

(@ly)e =Ty e lzllc = [l

Pertanto potremo porre

(N, C) := {x:NHCZ.MM% < +oo}

n=1

e indicare il prodotto interno di l2(N, C) sotto la forma

(2.15) (zly) Z (@n|Yn) e

n=1

e la norma indotta sotto la forma

(2.16) llzl| =

Fatte queste premesse, si consideri uno spazio con prodotto interno qualsiasi .S, il
cui prodotto interno e la cui norma siano indicate rispettivamente con

(@ly)s e llalls = /(zlx)g
Possiamo introdurre 'insieme
Ib(N, §) := {m PN S laalE < +oo}
n=1

delle successioni a valori in S e a quadrato sommabili e, con le stesse tecniche usate
nel caso dello spazio [2(N, C), si pud verificare che esso é uno spazio lineare, rispetto
alle ovvie operazioni, su cui si puo definire il prodotto interno

(2.17) =) (@nlyn)s

n=1

dal quale si ricava la norma

(2.18) lzll = 4| D llzall?-
n=1
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Inoltre se S é uno spazio di Hilbert (S = H) la stessa dimostrazione usata nel caso di
I2(N, C) permette di verificare che I2(N, H) é completo, ossia é uno spazio di Hilbert.

Una ulteriore generalizzazione di questo procedimento che, per cio che riguarda le
dimostrazioni, non si discosta da quanto visto nel caso l2(N, C) é la seguente. Si con-
sideri una successione {S, : n € N} di spazi con prodotto interno e con corrispondente
norma espressi rispettivamente da

(zly)s, e lzlls. = /(zlx)g, -

Si definisce somma diretta degli spazi Sy, indicata con il simbolo Z@ Shn, 'insieme

Z®Sn = {{mn :n €Nz, € Sp}: ZHJZnH%n < -I-oo}

munito delle ovvie operazioni di somma e di prodotto per uno scalare

fent +{vn} = {zn+yn}
Mz} = {zn }.

Rispetto a queste operazioni 269 Sn é uno spazio lineare che diviene uno spazio con
prodotto interno

(2-1) {za} Hyn}) = D (@nlyn)s,

da cui si ricava la norma

(X-2) e}l =/ D llzally, -

Ovviamente se tutti gli spazi S, sono di Hilbert (S, = Hy) la loro somma diretta
S® H,, é pure uno spazio di Hilbert. Si osservi che [2(N, S) = 2% S, con ogni
S, = S. [ |

Esempio 2.2.13 In questo esempio vogliamo analizzare una interessante analogia.
Prima pero di introdurre questo esempio dobbiamo premettere alcune considerazioni.
In questo esempio indicheremo con [0, k]n la totalitd dei numeri interi compresi fra
Oekecon [0,00]ny Ulinsieme di tutti gli interi non negativi.

1l generico elemento dello spazio di Hilbert C**! sara percio identificabile con una
funzione

(a) z : [0,kly — C,n — z(n);

il prodotto interno su C**! sard esprimibile come

k
(1-a) (aly) = z(n)y(n)

la norma ottenuta da questo prodotto interno come

(2-a) llzll =

k
> llz(m)]? .

Nel caso dello spazio di Hilbert C**! la (1-a) o la (2-a) non pongono alcun
problema di convergenza. Cio non accade nel caso dello spazio di Hilbert l2 i cui
elementi possono essere considerati come funzioni

(b) z : [0, o]y — C, n — z(n)

tali da soddisfare le condizioni:



2.2. Esempi di spazi con prodotto interno 37

(i-b) per ogni k € N esistono le somme ZZ:O llz(n)]?;

(ii-b) esiste limpoo 35 _, lz(n)]|* < 4o0.

In questo caso si pone per definizione
— 2 . 2
3 felml® = Jim 3 ja(o)P*
Sotto queste condizioni, sono ben poste la definizione di prodotto interno
(1-b) (@ly) =Y z(n)y(n)

e la conseguente nozione di norma

(2-b) ] =

In un certo qual modo lo spazio C([0, b]) pud essere messo in analogia con C**+?

nel senso che il generico elemento di tale spazio é una funzione continua
(a") 00,0 = C oz — o).

11 prodotto interno su C([0, b]) é definito da

bi
(1) (ol) = / @) de

cui é associata la norma indotta

b
(2-2) lell = / (@) |2 de:

Le analogie con le corrispondenti relazioni (a), (1-a) e (2-a) viste nel caso dello spazio
C**! sono evidenti. Si tratta di sostituire formalmente al parametro “discreto n il
parametro “continuo z e al simbolo di Y quello di [ dz.

Vediamo ora come si possa introdurre 1’analogo di lz. A questo proposito ricor-
diamo che una funzione continua

() ¢ : [0, 00] = €, — (z)

si dice impropriamente a quadrato integrabile secondo Riemann sse soddisfa le con-
dizioni:

(i-b’) per ogni b € [0, co] esistono gli integrali (secondo Riemann) fob llo(x)|]? da ;
(ii-b’) esiste limp 0o fob lo(@)||? da .

In questo caso si usa porre per definizione
0o 9 b 5
[ le@IPde = fim [ e do.
0 = Jo
Indicato con L2C(]0, oo]) I'insieme delle funzioni continue a quadrato integrabile su

[0, oc] si verifica facilmente che, rispetto alle usuali operazioni fra funzioni, L2C ([0, co])
é uno spazio lineare complesso su cui é definibile il prodotto interno
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(1) (eI} = / " o) b(@) do

con associata la norma indotta

(2-b) lell = / T le@)P de .

Abbiamo cosl visto che L2C([0, oo]) possiede proprieta (b’), (2.2.13), (2.2.13),
(1-b%), e (2-b’), analoghe alle corrispondenti proprieta (b), (2.2.13), (2.2.13), (1-b)
e (2-b) di l2. Si pud passare formalmente da un caso all’altro sostituendo i parametri
“discreti n con quelli “continui z e le > con gli [ dz.

Bisogna perd osservare che mentre C**! e [ sono completi in norma, gli spazi
C([0, b]) e L2C([0, co]) non sono completi.

In analogia con L2C([0, oc]) si pud introdurre lo spazio LoC([—o0, 0]) e definire

0 0
[ le@ide = i [ lp@)? de.
— o — — 00 b

Lo spazio L2C([—00, oo]) richiede qualche considerazione ulteriore. Diremo che
@ : [—00, ] +— C continua appartiene a L2C([—00, o0]) o, pitt semplicemente, a
L2C(R), sse esiste a € R tale che

¢ |[-00,a] € LoC([—00,a]) e ¢|[a, +oo] € LaC([a, +oq]).

In questo caso porremo

[ le@ira = [ e@itde+ [ e ds.

— 00 — 00 a

Non é difficile verificare che

v = [ " @ b(e) do

— o0

definisce un prodotto interno su L2C(R) da cui si ricava la norma

“+oo
lell = / ()2 dz .

Ovviamente, pure LaC([—00, 0]) e L2C(R) sono spazi con prodotto interno non com-
pleti in norma. |



Capitolo 3

Sistemi ortonormali
completi

3.1 Introduzione

In questo capitolo studieremo la possibilita di esprimere i vettori degli spazi
con prodotto interno come combinazioni lineari infinite di opportune basi i cui
vettori sono tutti di norma uno e a due a due ortogonali (o basi ortonormali).

In particolare, si dimostrera che per gli spazi separabili esiste sempre una
base ortonormale di questo tipo e che tutte le basi ortonormali hanno la medes-
ima cardinalita, chiamata dimensione ortonormale dello spazio.

La nozione di ortogonalita ¢ stata gia introdotta nel capitolo

3.2 Sistemi ortonormali di vettori

In questo paragrafo introdurremo gli elementi teorici essenziali per giungere alla
definizione di base ortonormale in spazi con prodotto interno.

Definizione 3.2.1 Sia A un insieme totalmente ordinato di indici, finito o
infinito, anche non numerabile. Un insieme {u, : « € A} di elementi di uno
spazio con prodotto interno S si dira sistema ortogonale sse (uq|uq) = 0 per
a # o. Un sistema ortogonale si dira ortonormale sse ||uy| = 1 per ogni
a € A. Chiaramente {u, : a € A} € un sistema ortonormale sse

(31) <ua\ua/> = 5a,a’ .
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Esempio 3.2.2 Nello spazio di Hilbert 2 I'insieme numerabile

e, =(1,0,0,...,0,...)
e, = (0,1,0,...,0,...)
Qn = (07 07 O, ) 17 )
é un sistema ortonormale. | |

Proposizione 3.2.3 In uno spazio con prodotto interno S valgono le sequenti
proprieta:

(i) un sistema ortogonale € una famiglia libera di vettori sse non contiene il
vettore nullo;

(ii) un sistema ortonormale é sempre una famiglia libera;

(i1i) se {uq : a € A} € un sistema ortogonale libero allora
{ e iacal
[[ta]|

Dimostrazione. (i)  Se {u, : @ € A} é una famiglia libera allora certa-
mente il vettore nullo non puo appartenere ad essa.

Viceversa, se {u, : a € A} é un sistema ortogonale non contenente il
vettore nullo, considerata ’equazione nelle indeterminate A,

Z Aaiuai =0,

a; €1

€ un sistema ortonormale.

ove con [ si é indicato un qualsiasi sottoinsieme finito di A, avremo che per ogni
aj € I sara:

0= <uaj |Q> = <uaj ‘ Z )\aiuai> = Z Ao, <ua].|uai>

a; €1 a; €1

da cui 0 = A, [Jua,||* per ogni a; € I. Dal fatto che il vettore nullo non
appartiene al sistema ortonormale segue che ogni [|uq,| 7# 0 e quindi A\, =
0 perogni «; € I.

Le (ii) e (iii) sono banali conseguenze della (i). O

Definizione 3.2.4 Sia {u, : o € A} un sistema ortonormale di vettori di S
e x un elemento di S. Si chiamano coeflicienti di Fourier di « rispetto al sistema
ortonormale {uy : « € A} i numeri complessi (uq|z), per ogni o € A.
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Teorema 3.2.5 In uno spazio con prodotto interno S, se {uq : @ € A} é un
sistema ortonormale qualsiasi, valgono le proprieta:

(i) per ogni x € S si ha che (uq|r) = 0 salvo al pit per una infinita
numerabile di indici, dipendente in generale da x.

(ii) Z | {ua|z) |2 < ||lz|?, V2 € S. (Diseguaglianza di Bessel)
a€cA
Dimostrazione. Verifichiamo in primo luogo che se {u; : i =1,2,..., n} é un

sistema ortonormale finito allora

n
Z|<ul|x> | < ||z||* perogni z € S.

i=1
Da
0< flz =) (wla)w|® =
i=1
= <:1: - Z (ui|x) u; Z (uj|x) uj>
i J

= (zfz) - Z (uglz) (2u;) —
— Z {ug|x) (ui|z) — Z (uilz) (ujlz) (uiluj) =
l]f* ~ ZI (i) |*

segue la relazione cercata.
Fissato un intero positivo n, siano

F = {|{ualz) |* : |{ualz) |* # 0}

Fo = {|{ualz) |* : 1/n < [{ual)[*}

Chiaramente -
F=JF
n=1

e verifichiamo che F,, possiede al pilt n||z||? elementi. Infatti, se
{1 {ua,lz)|> : 5 =1,2,..., k} é un qualsiasi insieme finito di elementi di
F,,, avremo che
1/n < | (uq,lz)|?

da cui segue

<

J

| {tta |z) [ < [l
1

ﬁ k
n =
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e percido k < n||z||?. Ossia ogni sottoinsieme finito estratto da Fj,, non puo con-
tenere pill di n||z||? elementi e percid F,, non pud contenere né infiniti elementi
(altrimenti sarebbe possibile estrarne pitt di n|/z[|?) né un numero di elementi
finito e maggiore di n||z||?. Da cid segue che F' é al pil infinito numerabile.

La (ii) risulta essere una conseguenza immediata di quanto ora dimostrato
e della diseguaglianza di Bessel per un numero finito di elementi. O

Esempio 3.2.6 Per quanto visto nel teorema precedente, preso un fissato z € S,
I'insieme di indici

A(z) = {a € A: (ual|z) # 0}
é al piu infinito numerabile e dipende dalla scelta di x. Per esempio, se consideriamo lo
spazio di Hilbert non separabile l2(R) é facile verificare che la famiglia {e, : v € R},
ove e, : R +— C é definito dalla legge

=y 17

é un sistema ortonormale.
Preso ¢ € 12(R), sia R(p) := {v € R : ¢(v) # 0}. Per come é stato definito
l2(R) sappiamo che R(y) é al pil infinito numerabile e tale che

Y o) < +oo.

vER(p)

Se consideriamo i coefficienti di Fourier { (e,|p) : v € R} di ¢ rispetto al sistema
ortogonale {e, : v € R} si ottiene che

(evl@) = D enl@) pl(z) = o(v)

e quindi
Rlp) ={veR:pW) #0} ={veR:{a|p #0}.

Proposizione 3.2.7 Se S € separabile tutti i sistems ortonormali di tale spazio
sono al pit infinito numerabile.

Dimostrazione. Se S é separabile esiste un suo sottoinsieme {z, : n € N}
al pitl infinito numerabile e denso in S. Sia ora {u,} un sistema ortonormale in
S e consideriamo le sfere s;/5(uq) di centro u, e raggio 1/2. Queste sfere sono
disgiunte per a; # g in quanto

Hual - Ua2|| = \/(ual - ua2|u0¢1 - ua2> = \/5

Siccome i vari u, sono elementi di S e {x,} é denso in S, ogni sfera s /5(uq)
contiene almeno un elemento di {z,,} e due sfere di centro diverso, uy, # Uqa,,
non hanno punti in comune. Da cio segue che 'insieme di queste sfere, e percio
I'insieme {u,}, contiene al pilt una infinitd numerabile di elementi. O
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3.3 Sistemi ortonormali completi

Considerato lo spazio di Hilbert separabile C" sia {e;, €5, ..., €, } un suo
sistema ortonormale. Dalla (ii), proposizione 3.2.3, segue che {gl,gg, e ,Qn}
é una famiglia libera costituita da n vettori e percio essa é una base lineare.
Preso, allora, un qualsiasi z € C™ avremo che

n
T = E Vi€
i=1

dove i coefficienti 7; sono univocamente determinati. Dalla relazione precedente
segue che perogni 7 =1,2,...,n

<§j |£> =7

e percio z si esprime univocamente rispetto alla base {¢;} secondo la combi-
nazione lineare

(3.2) =) (el) e

=1

coinvolgente i coefficienti di Fourier (e;|z) del vettore x rispetto al sistema
ortonormale {e;}.

Se avessimo scelto in C™ un sistema ortonormale { e;, €, ... , € } costituito
da un numero di elementi k strettamente minore di n, avremmo potuto calcolare
comunque i coefficienti di Fourier (g;|z) per ogni vettore z € C™ e individuare
il vettore

k
&= (elx) e
i=1
il quale, in generale, é diverso da z.
Esempio 3.3.1 In C3, scelto il sistema ortonormale {e,, e, } cone; = (1,0,0) e

e, = (0,0, 1), preso il vettore z = (i, m, —37) sard
(erlz) =i (eplz) = —3i

e percio
Z = (&) € + (eolz) €3 = (4, 0, =3i)
ottenendo in questo caso un vettore £ # z.
In ogni caso, il vettore (z — &) é ortogonale a e, e e, e quindi alla varieta lineare
(e percio al sottospazio) generato da {e;, e, }. [ |

Sia ora S uno spazio con prodotto interno e {u,} un suo sistema ortonor-
male. Fissato un qualsiasi vettore x € S potremo considerare la corrispondente
successione dei coefficienti di Fourier { (u,|z) } che per quanto visto nel teorema
2.1 sono tutti nulli ad eccezione di un insieme al pitt numerabile di elementi.
Nel seguito la scrittura

Z (Ualz) Ua

[0}

significhera che i coefficienti (u,|x) sono nulli ad eccezione al pit di una infinita
numerabile di elementi e che si prendera in esame la corrispondente serie in S,
che potra essere convergente oppure no.
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Viene allora naturale chiedersi se la serie
(3.3) Z (U |T) Ua
[e3
analoga alla (3.2), é convergente in S secondo la norma e, nel caso di risposta

affermativa, indicato con
T = E (U |T) Uq

[e3

il vettore limite della serie, verificare sotto quali condizioni é assicurato che

r = Z, ossia che
x = Z (Ua|T) Uq, -

[e3%

In generale, nulla ci assicura che la serie (3.3) sia convergente in S. In questo
modulo dimostreremo pero che

(A) Se S é uno spazio separabile esiste sempre almeno un sistema ortonormale
{un} tale che per ogni z € S la serie

n=1

sia convergente ed in piu si abbia

o0
T = Z (up|) wp, .
n=1

(B) Tutti i sistemi ortogonali soddisfacenti la (A) hanno la medesima cardi-
nalita.

Prima di raggiungere questi obiettivi premettiamo alcuni risultati. In primo
luogo, indicheremo con

(3.4) V{ua} = Sp({ua})

la chiusura della varieta lineare generata da {u,}. Ricordiamo che V{u,} é un
sottospazio di S.

Proposizione 3.3.2 Sia {u,} un sistema ortonormale in S al pit infinito nu-
merabile e {a, } una corrispondente successione di numeri complessi. Costruite

le somme parziali
k
Sk = g AnUn
n=1

per ogni fissato vettore x dello spazio S avremo che:

(i) |lx — skl assume il suo valore minimo al variare della successione {ay,}
sse ay, = (uplx) pern = 1,2, ..., k. In questo caso si ottiene

k

k
(3.5) lz = (unle) wall® = ll2l® = D | (unlz)

n=1
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(i1) Uelemento (x —sg) L V{uy, ..., ur} ssea, = (uy|z) pern = 1,2, ..., k.

Dimostrazione. (i) Tramite facili calcoli si ottiene

k k
Hx - SkHZ = <-T - Z AplUp | T — Z amum> =
n=1

m=1
k k k
= Jz? = > an (@lun) = D @ (unlz) + > o
n=1 n=1 n=1

Ora, considerato che

vy, — <un\x>|2 = (an — (un|2)) (@n — (unlz)) =

= |an|2 — @ (un|z) — an (T|un) + |<Un|x>|2

avremo che

lz = sell* = Jl)|* - ZI (unla)* + Z Jon — (un|z)|*.

Da questo risultato, osservando che il primo e il secondo termine del sec-
ondo membro non dipendono dalla scelta di {«,} e che il terzo termine
da sempre un contributo positivo alla somma, otteniamo che al variare di
{a,} la quantita ||z — sg|| assume il valore minimo sse

anp = (uplx) per n=1,2,...,k.

(ii) D’altra parte, indicato con y il generico elemento di V{uj,us,...,ug} se
0 = (z — sg|y) perogniy € V{uy, ua, ..., ug } avremo che in particolare
0 = (x—sglu;) per j = 1, 2, ..., k. Da cid segue che

k k
0= <x — Z QU uj> = (z|u;) — Z (unlu) = (zlu;) — @
n=1 n=1
e quindi a; = (ujlz) perj = 1,2, ..., k.
Viceversa, se o, = (up|z) per n = 1,2, ..., k allora indicato il generico
elemento di Sp{uy, ug, ..., ux} con
k
g=>_ Bu
j=1

avremo che

g}> = <x — Z (up|z) uy,

n=1 n

=Y B (aluy) — Z (unlz) By (unluj) =
= Z (@lu;) — Zﬁ] (@lu;) =

Ej: ﬂj“j> =
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Abbiamo cosiottenuto che l'ipotesi

an = (uglx) per n=1,2, ... k
implica che
(x — sk) L Sp{ug, ug, ..., ug }.
Considerato ora y € V{wuy, ug, ..., ux }, avremo che esiste una succes-
sione
{95} € Sp{ui, ug, ..., up}

tale che y = lim;,.o ;. Pertanto
(@ = skly) = (& — sg|lim g;) = lim (z — s[g;) = 0
per ogniy € V{uy, ug, ..., ug }.
Osservazione 3.3.3 Se il sistema ortonormale che interviene sulla prece-

dente proposizione 3.3.2 é infinito numerabile, potremo costruire la suc-
cessione delle somme parziali

k
S1, 82, ..., S = E ApUUn, ...
n=1
Se invece il sistema ortonormale in questione é finito, { w1, ug, ..., up },

considereremo ancora la successione delle somme parziali

81, 82, -+ 5 Shy Sh+1y -+ 5 Sky -+
ove si assume che
J
Sj:E anun, per j=1,2,...,h
n=1
Sh = Sp41 = ... =8, =0 per k> h.

Teorema 3.3.4 Sia S uno spazio con prodotto interno e {u, : o € A} un
sistema ortonormale, allora le sequenti proposizioni sono fra loro equivalenti:

(i) V{iua} =S (completo)

(it) per ogni x € S la serie ), (ua|T) ua € convergente in S ed é

T = Z (U |T) Uq

[e3

(basico)

(i4i) per ogni coppia x, y di elementi di S si ha

aly) = Y (zlua) (ualy)

[e3

(uguaglianza di Parseval)
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(iv) per ogni x € S wale l'uguaglianza (di Parseval)

Izl = > | (uale) |
(chiuso)

Dimostrazione. Daremo la dimostrazione nel caso di uno spazio separabile,
con lievi modifiche essa puo essere adattata al caso generale

(i) = (ii). Supponiamo sia vera la (i), allora, fissato € S, per ogni ¢ > 0 esiste un
elemento

ko
Z anun, € Sp{un}
n=1

tale che
ko
|z — Z aplnll < €.
n=1

Ma allora dalla (i) proposizione 3.3.2 avremo che a maggior ragione dovra

essere
ko

|z — Z (Unlx) un| < €.

n=1

Sia allora k > ko, dalla (3.5) avremo che

k
0 < Jlz =) (unle) un® = Jlz|* — Zl un|z)|* =
n=1
= el = > [ual2)l* = D [unla)* =
n=1 n=ko+1
k?[) k
= llz = (unle) wall® = Y uala)?
n=1 n=ko+1
k
2
<& > lul)l
n=ko+1

e, percio, per ogni € > 0 esiste ky tale che ogni &k > k¢ risulta essere

k
2 = > (unlz) unl < e
n=1
ossia
k )
lim (uplz) up = Z (up|z) up = x.

kr—oo
n=1 n=1
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(ii) = (iii).  Se é vera la (ii), posto
oo
= Z U |T) Uy, Z (Um|y) Um
n=1 m=1

avremo che

(iii) = (iv). La (iv) é una banale conseguenza della (iii) qualora si ponga in quest’ul-
tima y = z.

(iv) = (i). Supposto che la (iv) sia vera, dalla 1.6.4 proposizione (i) che

k
= hm <Z (un|z) un>

per ogni x € S e percio, essendo

k
Z (unlz) up € Sp{u,}

n=1

sara S = V{uy, }.

Definizione 3.3.5 Diremo che un sistema ortonormale é completo (SONC)
sse soddisfa ad una, e quindi a tutte, le condizioni del teorema precedente.

Se {uq} é un SONC, per la (ii), teorema 3.3.4, ogni elemento = € S si potra
esprimere come combinazione lineare infinita

(3.6) x = Z (U |T) Ug

chiamata sviluppo in serie di Fourier di x rispetto al SONC {u,}. Per questo
motivo, i SONC vengono anche chiamati basi ortonormali.

Esempio 3.3.6 In K" il sistema ortonormale {e,, ..., e,}, ove
€L = (6k1, 6k27 ey (Skk, ooy 6kn): ((5}” : j:172,...,n)
é completo in quanto ogni elemento z = (z1, T2, ..., zn) € K" é esprimibile nel

seguente modo

[
hE

(ex]z) € -

kS
Il

1
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Pertanto, la base canonica di K" é un SONC, ossia é una base ortonormale.
Analogamente, in 2 il sistema ortonormale {e, : n € N}, ove

e, = (6n1, On2y - 5 Onn, ) = (571] jEN)

é completo. Pertanto [ ammette una base ortonormale infinita numerabile che, per
analogia coll’esempio ora visto, viene chiamata base ortonormale canonica di la.
Infine, in I3(R) il sistema ortonormale {e, : v € R} con

ev(z) = (dve : x ER)

é un SONC e quindi /3(R) ammette la base ortonormale canonica {e, : v € R} che
ha la cardinalita del continuo. ]

Osservazione 3.3.7 Si osservi che se {uq} é un sonc di S, allora la (i),
teorema 3.3.4, scritta nel seguente modo

Sp({ua}) =S,

esprime il fatto che la varieta lineare Sp({ua}), costituita da tutte le
combinazioni lineari finite a coeffecenti complessi della famiglia {ua}, é
densa in S.

Verificheremo ora che in effetti vale un risultato analogo sotto condizioni
meno restrittive.

Per semplicita di linguaggio, d’ora in avanti, col termine numero complesso
razionale intenderemo un numero complesso z € C la cui parte reale e parte
immaginaria sono numeri razionali; ossia z = (¢1,¢2) € C, con ¢1, ¢2 € Q.
Ovviamente, 'insieme dei numeri complessi razionali é identificabile con Q2 ed
é, quindi, un insieme infinito numerabile denso in C.

Corollario 3.3.8 Sia {us} un SONC di uno spazio con prodotto interno S.
Indicata con Sp"({ua}) la varieta lineare di tutte le combinazioni lineari finite
con coefficenti complessi razionali degli elementi del SONC, allora si ha che
Sp"({ua}) € densa in S.

Dimostrazione. Dalla (i) del teorema 3.3.4 abbiamo che se {u,} é un sonc
allora per un qualsiasi x € S fissato vale la proprieta che per ogni € > 0 esiste una
combinazione lineare finita y = > ;_; caxur € Sp({un}) tale che ||z —y.|| < 3e.

Inoltre, per 1 < k < n scegliamo un numero complesso razionale aj, tale che
loay — aj| < 55. Costruito il vettore y! = >, aquy € Sp"({ua}), avremo che

e = ylll < lle = yell + [lye — well

1 - 1 €
<= ap —ap| < ze+n— =
= 26+Z‘ Eoopl < getng s =e
k=1
Operando le scelte € = % possiamo concludere che per ogni vettore = € S,
esiste una successione {y’} C Sp"({uy}) tale che lim|jz — y” || = 0, ovvero che

Spr({ua}) = S. 0
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Proposizione 3.3.9 Se {u,} € un SONC in S, valgono le ulteriori proprieta
fra loro equivalenti:

(i) {ua} non € sottoinsieme proprio di alcun altro sistema ortonormale di S
(massimale)

(ii) (uqlx) = 0 per ogni o implica x = 0. (totale)

Dimostrazione. Per il teorema 3.3.4, se {u,} é un SONC, per esso varra
luguaglianza di Parseval (iv). Supposto ora che {u, } non sia massimale, esistera
un elemento v € S tale che ||[v|| = 1 e (uq|v) = 0 per ogni a. Ma per la (iv)
si ha che ||[v]|? = 3 [{(uq|v)|? e cid implicherebbe |[v|| = 0 contro I'assunzione
[of| = 1.

Verifichiamo ora che la (i) implica la (ii). Sia (uq|z) = 0 per ogni «; se
x # 0 possiamo porre ||z| = 1 ed allora {un} U {z} é un sistema ortonormale
contro 'ipotesi (i) che {us} sia massimale. Quindi non puod che essere z = 0.

U

Osservazione 3.3.10 La precedente proposizione dimostra che ogni
SONC é un sistema ortonormale massimale. Esistono spazi con prodot-
to interno che ammettono sistemi ortonormali massimali che non sono
completi, come nel seguente esempio.

Esempio 3.3.11 Sistema ortonormale massimale che non é una base ortonormale.
(da S. P. Gudder, Inner product spaces, Amer. Math. Monthly, 81 (1974) 29-36)
Sia H uno spazio con prodotto interno separabile con base ortonormale { e1, ea, ... },
considerato il vettore di H,
o0
1
F=> en

n=1
sia
S = Sp{f ezes ...}.

Allora é facile verificare che 8 = {ea, €3, ...} é un sistema ortonormale massimale in
S ma f non é una base ortonormale poiché f non é della forma

oo
f = Z Cn€n .
2

Da una semplice applicazione del lemma di Zorn si ottiene che:

Proposizione 3.3.12 In ogni spazio con prodotto interno esiste sempre un
sistema ortonormale massimale.
Possiamo quindi enunciare e dimostrare il seguente risultato

Proposizione 3.3.13 Tutti i sistemi ortonormali massimali in uno spazio con
prodotto interno hanno la medesima cardinalita.

Dimostrazione. Siano « e § due sistemi ortonormali massimali con cardinalita
A e B rispettivamente. Se A oppure B ¢ finita lo spazio é finito dimensionale



3.3. Sistemi ortonormali completi 51

e quindi A = B essendo « e 8 due basi lineari. Supponiamo allora che o e §
siano entrambe infinite. Per u € «, sia

Blu) = {vs € B : (ulvg) # 0}.

Per il teorema 3.2.5, S(u) é al pil infinito numerabile. Poiché « é massimale,

B CU{B(ug) : us € a}

e quindi
B < (A-X) = A.

Per simmetria si ottiene la conclusione cercata. U

Definizione 3.3.14 Per dimensione ortogonale di uno spazio con prodotto in-
terno intenderemo la cardinalita comune a tutti i suoi sistemi ortonormali mas-
simali.

Osservazione 3.3.15 Come vedremo nel prossimo esempio, esistono
spazi con prodotto interno che non hanno basi ortonormali. Per questi
spazi si pud comunque parlare di dimensione secondo quanto previsto dalla
precedente definizione.

D’altra parte sappiamo che ogni base ortonormale é un sistema ortonor-
male massimale e quindi se uno spazio con prodotto interno ammette una
base ortonormale la dimensione dello spazio coincide con la cardinalita di
questa base ortonormale.

Esempio 3.3.16 Spazio con prodotto interno che non ammette basi ortonormali.
(da S. P. Gudder, Inner product spaces, Amer. Math. Monthly, 81 (1974) 29-36).

Sia H = 12([0, 1]) lo spazio di Hilbert delle successioni di quadrato sommabile
definite sul compatto [0, 1] e indichiamo con

Z([O, 1]) = {Zl,Zz,...,Zk7...}

I'insieme totalmente ordinato rispetto ad un ordine prefissato dei razionali in [0, 1] e
con Q ([0, 1]) l'insieme degli irrazionali in [0, 1]. Considerata la successione dei vettori
dl l22

ﬂ = {yzuyzzv vy Yz }
con Yz, (n) = Ok,n, essi sono linearmente indipendenti e quindi possono essere estesi
ad una base lineare di Hamel per [2:

BUBL = {Yz, Yoo, ---F U{yn : A €Q}.

Fissato a € [0, 1] definiamo il vettore fo di H nel seguente modo:
se a € Z(]0,1]), allora fo(z) = {da,z}se a € Q([0,1]), allora

1 T =
fa(@) = qualz) = =z
0 negli altri casi

SiaG = Sp{ fa : @ € [0, 1] } la varieta lineare generata da questa famiglia di vettori,
si avra allora che
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1. G = H é una varieta lineare densa nello spazio di Hilbert H.

2. {fa : @ € Z} é un sistema ortonormale massimale in G.

In questo modo abbiamo ottenuto che
(a) dim G < dim H.

Infatti, la dim G, per la (2), é infinito numerabile mentre la dimensione di H é ¢ (cardi-
nalita del continuo), in quanto bastera considerare il SONC canonico {e, : v € [0, 1] }.
Dalla (a) segue la seguente proprieta:

(b) G non ha alcuna base ortonormale [p.

Infatti, poiché G = H , se fosse o una base ortonormale per G sarebbe pure una
base ortonormale per H e quindi dim G = dim H contro la (a).

(c) Il sistema ortonormale massimale { fo : @ € Z } non é una base ortonormale.

3.4 Procedimento di ortonormalizzazione
di Gram-Schmidt

Mentre in ogni spazio con prodotto interno esiste sempre almeno un sistema
ortonormale massimale, ’esempio 3.3.16, sezione 3.3, mostra il caso di uno
spazio con prodotto interno in cui non esiste alcuna base ortonormale. Risulta
allora importante individuare una classe sufficientemente ampia di spazi con
prodotto interno per la quale sia assicurata l’esistenza di almeno una base
ortonormale. Come andremo a dimostrare ora questa classe é quella degli spazi
con prodotto interno separabili.

Proposizione 3.4.1 Se {u,} é un SONC allora pure { e u, }, ove ¥, € R
sono degli scalari reali arbitrari, é un SONC.

Dimostrazione. Se {u,} é un SONC allora

(7 uplem up) = €I (uy fug) = G-

Inoltre
T = Z (uplz) uy, = Z ¢! (n = 9m) (up|z) up =
= Z <ew" un\m> e, .
Quindi pure { e~ u,, } é un SONC. O

Teorema 3.4.2 (Procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt).

Sia S uno spazio con prodotto interno, non necessariamente separabile, e
{z,} una famiglia libera di vettori di S, al pit infinita numerabile. Allora €
possibile costruire in S una famiglia di vettori {u,} tale che:

(i) {un} € un sistema ortonormale
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(i1) ciascun uy € combinazione lineare dei primi k elementi di {x,}:

k
up = E apjx; con ogy # 0;

Jj=1
(1) ciascun xy, é combinazione lineare dei primi k elementi di {uy}:
k
oh =Y B con B #0;
i=1

(iv) ogni altra famiglia di vettori {i,} avente la medesima cardinalita di {un}
e soddisfacente le precedenti condizioni (i), (ii) e (i) si ottiene dalla
famiglia {u,} moltiplicando i suoi elementi per fattori complessi di modulo
unitario, chiamati anche fattori di fase. In formule

Uy, = €e"""u, per ognin;
(v) i sottospazi V{z,} e V{e’ u,} generati dalle due famiglie {z,,} e {e*’"u,}
sono coincidenti.

Dimostrazione. Cerchiamo Pelemento u; che soddisfi le condizioni (i), (ii) e
(iii). Dovra essere
Jusll = 1, U = i, 1 = Pru .

Percio
ann = 1/pn e 1= () = lanl (@)

da cui segue che ay; deve soddisfare la equazione:

ol =
11| = .
(Bt
Se prendiamo «3; = 1/[|z1]| é chiaro che questa scelta é determinata uni-

camente dalla relazione precedente se si prescinde da fattori moltiplicativi di
modulo uno. Pertanto, I’elemento cercato é
Z1
U = —.
[l
Procediamo ora per induzione supponendo di aver costruito tutti gli elementi
{u1, ug, ..., up—1} in modo da verificare le condizioni (i), (ii) e (iii). Conside-
riamo il sistema avente come incognite il vettore hy € S ei (k— 1) scalari f;,
perg=1,2, ...  k—1:

xp = Briur + Prouz + ... + Brr—1uk—1 + hi (1)
(ujlhg) =0 per j=1,2,..., k-1 (2)

Gli scalari (j;, eventualmente tutti nulli, sono univocamente determinati
dalla (1) e dalla (2) in quanto

k-1
0 = (ujlhy) = <uj ’xk - Z ﬁm‘ui> = (ujlzr) — Brj
=1
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e percio dovra essere
(3) /Bkj = <u]|xk> ) per j = 17 27"' 7k:_1

Se tutti gli scalari fi; sono nulli, allora hy = z # 0 in quanto {z,} é
una famiglia libera. Se almeno uno dei 3;; # 0 allora deve essere hy # 0 in
quanto, altrimenti, per la (ii) risulterebbe che xj é una combinazione lineare dei
precedenti vettori {z1, za, ..., £x_1} contro l'ipotesi che {z,} é una famiglia
libera.

In ogni caso hy # 0 e percio ||hg|| # 0 e sara lecito porre

b
(4) U = 75— -
17|
Ovviamente ||ug|| = 1 e dalla (2) si ha che {uy, ua, ..., ugp—1, ux} é un

sistema ortonormale. Inoltre dalla (1) ricaviamo che

1
(5) up = m(l‘k — Braur — Brauz — ... — B g—1Uk—1)
(6) Tp = Braur + Brouz + oo+ Brr—1up—1 + ||hel uk -
Dall’ipotesi che {u1, ug, ..., ugp—1} soddisfano la (ii) segue, dalla (5), che
pure uy, soddisfa la (ii) con
1
agk = 75— # 0.
1P|

D’altra parte, la (6) permette di affermare che la (iii) é soddisfatta per x; con

Bri = ||hell # 0.

In questo modo, tenendo presente le (1), (3) e (4), siamo in grado di costruire
induttivamente la famiglia ortonormale {u,, } partendo dalla famiglia libera {x,, }
per mezzo del seguente procedimento:

hi = x Uy = o In
P P Tl T (Tl
ha
hQ = T2 — <U1‘.’£2> U1 Uy = W
k—1 hk
hie = ai = Y {uglaw) u; Uk =
j=1

La famiglia {u, } cosi ottenuta soddisfa le condizioni (i), (ii) e (iii). Inoltre, dalle
(ii) e (iii) segue che Sp{z,,} = Sp{u,} da cui otteniamo che V{z,} = V{u,}.
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Si puo osservare che ad ogni stadio di questo procedimento costruttivo I'unica
ambiguita sta nel fatto che la scelta di hy é determinata a meno di un fattore
moltiplicativo di norma uno. Infatti, se al posto di {uy, ..., up—1} avessimo
preso il vettore

)
uj—e

Ju; per j=1,2,...,k

avremmo avuto il corrispondente vettore

e

—1
hy, = oy — (Ujlo) 4; = hg
1

<.
Il

ossia, il procedimento costruttivo non ne avrebbe risentito e, dalla proposizione
1, ne avremmo ricavato che {@,} é ancora un sistema ortonormale il quale
soddisfa ovviamente le condizioni (i),(ii),(iii) e (iv).

Supponiamo infine che {@,} sia un altro sistema ortonormale avente la
medesima cardinalita di {u,} e soddisfacente a sua volta le condizioni (i)-(iii).

Se {iy} soddisfa la (ii), ogni i, é combinazione lineare di {x1, z2,...,z}, men-
tre per la (iii), ora dimostrata, ogni x;, (i = 1,2,..., k), é combinazione lineare
di {u1,use,...,u;} concludendo che

k
(7) ﬁk = Z Qpug .
=1

Siccome {u,} soddisfa la (ii) avremo che ogni u; é combinazione lineare di

{z1,x2,...,2;} mentre dal fatto che per ipotesi {iy,} soddisfa la (iii) segue che
ogni x;, (j =1,2,...,1), é combinazione lineare di {@1, @2, ...,4;} concludendo
che
l
(8) w=> Bt  (1=1,2,....k).
j=1
Dalla (7) segue che
k
(9) <’&k|uh> = Zakl (ul|uh> = Qagp (h: 1,2,...,]{:)

=1

mentre dalla (8) abbiamo

(U |an) = <Uk ) iﬁhjﬁj> =
(10) =

|
.M;_

Brj (Uk|tj) =0 per h=1,2,...,k—1
1

J

Dalle (9) e (10) segue agp =0 per h =1,2,...,k — 1 e, quindi, sotto queste
condizioni la (7) si riconduce a

(11) U = agprur  qualunque sia k.

Rimane da verificare che agy # 0. In effetti, essendo per la (i) ||ax|| = ||ukl,
per qualunque k, dalla precedente relazione (11) otteniamo |agy| = 1.
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Infine, se i,, = e*V7u, allora ogni elemento > i, € Sp({#,}) sara anche
un elemento Y ant, = > (anemn) un € Sp({un}); viceversa, ogni elemento
> Bnty € Sp({un}) sard anche un elemento Y. (8,e7""") 4, € Sp({@,}). Da

O

Sp({un}) = Sp({in}) = Sp({n}) segue la (v).

Esercizio 3.4.3 Nello spazio C? si applichi il procedimento di Gram-Schmidt
alla terna di vettor:

z, = (1,1, 0) z, = (2, -1,0) x5 = (0,1, 1).
Teorema 3.4.4 Sia S uno spazio con prodotto interno, allora:
(i) S € separabile sse esiste in S un SONC finito o infinito numerabile.

(i) S ha dimensione lineare finita sse esiste in S un SONC finito.

Dimostrazione. (i) Se S é separabile, esiste in S un sottoinsieme {z,, } denso
in S e al pin infinito numerabile. Da {z,,} si estrae un sottoinsieme {z,, } cos-
tituente una famiglia libera esaminando successivamente gli elementi
T1, T2, ..., Tp, ... € selezionando ad ogni stadio quelli che sono linearmente
indipendenti da quelli selezionati negli stadi precedenti. Chiaramente ogni vet-
tore x, é combinazione lineare finita di alcuni vettori della famiglia estratta
{zn, }, percio
Sp{an} = Sp{zy, }

da cui segue che anche
V{an, } = Vv{za}

ma quest’ultimo é uguale a S, essendo {z,} denso in §. Applicando il pro-
cedimento di Gram-Schmidt alla famiglia libera {x,,} si ottiene un sistema
ortonormale finito o infinito numerabile x tale che

Sp {unk} = Sp {xnk}

e quindi tale che
Vi{tn,} = V{zn,} = S.

Allora dalla (i) teorema 3.3.4 sezione 3.3 segue che {uy, } ¢ un sistema ortonor-
male completo finito o infinito numerabile.

Viceversa, sia {u, } un SONC in S finito o infinito numerabile. Sappiamo che
I'insieme Sp”({u,}) di tutte le combinazioni lineari fatte con elementi di {u,}
tramite coefficienti complessi a parte reale e a parte immaginaria razionale é
denso in S ed ¢ infinito numerabile e quindi S ¢é separabile.

(ii) Se S ha dimensione lineare finita, diciamo n, un SONC in S, essendo
una famiglia libera, non puo contenere piu di n elementi.

Viceversa se {u;} ¢ un SONC in S finito, questo SONC é tale che Sp{u;} =
S ed ¢ in pilt una famiglia libera, quindi {u,;} é una base lineare per S contenente
un numero finito di elementi. O

Osservazione 3.4.5 La dimostrazione ora fatta dell’esistenza di al-
meno un SONC per ogni spazio con prodotto interno separabile si ot-
tiene per mezzo di un procedimento costruttivo basato sul procedimento
di Gram-Schmidt. Precedentemente abbiamo dato esempi di spazi con
prodotto interno mon separabili per i quali non esistono SONC.
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Nel caso degli spazi di Hilbert, anche non separabili, si puo dimostrare,
utilizzando 'assioma della scelta ma senza dare un procedimento costrut-
tivo, l'esistenza di almeno un SONC. Percio soltanto nel caso di spazi
con prodotto interno non separabili e non completi, non si é in grado di
assicurare l’esistenza di almeno un SONC.

Il viceversa del punto (ii) del precedente teorema puod assumere la seguente
forma:

Corollario 3.4.6 In uno spazio con prodotto interno S di dimensione finita
ogni SONC' € una base lineare di S.

Vediamo ora il seguente

Corollario 3.4.7 In uno spazio con prodotto interno separabile S tutti i SONC
hanno la stessa cardinalita. Precisamente si ha che:

(i) Se S ha dimensione lineare finita n, tutti i SONC hanno n elementi e sono
basi lineart di S.

(i) Se S ha dimensione lineare infinita, tutti i SONC sono infinito numerabile.

Dimostrazione. Se S ha dimensione lineare finita la tesi segue dal fatto che
tutti i SONC sono delle basi. Se & ha dimensione lineare non finita, la (ii) del
teorema 3.4.4 assicura che ogni SONC in § é infinito perché se ve ne fosse uno
finito, S avrebbe dimensione lineare finita. D’altra parte la proposizione 3.2.7
pag. 42 assicura che in questo caso i SONC in § sono infinito numerabile. [

Osservazione 3.4.8 La cardinalitd comune a tutti i SONC di uno
spazio con prodotto interno separabile é la dimensione ortogonale dello
spazio secondo quanto visto nella definizione 3.3.14 sezione 3.3.

In uno spazio con prodotto interno S separabile non bisogna confondere il
concetto di dimensione come cardinalita comune a tutte le basi lineari di S
(dimensione “lineare”) con quello di dimensione come cardinalitd comune
di tutti i SONC di S (dimensione “ortogonale”). Come abbiamo visto, se
la dimensione ortogonale di S é finita anche quella lineare é finita e uguale
alla prima; in questo caso quindi non c¢’é distinzione tra dimensione lineare
e dimensione ortogonale.

Esempio 3.4.9 Nello spazio con prodotto interno I la base canonica {e,} ¢ una
base ortonormale che non é una base lineare.

Nello spazio con prodotto interno d2 la base canonica é sia una base lineare che una
base ortonormale. Pertanto d2(C) ha dimensione lineare coincidente alla dimensione
ortogonale, essendo entrambe No. ]






Capitolo 4

SONC in spazi di Hilbert

4.1 Sonc in spazi di Hilbert

Le considerazioni svolte sino ad ora e relative ai sistemi ortonormali completi
riguardano spazi con prodotto interno, sia che essi siano completi sia che non
lo siano. Vogliamo adesso analizzare le analoghe proprieta riguardanti gli spazi
di Hilbert, separabili o non. Ricordiamo che da quanto visto nell’osservazione
3.4.5 a pag. 56, gli spazi che presentano un comportamento anomalo per cio che
riguarda i SONC sono quelli non completi e non separabili in quanto, per essi,
potrebbero non esistere SONC.

Teorema 4.1.1 Fisher-Riesz Sia H uno spazio di Hilbert, {u, : n € N} un
suo sistema ortonormale infinito numerabile e {a,} una generica successione
di numeri complessi, allora:

la serie Y anuy, € convergente in ‘H sse la serie . |ay,|* é conver-
gente in R.

Nel caso la serie precedente sia convergente, indicata con & la somma della serie,
ossia & = Y apuy, st ha che

an = (ugle) e [|2]* = Janl®

Dimostrazione. Posto

n
2
Sp = g au; € H e 0, = g ;|
i=1 ;

avremo che
n n
Isn = smll® = 1| D oawi> = > Jail® = |6, — i
i=m+1 1=m-+1

per ogni m e ogni n > m. Pertanto la successione {s,} é di Cauchy sse é di
Cauchy la successione {d,,}. Tenendo conto della completezza di H e di R la
prima parte dell’asserto é dimostrata.
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Posto & = > apuy, avremo che

(up|z) = <un Zanun> = Zan (U |tn) = am

Infine da

<93" - Zn: (uilw) wi | 2 — z”: (ujlz) Uj> =

i=1 i=1 =1
n

(R
i=1

segue che [|Z]| = 3 |a,|* O

=
|
™
B
B
s
=
I

Corollario 4.1.2 Se H é uno spazio di Hilbert separabile e {u,} un SONC

allora
H={S v ee S <)
n=1 n=1

Dimostrazione. Per il teorema precedente, se {«,} é una successione di nu-
meri complessi tale che 3 |a,|” < oo allora la serie S ayu, € H. Viceversa, se
z €M alloraz =Y (up|z)u, con 3 |an|> = 2|, O

Corollario 4.1.3 Sia {u, : o € A} un sistema ortonormale in uno spazio di
Hilbert H; qualunque sia l’elemento x di H valgono le proprieta:

(i) la serie Z (up|T) ue € convergente in H.

«

(i) indicato con & = Z (U |Z) o la somma della serie, si ha che

e

(x - 2) € (V{ua})™ e (ualr) = (ual2), Va

Dimostrazione. Fissato un generico x € H, consideriamo i suoi coefficienti di
Fourier (uq|z) e costruiamo l’espressione

Z (Ua|z) Ua

(e

Per la (i) teorema 3.2.5 sezione 3.2 l’espressione precedente o é una somma
finita o é una serie. Nel primo caso non ¢’é alcun problema di convergenza in H,
mentre nel secondo caso la diseguaglianza di Bessel, (ii) teorema 3.2.5 sezione
3.2, assicura che

> Hual2) P < Jlall* < +oo

e quindi il teorema 4.1.1 ci permette di affermare che

Z (Ua|T) uq

[e3
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é convergente in H. In ogni caso, qualunque sia I’elemento x € H, ’espressione

Z <ua\$c> Uqy

[e%

individua un elemento & € H, tale che
(ual®) = (ualz)

secondo i risultati del teorema di Fisher-Riesz.
Verifichiamo ora che (z — 2) € (V{us})*. In primo luogo si osservi che

(ualz = 2) = (ualz) — (Ual®) = 0

per ogni @« € A. Da questo risultato segue che xz — & é ortogonale ad ogni
combinazione lineare di elementi appartenenti a Sp{u,}, ossia a ogni z, €
Sp{ue}. Infine sappiamo che & € Sp{u,} sse esiste una successione {z,} di
elementi appartenenti a Sp{u,} convergente a &, ossia tale che limz,, = &. Ma
per quanto abbiamo appena visto (z,|x — &) = 0 e percio lim (z, |z — &) = 0,
ma da questa segue che

(im x|z — %) =0

ossia che (Z|z — &) = 0, per ogni & € V({ua}). O

Corollario 4.1.4 Abbiamo pertanto ottenuto un risultato che differenzia gli
spazi completi da quelli che non possiedono questa proprieta. Ossia

negli spazi di Hilbert, se {uq : a € A} € un sistema ortonormale,
per ogni x € H lo sviluppo in serie di Fourier Y (uq|x) uo di ©
rispetto al SON € ben posto ed é convergente in H.

Come si é gia osservato, cid non é vero in generale in spazi non completi.
Sempre nel caso degli spazi non completi abbiamo visto che le quattro proprieta
del teorema 3.3.4 sezione 3.3 sono fra loro equivalenti e vengono assunte come
proprieta che definiscono i SONC. Da queste proprieta si deducono quindi la (i)
della proposizione 3.3.9 pag. 50), la quale, a sua volta, é equivalente alla (ii)
della proposizione 3.3.9 pag. 50).

Verifichiamo ora che nel caso degli spazi di Hilbert dalla (ii) della propo-
sizione 3.3.9 pag. 50), ossia dalla condizione

(4.1) (uglry = 0 perogni o € A implica x =0

si deduce che {uqy : @ € A} é un SONC.
Infatti, poiché H é completo avremo che > (uqy|z) u, é convergente in H,
valendo inoltre (vedi (ii) corollario 4.1.3) che

<ua z—z (ujlz) uj> =0 perogni a€ A

Ma dalla (4.1) segue che z — > (uqy|z) ue = 0 e cioé che

T = Z (U |T) Uq

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema:
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Teorema 4.1.5 Sia H uno spazio di Hilbert e {u, : a € A} un sistema
ortonormale in ‘H. Le sequenti proposizioni sono equivalenti:

(i) {ua : a € A} non é un sottoinsieme proprio di alcun altro sistema
ortonormale in H.

(ii) (uqlx) = 0, per ogni o € A implica x = 0.
(i1i) V{un} = H
(iv) per ogni x € H si ha che x = 3 (un|T) Uq

(v) Per ogni coppia x,y di elementi di H si ha
(@ly) = (@lua) (ualy)

(vi) per ogni x € H si ha

lzl® = > | (wala) [

Osservazione 4.1.6 Sidovrebbe osservare che la dimostrazione dell’equi-
valenza delle proposizioni (iii), (iv), (v) e (vi) é stata fatta nel teorema
3.3.4 sezione 3.3 sotto la condizione di separabilita dello spazio. Ques-
ta condizione in effetti non é essenziale e I’equivalenza delle precedenti
proposizioni si puo dimostrare senza la condizione restrittiva di separa-
bilita.

Tramite ’assioma della scelta si dimostra che in ogni spazio di Hilbert es-
iste almeno un SONC. Inoltre, anche per gli spazi di Hilbert, indipendente-
mente dalla separabilita, si pud dimostrare che tutti i SONC hanno la medesima,
cardinalita potendo quindi dire che

la cardinalita comune a tutti i SONC di uno spazio di Hilbert si
chiama dimensione ortogonale dello spazio.

Potremo percio suddividere la classe degli spazi di Hilbert in tre sottoclassi:
(1) La sottoclasse degli spazi di Hilbert di dimensione finita: tutti gli spazi

di questa classe sono separabili e hanno dimensione lineare coincidente con
quella ortogonale.

(2) La sottoclasse degli spazi di Hilbert di dimensione infinito numerabile: tutti
gli spazi di questa sottoclasse sono separabili.

(3) La sottoclasse degli spazi di Hilbert di dimensione superiore alla infinita
numerabile: tutti gli spazi di questa sottoclasse sono non separabili.
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4.2 Sonc in coppie spazio pre Hilbert-spazio di
Hilbert

In questo paragrafo dimostreremo un risultato che sara particolarmente utile
nel seguito.

Sia (S, H) una coppia costituita da uno spazio di Hilbert H e da una varieta
lineare S di ‘H densa in H e il cui prodotto interno é la restrizione del prodotto
interno definito in H.

Sotto queste condizioni, ovviamente, se {uy} € un SONC in H i cui elementi
sono tutti vettori di S allora {us} é un SONC per lo spazio S. Viceversa
dimostreremo ora che

Teorema 4.2.1 Ogni SONC in S € anche SONC in 'H.

Dimostrazione. Infatti, supposto che {u,} sia un SONC in S, scelto un qual-
siasi vettore x € H per la (i) corollario 4.1.3 possiamo costruire il vettore di

H7
T = Z (U |T) Uq

Consideriamo il vettore x — & dalla (ii) del corollario 4.1.3, sappiamo che

(4.2) (z — 1) € Sp({ua})

Ovviamente Sp({us}) C S e preso un generico vettore y € S, essendo {uq}
un SONC di S, avremo che

Yy = Z (Ualy) Ua
da cui segue che
y € Sp({ua})

in quanto esiste la successione delle somme parziali

k
{sk :Z<ua|y> Uy : kEN}

1

contenuta in Sp({uq}) e convergente a y.
Pertanto abbiamo dimostrato che S C Sp({uq}) e quindi sara

S = SP({UQ}) =H

Grazie a questo risultato abbiamo che (z — &) € H* e cid implica che

x == Z (Ua|T) U

ovvero la tesi. O
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4.3 Sonc nello spazio di Hilbert R?
Nel caso dello spazio di Hilbert reale R? si possono caratterizzare tutti i sonc in

due classi, secondo quanto dimostrato nella seguente proposizione.

Proposizione 4.3.1 Ogni base ortonormale in R? puo essere scritta in una
delle sequenti due forme alternative per un qualche angolo ¢:

{ (COS 2 sin Qp)a ( - Sin(pv COS (P) }
{ (COS ¥, sin 90)7 (Sin ¥, — CO8 Lp) }

Dimostrazione. Supponiamo che {u, v} sia un qualsiasi SONC in R2. Posto
u = («, ) avremo che
L= [ulf = a* + 2

da cui si ottiene che
o] <1 con a€R

Pertanto, esistera un unico angolo ¢ € [0, 7] tale che & = cos® e cid implica

che
B2 =1 — cos?® = sin? ¥

da cui segue B = =+ sin. Poiché

+sind = sin(£v)
cost¥ = cos(£¥)

esistera un angolo ¢ tale che a = cosp, f = sing e quindi
u = (cos p, sin p)
Analogamente, procedendo per v, esistera un angolo v tale che
v = (cosp, sine)

Ora, da
0 = (u, v]) = cospcosyy + sinpsiny = cos(yp — )

seguira che

™ 2k +1
'(/J - Y = 5 + km = ( 5 )7‘(‘
da cui
2k+1
cosqﬁ—cos(cp—l— 2+ 7r) = 4 (—sinyp)
2k+1
siny = sin(g@ + ; 7r> = +£(cosyp)
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4.4 Integrale diretto di spazi di Hilbert

In analogia con quanto visto nell’esempio 2.2.11 sezione 2.2 pag. 33, in ques-
ta sezione daremo alcune importanti generalizzazioni dello spazio di Hilbert
Ly (I, C). In primo luogo facciamo osservare che una funzione f : I — C é un
vettore dello spazio Lo(I, C) sse sono soddisfatte le condizioni:

(i) per ogni numero a € C la funzione
I C oz — (f()la)c
é misurabile secondo Lebesgue.

(i) f, I @2 de < +o.

Di queste due condizioni la (i) pud sembrare curiosa, perd essa é equivalente a
richiedere che la f sia una funzione misurabile. Infatti, se f é misurabile anche

af 11— C oz (af)(@) = af(z) = (f(z)la)c

¢ misurabile per ogni @ € C e se of é misurabile per ogni a € C, preso in
particolare o« = 1 avremo che anche f é misurabile.

L’usuale prodotto interno su Ly (I, C) e la corrispondente norma si possono
anche scrivere nella forma:

(4.3) o) = [ @laa)c do

2
cdx

(4.4) = / 1 ()]

Considerato ora uno spazio di Hilbert qualsiasi H possiamo introdurre 1’in-
sieme Lo(I, H) costituito da tutte le funzioni a valori vettoriali f : I — H
soddisfacenti le condizioni:

(i—a) per ogni vettore h € H la funzione
I'—C oz — (f(@)lh)y

é misurabile. In questo caso diremo che la funzione a valori vettoriali f é
masurabile.

(iia)
/I 1£@)]12,dz < +oc

Le operazioni di somma di vettori e di moltiplicazione di un vettore per uno
scalare sono definite su Lo(I, H) attraverso le formule:

(f+9)(@) = f(z) + g(x)
(af)(z) == af(x)

Facciamo osservare che se f e g sono due funzioni a valori vettoriali e {e, } é
un sonc fissato in H, dalla uguaglianza

(f@)g@)y = D (f@)lens (enlg(@))y,

n
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segue che pure la funzione I — C,z — (f(x)|g(x)),, é misurabile. Inoltre
dalla diseguaglianza

2| (f(@)lg(@))y | < 1F (@) + lg(@)ll3,

e dalla (ii-a) segue che l'integrale della precedente funzione misurabile

/I (f(@))g(@)), da

esiste finito. In conclusione ha senso introdurre su Lo(I, H) il prodotto interno

(1-a) o) = [ @@y do

da cui si induce la norma

(2-) T / 1£(@)|2, de

La verifica che la (1-a) definisce un prodotto interno per Lo(I, H) é imme-
diata. In particolare, la completezza di Lo(I, H) si dimostra con argomenti
analoghi a quelli usati per dimostrare la completezza di Lo(I, C).

Lo spazio di Hilbert ora introdotto é quindi I'insieme

Lo(I, H) = {f : I — H|valgono (i-a), (ii-a)}

4.4.1 Esempio: Caso particolare ] = R3 e H = C"

In questo caso avremo lo spazio di Hilbert Lo(R3, C") costituito da tutte le
funzioni

fiR = C" oz — f(z) = (filz), ..., falz))

con f; : R3 — Coperi = 1,2, ..., n soddisfacenti le condizioni:
(i-a) per ogni vettore h = (hy, ha, ..., hy) € C™ la funzione R — C definita
da

é misurabile.

(i0) fo IF @ 20de = Y0, foa lfi@)Pdz < +oo

Risulta immediato verificare che le condizioni (i-a) e (ii-a) sono equivalenti
all’'unica condizione

(a) fi € Ly(R?, C) perogni i=1,2,...,n
Il prodotto interno in Lo(R3, C") ¢ definito da

o o =Y [ T

con associata la norma

(2) Il =
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Osservazione 4.4.1 Dal confronto delle (a), (1) e (2) del presente es-
empio di costruzione dello spazio di Hilbert L2(R*, C™) colle (a), (1) e (2)
dell’esempio 2.2.11 sezione 2.2 relativo allo spazio di Hilbert Z"@Lg (R*,C),
ti accorgerai che abbiamo a che fare collo stesso spazio di Hilbert in

entrambi i casi: o

zn: Ly(R*,C) = Lo(R*,C™)






Capitolo 5

SONC in spazi funzionali

5.1 Sistemi ortonormali completi polinominali
in Ly|a, b]
In quel che segue, tranne esplicita menzione, [a, b] denotera un intervallo com-

patto in R.

Proposizione 5.1.1 La famiglia
{z,(t) =t":t € [a,b],n=0,1,...}

é una famiglia libera di vettori in La[a, b].
n
Dimostrazione. Consideriamo Z Ajz; = 0, ove 0 éil vettore nullo di L[ a, b].
=0
Allora dovra essere

Z )\jtj =0, q.o.in [a,bd],
§=0

ovvero, scritto per esteso,
A+ Mt + ...+ A" =0, qo. in [a7 b]

Ma questi é un polinomio in ¢ di grado n il quale, nel caso in cui non sia q.o.
nullo, ammette al pit n valori in [a, b] che lo annullano. Pertanto la relazione
> At? =0, q.o. in [a,b], é vera sse

N=M=..=X =0

Dal teorema 3.4.2 sappiamo che il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt (G.S.) permette di costruire, a partire dalla famiglia libera {t"} C
Ls[a, b] una famiglia di vettori

{P,(t):t€lab]l,n=01,2 ...} C Lsfa, b
tale che:

(i) {P,} é un son;



70 CAPITOLO 5. SONC in spazi funzionali

(i) P,(t) = Z anjt!, con an, # 0

(i) £ = > BuiPi(t), con Bnn #0
=0

e tale famiglia { P, (t) } é determinata da queste tre proprietd in maniera uni-
voca, a meno di fattori di fase di modulo 1. Si osservi che dalla (ii) segue che
P, (t) é un polinomio di grado n. O

Teorema 5.1.2 [l son polinomiale in La[a, b] (unico a meno di fattori di
fase) { P, (t) } ottenuto tramite il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt a partire dalla famiglia libera { x,(t) := t™ } € completo.

Dimostrazione. Poiché [a, b] é compatto, sappiamo che

Cla, 5] = Lofa, b] (1)
Inoltre, dal teorema di approssimazione di Weierstrass si ricava che:
Vf € Cla, b], 3{pr} C Pla,b] t.c. lim|p,— fllo, =0 (2)

Sappiamo pure che su C[a, b], la convergenza uniforme implica la convergenza
in media quadratica, e dunque da (2) otteniamo:

Vf € Cla,b], I{pr} C Pla,b] tc. lim|p,—fl, =0 (3)
e questa equivale a dire che:

Cla, b] € Pla, ] (4)

la quale, unita alla (1), ci da:

Pla, 5] = Lo[a, b] (5)

Tenendo allora presente che Sp{t"} = P|a, b], e ricordando che i P, (t) ottenuti
con il procedimento di ortonormalizzazione di G.S. soddisfano a:

V{t"} = V{Pn(t)}
dalla (5) ricaviamo immediatamente
V{Pu(t)} = Lo[a, b]
che é equivalente a dire che il son { P,,(¢) } é in effetti un sonc. O
Esempio 5.1.3 In Lo [—1, 1] i primi tre elementi ottenuti direttamente usando il

procedimento di ortonormalizzazione di G.S. a partire dalla famiglia libera {z,(t) =
t"} sono i seguenti

— 1
Pot) = —
Pi(t) = ?t
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5.2 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendre sono i polinomi che costituiscono il sonc analizzato nel
paragrafo precedente, nel caso particolare in cui I'intervallo compatto in esame
é -1, 1].

Proposizione 5.2.1 In Ly [—1, 1] il sonc polinomiale ottenuto secondo il pro-
cedimento del teorema precedente é espresso, a meno di fattori di fase unitari,
dalla formula:

— am+1\"* 1 av ,
(5.1) Pt = (257) " g @ - D)
La relazione Lo
P,(t) = — (= 1)
() 2nn! dtn ( )

si chiama formula di Rodrigues e si puo porre sotto la forma alternativa:

ove

5 perm pari
P=19 nt1 di '
== pern dispari

Il polinomio (5.2), che é un polinomio di grado m, é chiamato polinomio di
Legendre.

Dimostrazione. Il son del procedimento di ortonormalizzazione di G.S. é de-
terminato univocamente, a meno di fattori di fase arbirari, dalle condizioni
(i)-(iil). Pertanto, se le funzioni (5.1) soddisfano queste tre condizioni esse, a
meno di fattori di fase unitari, costituiscono il sonc cercato. Procediamo allora

nella dimostrazione che le (5.1) soddisfano la (i). A questo scopo, consideriamo

R, (%) : "

= — (t* — 1)"
dt"( )

che, a meno di un fattore costante, coincide con P, (¢). In primo luogo comin-
ciamo col verificare che { R, (t) },, é un sistema ortogonale.
Sia n # m. Possiamo supporre n > m. Allora:

/1 R, (t) R, (t)dt = /1 d—n(t2 - 1)”d—m(t2 — 1)™dt
o )y din dtm

(integrando per parti)

1
(-
-1

1 m—1 m—+1
d 2 n d 2 m
7/1 e (= ) e (0 - )"

dn—l dm
= — — 1 n___
dtn—1 (t ) dtm
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n—1

d
Ora, poiché W(t2 —1)" = (t> = 1)[...], risultera

1 1 dnfl ) dm+1 0
R, (t) R,,(t)dt = — —— (" = )" ——(" — 1)™dt
| Rt Rttt = = [ S = e - )
Procedendo in tal modo n volte, otteniamo

1 1 m-+n
/_1 R,(t) R, (t)dt = (—1)" / (t? — 1)"515”1ﬁ (t? — 1)™dt

-1

dern

Ora, essendo n > m, sara n 4+ m > 2m, e percio 2 _ 1)™ = 0 cosicché

dtm+n (t

1
/ R, (t) Ry (t)dt = 0 per n # m
-1
Ne segue immediatamente che

1 — —
/ P,({t)Pn(t)dt =0 per n #m

-1

Andiamo ora a verificare che ogni P,, ha norma unitaria

/ Pa)a = 2L / e oy T

1 2n+1 N (TL!)Q 1 dt7 dt7

procedendo come prima con R, (t)

= —(QnH)(_lln /1 @ =1

22n+1 . (’Il') . dt2n
Ma
(t2 _ l)n — Z (Z) (_1)n—kt2k
k=0
e percio:
>, n > n n—1, 42 n—2 (T 4
+ ...+ (nﬁ 1) (—1) "2 + t2”> = (2n)!
Ne segue:

/1 (Po(t))2dt = (@2n+ HI(-1)" /1 (12 — 1) dt

. 22n+1 ()2 1
Posto t = sin1}, avremo che:

1 m/2
/ (t* = 1)"dt = / — cos®™ 1) cos Vd)

-1 —7/2

/2 2n+1(n|)2
_ 2n+1 — :
- /,r/2 cosT Y = i)
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Per cui

/1 (P, ()%dt = 1

-1

Abbiamo cosi dimostrato che {P,} soddisfa la (i). Verifichiamo ora che esso
soddisfa la (ii). Ricordiamo che:

o, _ ettt n<p
dtm 0 n>p

Da cui si ottiene la

(1) a £2m — (2(77217ﬁ)7i)! M= p < 2m
dr 0 n > 2m
Poiché
- 2 "= d - n n—my2m
@ = g [;J (m)< e ]

n
— Z n (_1)n—m dl £2m
m datm
0
Possiamo considerare i due casi:

19 Caso: n pari. Allora la (1) implica in questo caso particolare

(3) j;; (t2 _ 1)n — Z (n>(_1)n—m ( (Qm)' {2m—n

m 2m — n)!

m=

w3

20 Caso: n dispari. Ancora la (1) implica che:

(4) jt% (t2 _ l)n — Z <n)(_1)nm( (2m)' $2m—n

m 2m —n)!

In entrambi i casi si ottiene un polinomio di grado n, e percid P,, é un polinomio
di grado n: la (ii) é cosi verificata. Si osservi che le (3) e (4) dimostrano la (5.2).

Diamo ora una traccia della verifica della (iii). Vogliamo in sostanza trovare,
per ogni n fissato, degli scalari bng, bp1, ... , bun, con b,, # 0, in modo che sia

(5) t" = buoPo(t) + bpiP1(t) + ... + bpnPnl(t)

Abbiamo prima dimostrato che ogni P é un polinomio di grado k e dunque é
della forma:

(6) ﬁk(t) = aro + apit + ak2t2 + ...+ akktk

ove gli ax; sono determinati dalla formula (2.1). (Per la semplice linea con-
cettuale della dimostrazione di (iii) non ci serve in questo momento trovare
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Veffettivo valore degli ay;, cosa che lasciamo per esercizio al lettore). Tramite
la (6), la (5) diviene:
t" = bnoago + bni(aio + ai1t) + bna(aso + azt + axt?) +
+ bs(aso + asit + azat® + asst®)
+ oo F bun(ano + anit+ ... + apnt™)
ovVVero
t" = (bnoaoo + bn1aio + bp2aze + ... 4 bunano)
+ (bnrai1 + bn2azi +bpzazy + ... + by p_1Gn_1,n + bppani)t
+ (bn2ags + bnzass + ... + bupans) t?
+ ...+
+ (bn,n—lan—l,n—l + bnnan,n—l)

tnfl

Ne segue, per il noto principio d’identita dei polinomi (due polinomi sono uguali
sse hanno gli stessi coefficienti), che deve essere:

bnoaoo + bpiaio + bn2azn + bnzasg
+ ...+ bn,nflanfLO + bpnano = 0

bpiair + bpaagy + bpzazr + ... + byp_1an-1,1 + bynapy = 0

bpoaza + bpsasy + ... + by n—1Gp—12 + bppapz = 0

bn,n—lan—l,n—l + bnnan,n—l =0

bnnann =1

Risolvendo tale sistema, mettendo al posto degli a; i loro effettivi valori, si
determinano i coefficenti b,q, ..., b,, cercati. O

Esempio 5.2.2 I primi polinomi di Legendre calcolati secondo la (5.2) sono:
P(t) =1
Pi(t) =t
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Proposizione 5.2.3 L’equazione differenziale di Legendre
(2 =y + 2ty — Ay =0

ammmette come soluzione il polinomio di Legendre P, (t) in corrispondenza del
valore

A=n(n+1)
Dimostrazione. Dall’identita

(t? = 1) % (t2 —1)" = 2nt(t> — 1)"

segue:

dn+1 2 d 2 n dn+1 2 n

Ricordiamo che se f, g € C™, allora

dm B n n dmf dn—mg
g 91 = 2 (m) dtm - dtr—m

Ne segue:
o P fe-nde-y
dtn+1 dt
n+1 _
n+ 1 dm 5 dn+2 m )
= 1) (2= 1)"
n;) ( m ) dtm ( >dtn+2—m ( )
dn+2 dn+1

> = 1)" + 2t(n+1) TSy (2 —1)"

(42
- (t o 1) dtn+2

—I—n(n—i—l)i—n t2—1)"

Analogamente si ha:

! w1 S (nA 1) d” drt2—m ;
(3) prTEsy [2nt(t* —1)"] = ) < ) (2nt) prrE (t* —1)

m=0 m dtfm
n+1 9 dr 9
= 2nt ] t“+1D)" + 2n(n+1) pres (t*—1)

Sostituite le due relazioni (2) e (3) nella (1), si ricava

(4) (t*=1) - (2 —1)" + ztdn—H t*—1)" — n(n+1) a4 t*—1)" =0
dtn+2 dtn+l T dtr B

Ricordando che
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si ricava

1"

(t2 —1)P, (t) + 2tP,(t) — n(n—+1)P,(t) =

_ 1 2 dn+2 2 1 n 9 dn+1 2 1 n
~ onpl G )dt”+2 @ -=1" + tdtn+1 (" —1)"—
dn
— 1) — (-1 | =
nn+1) 2 (7 = 1)

=(dalla (4)) =0

Osservazione 5.2.4 Introdotto I'operatore

d? d
L=({#~1)—5 + 2t—
( ) dt? + dt
opportunamente definito in una varietd lineare Dy, di Lo[—1, 1], avremo
che L ¢ lineare e ’equazione differenziale di Legendre assume la forma di
una equazione agli autovalori:

Ly = Xy, per y € D

11 polinomio di Legendre P,(t) é pertanto un autovettore di L corrispon-
dente all’autovalore
A=nn+1)

Si osservi che si pud anche porre

d

L=~ {(tQ—l)

|

=

5.3 Polinomi di Hermite

Se vogliamo estendere il ragionamento fatto nel paragrafo 2 a proposito del-
la famiglia libera di vettori {¢t"}, intesi come elementi dello spazio di Hilbert
Ls(a,b), nella situazione pin generale degli spazi di Hilbert Ls(a, 3), per es-
empio La(—00,00) (oppure L2(0,00) o La(—00,0)), ci troviamo di fronte al
problema che le funzioni t” non appartengono a tali spazi. Una possibilita di
risolvere questa situazione consiste nel moltiplicare i vettori di tale famiglia per
una opportuna funzione peso w(t) in modo tale che la successione {w(t)t"} sia
costituita da funzioni appartenenti allo spazio di Hilbert in esame. Per esempio,
nel caso dello spazio di Hilbert Lo (R) si assegna come funzione peso la funzione
w(t) = e*%tQ, ove il fattore % nell’esponente é preso per un semplice motivo di
convenienza formale. In questo paragrafo ci occuperemo appunto di questo caso
particolare.
Consideriamo allora in Lo(R) la famiglia di funzioni

ottenuta moltiplicando ogni elemento della famiglia {t"} di C*°(R) per la fun-
zione peso w(t) = e~2%". Si ha il seguente
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Teorema 5.3.1 La famiglia {t" e_%t2} € una famiglia linearmente indipen-
dente in La(R).

Dimostrazione. Dimostriamo innanzi tutto che la famiglia appartiene a Lo (R).
Dato che )
lim (t" e 2") =0

[t|F—o0

le funzioni continue " e~ 2!" sono maggiorate da qualche costante 3, > 0. Ne

segue che
= 2 —t2 > 142
t*"emt dt < [Bon e 2V dt = (o, V2T < 0
— o0 — 00
ovvero t" e=2° € Ly(R). Inoltre, essendo e~ 2! £ 0, per ogni ¢ € R, avremo
che la condizione

n n
Z axth em3t = o3t (Z aktk> =0, VteR
0 0

éverificatasse ag = ... = ap = 0. Tramite il Processo di Ortonormalizzazione

di Gram-Schmidt é possibile ottenere una famiglia {u,} di vettori di Lo(R),
unica a meno di fattori di fase arbirari, tale che:

(i) {un} é un son
(i) un(t) = (g ang ) e, con apy # 0

(i) " e = 300 bus ui (1), con by # 0

Osservazione 5.3.2 Si osservi che dalla (ii) si ha che gli elementi del
son sono della forma o
un(t) = Hp(t)e 2

con H,(t) polinomio di grado n.

Esercizio 5.3.3 Si trovino i primi due elementi del son costruito tg“amite il
1
procedimento di Gram-Schmidt a partire dalla famiglia libera {t" e~ 2" }:

Iniziamo col determinare il primo elemento. Avremo

o0
Qo = e 2" da cui lgol®> = / e dt = /7

— 00

e, quindi, )
qo _ 142
UO = — = —e 2
gl 7%

Per cio che riguarda il secondo elemento, sappiamo che

142 142
qr = te 2" — (ug|te 2" Hug
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{ ‘t )= Tl Let
to | t€ T AT T T2

per cui
lanl? = [ #etar t] [T et
—00 2 — 00 —00

concludendo che

I termini della famiglia che si ottengono continuando questo procedimento
sono della forma

Teorema 5.3.4 Considerata la funzione definita da

2
n 12 dre™?

5.3 H,(t) = (-1
(53) (1) = (-1)re” S
essa soddisfa la
20t—z2 _ - H’ﬂ(t) n
(5.4) e —Z R
0

Dimostrazione. Infatti, per ogni ¢ fissato, lo sviluppo in serie rispetto alla
variabile  della funzione e?**~*" sara esprimibile nel seguente modo

2wt—z? P —(t—x)? _ 2 —(t—z)® _ = Hy(t) ,
e =e =e€ e = Z o T
0
ove 5
" 2xt7m2) = H (t
oz (6 0 n(®)
Ma
an n
I (eth—x2> — etz 9 (e—(t—x)z)
ox™ 0 ox™ 0

= (ponendo w = (t — x

)
= (—1)"et2 o (671”2)

own

w=t
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Esempio 5.3.5 Notiamo subito che, tramite la (5.3), possiamo ottenere i primi
elementi

Ho(t) = 1
Hi(t) = e (=2t ") = 2

d

Ha(t) = —2¢" [E

(te_tz)} = —2 + 4°

Anche la (5.4) puo essere usata per trovare facilmente le prime funzioni H,.

20t —a? - Hn(t) n HQ(t) 2 H3(t) 3
= = H H — — e
e ; T ot) + Hi(t)z + 5 & + 6 * +
ot — 22)2
A 2zt — %) + Qat—a7)” +...=

2
1+ 2zt + (26 — 1)z® + %(41&3 — 6t)z® + ...

Confrontando le due serie abbiamo

Ho(t) = 1

Hi(t) = 2t

Hy(t) = 4t° — 2
Hs(t) = 8t* — 12t

Teorema 5.3.6 Per ogni intero non negativo n le funzioni H,(t) sono polinomi
di grado n espressi estesamente dalla formula

N ) 2n—2j y
(5.5) H,(t) = n! (-1)) ———=t"~
jZ::o Jin —2j5)!
dove N = 3, sen € pari, e N = w, se € dispari.

Questi polinomi si chiamano polinomi di Hermite. La (5.3) si chiama formu-
la di Rodrigues e la funzione al primo membro della (5.4) funzione generatrice
dei polinomi di Hermite.

Dimostrazione.

¢ !

| 141
i=0 : j=0 J i=0 j=0 -

se poniamo i + 2j = n ed eliminiamo l’indice ¢, la precedente relazione diviene

oo

N jon—2j4n—27
20t—z2 (_1)J2 Tt J n
€ =2 | X n—2)yt | *

n=0 | j=0
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(n—1) 4 di .
5~ se n ¢ dispari, ma

v _n , . _
dove N gsene ari e N

2wt —a? _ i Hn(t)xn

¢ —~ nl
allora
Hy(t) = n! i(—l)ﬂ 27 e
! = j(n — 2j)!
(]
Teorema 5.3.7 Sia h,(t) = (—1)”e%t2%6_t2 con 0 < n < oo, allora il

polinomio di Hermite di grado n si puo esprimere nella sequente forma

2
n 2 dret

(5.6) H(t) = (-1)e” o

= hn(t) ex?

Inoltre, la famiglia

h 1 142
" = — _H,(t) e 3! }
{mu Tl 22 ®)

¢ una base ortonormale di Lo(R), ottenuta applicando il processo di ortonor-
malizzazione di Gram-Schmidt alla famiglia {t" e’%tQ}. Le funzioni h, sono
dette funzioni di Hermite.

Dimostrazione. Al solito, per verificare che la famiglia

® st

é un sonc ottenuto tramite il processo d12 ortonormalizzazione di G.S. a partire
dalla famiglia libera di vettori {t" e~ 2% }, a meno di fattori di fase unitari,
bastera verificare che essa soddisfa le condizioni (i)-(iii).

Verifichiamo in primo luogo che la famiglia (1) soddisfa la condizione (i) di
ortonormalita. Dato che i vettori di tale famiglia sono gia normalizzati, bastera
dimostrare che

(g | ) = © per 2w

ovvero che
(hnlhp) =0 per n #p
Per semplicita del discorso supporremo che p < n e considereremo
[ee} oo dn
bty = [ By et = (-0 [ g e
—00 PSS dtn

Essendo H,, un polinomio di grado p, I'integrale ora scritto sara uguale ad una
somma di termini del tipo:

o n
/ tmdt—ne_ﬁdt con 0 <m<p<n<ox

— 00
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integrando per parti tali termini si ha:

o] dm dn—l oo 00 dn—l
/ tm—dtne_tzdt = tmidt" 1e_t2 —m/ tm_ldtnile_tzdt =
—00 —00
dn—t 2
_ 1 et _
f—m/ tm dt"1 dt = ...

_ (—l)mm!/ C‘;;_Ze*tgdt

dnfmfl 2
dtn—m—l €

= (=1)™m! =0

— 00

Cid dimostra che la famiglia (1) é ortonormale. Passiamo ora alla condizione
(ii). Dalla (5.6) abbiamo che

hn 1 142
[ — 2
1Bnll - (Al

con H,(t) polinomio di grado n; ossia esso si ottiene dalla combinazione lineare
dei primi n termini della famiglia { t" e~ 2" }:

2)

”h || Zan]tj eiétz’ con apy # 0

In questo modo si sono verificate le condizioni (i) e (ii) relative al procedimento di
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt; la condizione (iii) si verifica banalmente
tramite lo stesso procedimento usato nel paragrafo 5.2 una volta osservato che,
per ogni n fissato, si tratta di trovare degli scalari b,qg,bn1, ..., bny con by, # 0
in modo che sia

trest :me : t —per la (2) =

s
—
=+

Il
.
.\ M:
o
S
3
S,
S
3
<
~
<
('0‘
Nl
o~
S

ovvero

(5.7) t" = buoaoo + bni(aio + arit) + bua(aze + azit + agt?®) +
+ bng(a:),o + asit + a32t2 + &33t3) + ...+ bnn(ano +apit+ ... + a,mt")

che non é nient’altro che la (7) della proposizione 5.2.1, paragrafo 5.2. La

completezza del sistema si dimostra utilizzando la trasformata di Fourier; questa
dimostrazione verra fatta successivamente. U

Teorema 5.3.8 La norma di ogni funzione di Hermite € data da

I /H 020" dt = 2" (nl) /7
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Pertanto avremo che

142

(5.8) o *_ L H @)
([ (2nnly/m)?

Dimostrazione. Integrando per parti n volte, come nel precedente teorema,
e ricordando che dalla (5.5) si ha che il coefficente del termine di grado n del
polinomio H,, é 2", avremo che

([l =/ H,(t) Ho(t)e ™ =(—1)"/ Hn(t)jt—ne‘t2dt:

= / H™ (t)e—t2dt = 2”71!/ e dt = 2" nly/m

—0o0

Teorema 5.3.9 [ polinomi di Hermite soddisfano le sequenti formule di ricor-
renza valide pern =1,2,....

(5.9) HL,(t) = 2nH, 1 (1)

(5.10) Hyyi(t) = 2tH, (t) — 2nH, ()

Dimostrazione. Derivando I’espressione

)
20t—z2 _ H’ﬂ(t) n
D Dk
0

rispetto a ¢t abbiamo

)
2x62zt—r2 _ Z n(t) z"
N 5 n!

ovvero

oo thal0) i _ S L
0 : 0

n
Uguagliando i coefficienti di ™ nei due membri di questa espressione si ha

2H,_1(t)  H,\(t)
(n—1!  nl

(n=1,2,...)
cioé la (5.9),
(1) H = 2nH,_,

Dal questa si ottiene

(2) H) ., =2(n+1)H,
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Derivando rispetto a e a t la funzione generatrice

262%5712 _ Q(t o x)ezrtfazg

Ox

0 2
— 2T — ore

ot

2xt—a?

e dividendo la prima per la seconda si ottiene:

8 2rt—z2 _ 6 2xt—x2
(t x)&e =5

Inserendo in questa equazione la definizione della funzione generatrice si ottiene

Zo: n! v 20: n! = Z n! .
1

eguagliando i coefficienti si avra allora
tH, — nH)_, = nH,

o analogamente
tHyy — (n+1)H;, = (n+ 1)Hypq

Sostituendo in questa le espressioni (1) e (2) delle H), e H),; segue infine

2tHn - QTLHn_l = Hn+1

Teorema 5.3.10 I polinomio di Hermite H, soddisfa l’equazione differenziale
Yy =2ty + 2ny =0
Dimostrazione. Dal teorema 5.3.9 abbiamo
Hyga(t) = 2tHo () — H)(1)
Derivando ambo i membri si ha
HY o (6) = 26H,(t) + 2H,(t) — HL(t);

dalla (5.9) del teorema 5.3.9 si ha anche

Hy () = 2(n+ 1) Hy(t)

concludendo che
H(t) — 2tH), (t) + 2nH,(t) = 0
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Osservazione 5.3.11 Se introduciamo 'operatore differenziale lineare
opportunamente definito in L2 (R)

£

L =
dit? dt

e consideriamo ’equazione agli autovalori
Ly = My

altrimenti scritta
y' =2y —Ay=0

il polinomio di Hermite H, é un autovettore di L corrispondente all’au-
tovalore
A= —2n

5.4 Polinomi di Laguerre
Consideriamo lo spazio di Hilbert L(0, co) ed in esso la famiglia di funzioni
{t"e"3t :n =0,1,2,...}

ottenuta moltiplicando ogni elemento della famiglia {t"} di C*°(0,00) per la

. 1
funzione peso w(t) = e~ 2%

Teorema 5.4.1 La famiglia {t"e_%t } € una famiglia linearmente indipendente
in L2(0, c0).

Dimostrazione. Dimostriamo che la famiglia appartiene ad Ly (0, 00). Poiché

. n 1
lim t"e" 2! =0
[t]—o0

ed essendo le funzioni t"e~ 2! continue, esse sono maggiorate da qualche costante
Bn > 0. Allora

/ t2n€_tdt S /62n / 6_%tdt = ﬂQn -2 <0

0 0

Ovvero t"e~2' € Ly(0, 0o). Inoltre, essendo e~ 2t # 0, per ogni t € R, la

equazione
n n
1 1
Zak (tkefit) = e 2! (Z aktk> =0,vVteR
0 0
é soddisfatta sse g = a1 = ... = 0. O

Tramite il processo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt é possibile ot-
tenere una famiglia { u,, }, unica a meno di fattori di fase unitari, soddisfacente
le condizioni:

(i) {upn } & un son

(i) un(t) =270 apti e 3t apy #0
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(111) tje_%t = Z?:() bnzul(t)a bnn 7é 0

Osservazione 5.4.2 Dalla (ii) si ricava che I’elemento u,, del son si puod
esprimere nel seguente modo

ove

n
Ln(t) = Z Unjt, Gnn # 0
j=0
é un opportuno polinomio di grado n.

Esempio 5.4.3 Determiniamo i primi due elementi del son costruito tramite il
procedimento di G.S. a partire dalla famiglia libera

1
{t"e 2"},
Iniziamo dal primo elemento.

1

R 2
q = e %' da cui llgo|] = (/ eftdt) =1
0

q0 —1¢
Ug = —— = e 2

llqoll
Passiamo ora al secondo elemento. Sappiamo che

e, quindi
dacui Lo =1

1

1
q1 = te 2t — <u0 ’ te_§t>uo

-1 R
<u0‘te 2>:/etdt:1
0

ol = / (e + et —2te )dt = 1
0

per cui

concludendo che

q1

= m = (t— 1)6_%t da cui L1 = (t—l)
1

u1

Teorema 5.4.4 Per ogni intero non negativo n le funzioni definite da

(5.11) Lo(t) = et% (t"e™t) (4.1)

sono polinomi di grado n in t dati dalla espressione

n n 2
5.12 L,(t) = —1)nk klgn—k
(5.12) =S ()

Si osservi che il coefficente del termine di grado massimo del polinomio L, (t) é

(—1)".
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Dimostrazione. Noi sappiamo che
dnfg _ z”: n dkff dnfkg
dtm —~ \k/ dtb dtn=F
Pertanto, dalla (5.11), segue che
n n dktn dnfkeft
L,(t) = € _
(8 = e 20: <k> dtk dgn—F

T (e

Esempio 5.4.5 Dalla (4.1) si ottengono direttamente i seguenti polinomi
Lo(t) =1
Li(t)y =1-t
Ly(t) = 2 — 4t + &°

Notiamo che i primi due polinomi coincidono con quelli ricavati direttamente tramite
G.S. a meno di fattori di fase unitari. |

Teorema 5.4.6 Sia
Allora avremo che

Inoltre

e la famiglia

(4 3]
n! n! "

¢ una base ortonormale di Lo(0, 00) ottenuta applicando il procedimento di
ortonormalizzazione di G.S. alla famiglia {t"e*%t}. Le funzioni l,, vengono
chiamate funzioni di Laguerre mentre i polinomi L, sono detti polinomi di La-
guerre di grado n. La (5.11) € detta formula di Rodrigues per i polinomi di
Laguerre.
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Dimostrazione. La prima affermazione, ovvero che L,, é un polinomio di grado
n, é stata dimostrata nel precedente teorema. Per verificare che { % } ¢ un son
bastera dimostrare che (I,|l,) = 0, m # n e |[l,]| = n!. Supposto m < n,
avremo

d™tmet

W ) = [ LI = [ )T g

dal fatto che L,, é un polinomio di grado m l'integrale sopra scritto sara uguale
ad una somma di termini del tipo:

e o] dntn—t
/tPT:du 0<p<m<n< oo
0

integrando per parti si ha:

/oo » dntneft Q= 1P dnfltneft
0

dtr dtn=1 dtn—1

o] dnfltneft
= — [ p—; RS
p/o din—1

o o —14n —t
d" e
- p/ Pl qt
0 0

es} dn—ptne—t
— (—=1)Pp! - =
= (—1)Pp! /0 s dt

A questo punto possiamo considerare due casi.

e Caso p =n. Rispetto al quale risulta

o] m4n ,—t o]
@) / Ty (—1)%!/ et = (—1)"(n!)?
0 dtr 0

e Caso p < n. Rispetto al quale risulta

| dr—p—Lgne—t |

0 dntne—t
3 tP——dt = (—1)Pp! =0
@ | et = e s

Utilizzando questi risultati e tenendo presente che L, (¢) é un polinomio di grado
n con coefficente del termine di grado n uguale a (—1)", dalla (1) e dalla (2)
seguira

il = [ 2t (S Y=o [T (TR )i
— (C1 (1 (0l)? = (n)?

mentre se m # n, supponendo senza perdere in generalitd che m < n, per la (3)
avremo che

(In]lm) =0

Cio dimostra che la famiglia {ln—",} é ortonormale inoltre, essendo [, =
Lne_%t, con L, polinomio di grado n, essa si ottiene dalla combinazione lineare
di termini della famiglia {t"e~2!}. L’ultima condizione relativa al procedi-
mento di ortonormalizzazione di G.S. segue banalmente. Prima di passare alla
dimostrazione della completezza del sistema ortonormale delle funzioni di La-
guerre ricaviamo alcuni risultati che saranno particolarmente utili a tal fine.

O
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Teorema 5.4.7 [ polinomi di Laguerre soddisfano la relazione

o0

1 xt 1
e 1-z = jLn(t)xnv perzx € (_]" ]‘)’ teR
n:

0

(5.13) —

La funzione al primo membro ora introdotta € detta funzione generatrice dei
polinomi di Laguerre.

Dimostrazione. Ricordiamo il seguente risultato sulla serie binomiale (vedi
T.M. Apostol, Mathematical Analysis, Addison-Wesley, 1974, paragrafo 9.21)
valido per ogni a € R

(1+t)“—z<z>t”, —1<t<1

n=0

ove

Dimostriamo ora la (5.13)

ta

e 1-= 1 = ; te \’ 1
- —1)) -
1—=x l—mz( ) (l—a:> g!

_ Z%(—l)ﬂ'tﬂ'x]’ 3 (=j—1) = (=5 —Fk) (—1)z"

_ — (17 (k) i g
= Z Z EICHE itk

Ponendo j + k = n ed eliminando k si ha:

tx

e 1-= = (=1)n!
= 7t] n
1t 2 2 G2 ="

essendo j = n — k

__tz

e T-= >
1—3@:2

Corollario 5.4.8 Per ogni intero m > 0 abbiamo

—mt—2it - m™ ln(t)
(5.14) = T A

ove la serie al secondo membro é convergente sia punto per punto per ognit € R
che in media quadratica.
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Dimostrazione. Se nella (5.14) poniamo x = i1 < 1 avremo che per ogni
teR
1 - =1 m \"
e 'Twmii = Z an(t) -
_ _m_ ]

- = n! m+1

da cui ricaviamo
=1 m"
—mt __ 7
¢ B z;) n! (m + 1)7+1 n(t)

e, infine,

—mt —L¢ > mn Ln(t)efét
Z (m+1)nt+t n!

n=0

_ i _omt ()
TS (m )l

Passiamo ora a dimostrare il secondo punto. Sappiamo che il sistema infinito
numerabile di Laguerre {%} é ortonormale. Considerata allora la successione

di scalari

m’ﬂ/

Qpn = (m_|_ 1)n+1

la corrispondente serie dei quadrati dei moduli

0 o) 2n
2 1 m
;::Omn' _(m+1)2n§::0 m+1

per m = 0 é ovviamente convergente mentre per m # 0 é il prodotto della quan-

2
tita costante m per la serie geometrica convergente di ragione (#) <1

e quindi sara essa pure convergente. Da questo risultato, per il teorema di
Fisher-Riesz abbiamo che la serie ) | anln—"! é convergente nello spazio di Hilbert
L5(0,00). Siccome questa serie converge punto per punto, per ogni ¢t € (0, 00),
alla funzione e~™~ 2% ed é di Cauchy in Ly (0,00), essa é convergente alla stessa

funzione rispetto alla norma di Lo (0, 00). t

Lemma 5.4.9 Se f € Ly(0,00), per ogni € > 0 esiste un polinomio in e*

n
P (eft) = Z e ™
m=0

tale che

[ —edp (e

’<e

Dimostrazione. Posto fi(t) = e2!f(t) definita per ¢ € (0, 00) e operata la sos-

tituzione t = log (% , (da cui dt = —y~tdy), otteniamo la funzione f; logi) =
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ﬁf <log %), definita per y € (0,1). Dal fatto che f(t) € L2(0,00) segue che
f1 (log i) € L2(0,1); infatti

Amuwfﬁ[ffo%;)
[

y~ldy
Applicando il teorema di approssimazione di Weierstrass nello spazio L2(0,1)
avremo che per ogni € > 0 esitera un polinomio in y tale che

1
1 (log ) - p(y)
Y 2:(0,1)

o :/01 fi <log ;) - p(y)
_/: [f1(8) = p (") [" e"at

= [ et (e
=)

2
y ldy =

<€

2
dy

fi <log ;) —p(y)

2
e~ tdt

Nl=

€

2;(0,00)

Teorema 5.4.10 [l sistema ortonormale { } é completo.

Dimostrazione. Dal lemma prededente abbiamo che per ogni f € La(0,00) e
ogni € > 0 si ha

n
—mt—1
f_ § Q€ mt 2t
m=0

I E (S|

0

S (S

<€
m=0

Essendo

=< m" In .

S (S anie ) eV (%)

n | |

o (m—O (m+1) ) n! n!

il teorema é dimostrato. O

Teorema 5.4.11 ] polinomio di Laguerre L, soddisfa I’equazione differenziale

(5.15) ty' + 1=ty +ny=0
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Dimostrazione.
dnttet
L,(t) = €
n(t) = e dt
dn+1t7Le—t dntne—t
/ _t t
Ln(t) = e T g
. dntne—t d7z+1tne—t dn+2tne—t
_ it t t
Ln(t)=e a2 g T g

Pertanto, la equazione (5.15) sara soddisfatta da L, sse

dntne—t o tdn+1tn6_t . tdn+2tn6_t
g T T T T g

dn+1tne—t dntne—t dntne—t

t t t _

tet

ovvero, sse

tdn+1tne—t dntne—t . dn+2tne—t

t —

(1) (1+t)eW

Usando la formula per la derivata di un prodotto si ottiene la seguente forma
estesa della (1).

n+l kyn gntl—k,—t n kg qn—Fko—t
d5tn d d5tn d
(IH)Z( k )dtk e SR Z()dtk “an kT

k=0
n+2 _
n qnt2—kc—t
+tZ( ) thdint2—k =0
k=0

ulteriormente esplicitata nella

(1+1) g (”Z 1) (Z)k' (—1)rH Rk 4
P (s

S

che con un ulteriore passaggio si trasforma nella

i (nz 1) (Z)k' (—1)rHgnh

k=0
n

+ (1 +n)) (Z)Q/!c!(l)”’“t”’c

k=0

BT (e -
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ovvero

@S <n;—1) (Z)k!(—1)n+1ktnk+

k=0

n 2
+ (1 + n) <Z> kL (=1)nkgn=k ¢
k=0

+ :_Z_ll {(Zﬁ) - (Z:ﬂ <k11> (k4 DI(—1) -1 = g

Si verifica facilmente che i coefficenti dei termini di grado n + 1 e 0 sono nulli.
Infatti, il coefficente del termine di grado n + 1 é

(57 - (3 N @

che é 0, ed é 0 anche —(n + 1)n! + (1 + n)n! che é il coefficente del termine di
grado 0.

Essendo la (2) un polinomio, esso risultera identicamente nullo per ogni t
sse 1 coefficienti dei termini di ogni grado sono nulli. I coefficenti non nulli del
polinomio (2) sono i coefficenti dei termini di grado n,n —1,...,1 e, quindi,
dovra essere per j =0,1,...,n— 1.

@ (")) e (?)2(—1)"_jj!+

+ [(?If) - (?Ii)} <jil>(j+1)!(—1)n—j+1 -0

Apportando una ulteriore semplificazione abbiamo che la (3) si riconduce
alla

L e (e N ey [ RN T

Tenuto presente che, come si puo facilmente verificare,
n n\n—j
5 ) =1\ .=
®) <J + 1) <J> J+1
2 1 1
® 61 -Ga)=(7)
j+1 j+1 J

si avra che la (4) puo porsi nella forma

(nj+l)(n;1>+(1+n)<?) =0

la quale é ovviamente soddisfatta essendo riconducibile alla

1)! 1)!
UES VNS VI

Jin =)t jin—j)!
Abbiamo cosi dimostrato che il polinomio di Laguerre L,, soddisfa ’equazione
differenziale (5.15). O
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Osservazione 5.4.12 Se introduciamo 'operatore differenziale lineare
opportunamente definito in L2 (0, 00)

d? d

L=t— 1—-t)—

az TG
allora il polinomio di Laguerre L,, é un autovettore dell’operatore L cor-
rispondente all’autovalore A = —n; ossia é una soluzione dell’equazione
agli autovalori

Ly =A\y
altrimenti scritta

ty" +(1—t)y = Ay=0

corrispondente all’autovalore






Capitolo 6

SONC trigonometrici ed
esponenziali di Fourier

6.1 Sonc trigonometrico ed esponenziale
di Fourier
Passiamo ora a studiare i piu “classici” sonc nello spazio di Hilbert
Lo[—7, m]: il sonc esponenziale e quello trigonometrico.
Proposizione 6.1.1 Nello spazio di Hilbert Lo[—m,w| la famiglia di vettori

{en(t) = (27)"2e'™ i p € Z} € un son, chiamato son esponenziale.

Dimostrazione. Poiché 27 2et € C|—m,n] per ogni n € Z, queste funzioni
sono integrabili alla Riemann, e quindi il loro integrale alla Riemann coincide
con il loro integrale alla Lebesgue. Si ha poi

™ 1 ™ X
<en em> :/ emendt = —/ etn=mt gy
T 2m -7

leal” = 1, n=m

" =0, n#m

—T

pin—m)t

2mi(n—m)

Pertanto <en em> = 0pn,m, € quindi il sistema é ortonormale. Per cio che
riguarda la completezza di questo son, affronteremo il problema studiando prima
il caso trigonometrico. O
Proposizione 6.1.2 In Ly[—m, 7] la famiglia di vettori
1
eo(t) : = —

Var
Fult) : = % cos(nt), (n=1,2,..)
gn(t) : = % sin(nt), (n=1,2,...)

€ un son detto son trigonometrico .
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Dimostrazione. L’ortonormalita discende dalla ortonormalita del son espo-
nenziale tramite le formule di Eulero

1 eint +e—int
1 (1) = — Heo 7%
(1) fn(t) ﬁcos(n ) N,
1 eint _ e*int
2 W(t) = ——=sin(nt) = —————
(2) gn(t) ﬁsm(n ) S
Da (1) e (2) discende allora che:
int —int L gint 4 1 cint
fulty =t \fop om vzt _ enten
2v/m 2/ /2
eint _ e—int Le’int _ Leint o — e
gn(t) = = V2r 21 Voar T n T O

2i\/T 2i\/T V2

Da cui si ottiene

<f ‘f >_ <eint+e—int ) eimt+e—inLt>
mml 27 27
1 . . . .
— Z {<emt|ezmt> + <emt|e—zmt>
™

+ <67int|eimt> + <67int|67imt>}
= 5 {ealem) + (eale-m)
(e—nlem) + (e—nle—m)} = 6nm

In maniera analoga si dimostra che {g,, : n € N} é ortonormale, quindi, sem-
pre con la stessa procedura, si possono verificare tutti gli altri casi possibili,
giungendo alla conclusione che la famiglia é un son. O

Per dimostrare la completezza del son trigonometrico, ci serviamo di alcuni
lemmi.

Lemma 6.1.3 Per ognin € N e per ogni « € [—m, 7] si ha:

n

: nx
. -x(n+1) S1N <~
(6.1) E eihr — =5 2
sin Z
k=1 2
da cui st ricava
1 " sin 2”2"‘195
(6.2) -+ g cos(kx) = —
2 P 2sin 5
Dimostrazione.
n n
(1 _ eix) okt — Z (eikm _ ei(k+1)m)
k=1 k=1
— T _ e2zw + 62193 _ eS'Lz .- ez(n+1)w

— T ei(n+1)x
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Pertanto:
n ;
) .1 — einz
(1) ezkx _ ez:c i
k=1 L—ew
Ma
) , jne 1 ine
et — — et 2
pl—em et —1 _eiw( 67%)
1—ei® e —1 (ezgf 11)62
e'2
—iZg in (2
— 2(n+1)e 27— '3 — it sin ()
z 7 Z .
ez —e i3 sm(%)

Sostituito quest’ ultimo risultato nella (1), otteniamo:

n

: nx
Z eikm _ eZ—z(w;l) Sl.n ?

sin
k=1 2

Considerando la parte reale della precedente uguaglianza, si ottiene:

z(n+1)

sin 5F ) )
Z cosky = ———=———= = (tramite prostasferesi)

sin 5

(201
1 1sin %

+-o—
2 2 sm%

Lemma 6.1.4 Per ogni funzione f € Ly[—m, 7| si ha:

s T

(6.3) nh_)rrgo f(z) cos(nx)dx = nh_)n;o f(z)sin(nz)dz =0

Dimostrazione. Presa f € Ly[—m, 7], considerato il son trigonometrico {eg, fn, gn},
la diseguaglianza di Bessel 3.2.5 in questo caso diviene:

<|<€of>|2+i’<gn I f>]2> < I£1?

e ne segue dunque che le serie

STULIHE e D KanlHI?
1 1

sono convergenti in R, e questo implica che

lim (fo| f) = lim (ga[f) = 0

che ¢ la tesi. O
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Lemma 6.1.5 Per ognin € N e ogni x € [—m, 7| vale la uguaglianza

sm2 =
(6.4) E sin(2k + 1)z .
sin 5
Dimostrazione.
n n
. — x —Z
E =13 — o733 E (dalla (6.1) del lemma 6.1.3)
nx 3 nr
Sin b) Sin b
ossia
n
Zez(% DE _ i% sin 2
sin b
e la parte immaginaria di questa coincide con la tesi. ([l

Consideriamo ora, per ogni f € Lo[—m, 7], la successione:

(6.5) Sn(z) = %ao + ;(ak cos(kx) + by sin(kx))
ove
1 T
ay = % : f(t) cos(kt)dt
b :% ") sin(kt)dt

Queste quantita sono legate ai coefficienti di Fourier della f rispetto al son
trigonometrico dalle relazioni

(6.60 feolf) = r 7ﬂf() = /3%

(6.6b) (Fulf) = f S cos(ht)it = Vra

(6.6¢) (gxl f) = f(t)sin(kt)dt = /by
\f —r
Esempio 6.1.6 Nel caso particolare della funzione

f(z) =1 perogni z € [—m, 7]

si ricava immediatamente che

—1 [ a2

kT
—/ cos(kt)d(kt) i cospdp =0 (k=1,2,...)

1 km
—/ sin(kt)d(kt) = — sinpdp =0 (k=1,2,...)
-7 kﬂ- —kn



6.1. Sonc trigonometrico ed esponenziale 99

Pertanto avremo che in questo caso

Sn(z) =1 (n=1,2,...)

Osservazione 6.1.7 Dalle relazioni che legano i coefficienti ao, ax, by ai
vari coefficienti di Fourier della f rispetto al son trigonometrico si ottiene
facilmente che

S = (eolf) ea+ 3 ({fel ) fi+ (onl) 91
k=1

ossia S, é la somma parziale di posto n dello sviluppo in serie di Fourier
della f rispetto al son trigonometrico. Pertanto, il son trigonometrico é
completo sse é

(6.7) VfeL-ma] f= lim S,

ove la convergenza coinvolta in questo limite é la convergenza in media

quadratica:
T

dim [ |f(1) - St)[?dt =0.

Ricordiamo che su un compatto la convergenza in media quadratica im-
plica la convergenza in media.

Facciamo ora osservare che la funzione S, introdotta dalla (6.5) si puo
ritenere definita non solo sull’intervallo [—7, 7], ma sull’intero asse reale R:

| —

Sp(x) = zap + Z(ak cos(kx) + by sin(kxz)) perogni x €R
k=1

In questo caso S, é una funzione periodica di periodo 27, ossia soddisfa la
condizione
Sp(x) = Sp(x+27) perogni ze€R

Questo risultato é una immediata conseguenza del fatto che le funzioni seno e
coseno sono periodiche di periodo 2w

Da cio segue che potremo considerare le funzioni S,, non solo come somme
parziali di posto n nello sviluppo in serie di Fourier della f € Lo[—m, 7] rispetto
al son trigonometrico, ma, una volta estesa la f per periodicita (di periodo 27)
sull’intero asse reale, la S, risulta essere in un certo senso la somma parziale
della nuova funzione cosl ottenuta, che per semplicita indicheremo ancora con
f. Si osservi che al pit bisogna ridefinire nel punto 7 la f da cui si parte in
modo tale che risulti f(7) = f(—m). Ma in questo caso si ottiene ancora una
funzione uguale q.d. alla funzione data e quindi si considera sostanzialmente lo
stesso elemento di Lo[—m, 7).

D’ora in avanti consideremo, salvo avviso contrario, sia la f che le S,, come
definite sull’intero asse reale con il procedimento di estensione per periodicita
visto sopra. Verifichiamo ora che per ogni a € R si ottiene che:

a a+2m
(6.8) /O F(t)dt = /2 F(t)dt

T
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Infatti, da f(z) = f(x + 27), posto t = & + 27, ricaviamo che

f(t)=f(t—2m) perogni teR

/2 :m f(t)dt = /2 :W f(t—2m)dt = /0 " fls)as

Da questo risultato segue che

e percio

2

a+2m
(6.9) F(t)dt = / F(t)dt

0

Infatti

O%f )dt = /f dt+/a+2ﬂf( )alt+/;7r f(t)dt

+27

/ F(t)dt — / e+ /a T
- / e

Dalla relazione (6.9), nel caso a = 2k, si ottiene
2(k+1)m o -
L= sawra= [ i - s.opde= [ 170 - S0P
2km 0 -7

ove l'ultima ugualgianza segue sempre dalla relazione (6.9) considerata nel caso
particolare ¢ = —m. Pertanto se il son trigonometrico é completo dovra essere

2(k+1)w
lim If(t) = S,()’dt =0 per k=0,1,2,...

Dalle relazioni (6.5) otteniamo

Sp(z) = % /_ 7; F(t)dt + ;;717 {cos(kx) _: £(t) cos(kt)dt

+ sin(kx) ! (@) sin(kt)dt]

" {

3=
N | =

+ Xn:[cos(km) cos(kt) + sin(kx) sin(kt)]} dt

=1

1 n
§+Zcosk (t — )] }

k=

x>

/
[0
per la (6.2))

1 (" sin 22EL (¢ — 1)
= ;/ fO—2——%—
—T

2sin

3=

—~
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ossia

i sinM T
(6.10) Sn(z) = 1 / [0 p i Uk

TJ 2sin £ (t — x)

L’integrale al secondo membro della (6.10) é detto integrale di Dirichlet.

Effettuiamo ora un cambiamento di variabile, ponendo ¢t — x = y. Poiché
la funzione sotto il segno d’integrazione nella (6.10) é periodica di periodo 27
I'integrale di questa funzione su ogni segmento di lunghezza 27, per la (6.9),
ha lo stesso valore. Per tale ragione, integrando rispetto alla nuova variabile y,
possiamo lasciare gli stessi limiti di integrazione: m e —.

Si ha:
1 s sin 2n+1
(6.11) Su@ =~ [ flatypo—2
T J)_r 2sin 5y
La funzione
1 sin 2”+1y
(6.12) Dy(y) =

é chiamato nucleo di Dirichlet.

Siamo ora in grado di introdurre il teorema di Fejer. Sia
k
—|— Z a; cos(jz) + b;sin(jz))
j=1

la somma parziale d’ordine k della serie di Fourier associata alla funzione f.
Poniamo

(6.13) on(z) = So(z) + S1(x) ;L|— vt Spoi(x) _ — SkT(Lg;)

La funzione o, é detta somma di Fejer di ordine n della funzione f e, dalla
sua definizione, si vede che essa é la media artimetica delle somme parziali di
Fourier

S0,51, -5 Sn—1-

Dalla definizione (6.13), tenuto conto del valore di Sk(z) trovato in (6.11), si
ricava:

1 T n—lsin2k2+1y
n(Tr) = — dy = dalla (6.4
o) = g [ | Tty | S+ = dala 60
1 4 sin% 2
= — d
2nmw J_ . ( sin% ) fz+y)dy

ossia

(6.14) on () L W<Si.n%y>2f(x+y)dy
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e tale integrale é chiamato integrale di Fejér. L’espressione

(6.15) B (y) = — (Sin n?y)z

2nm \ sin %

si chiama nucleo di Fejér . La formula (6.14) pud anche essere scritta come

(6.16) oula) = [ " () f(a + y)dy.

—T

Lemma 6.1.8 Il nucleo di Fejér soddisfa le sequenti proprieta
(1) Pn(y) = 0;

(i) [© ®,(y)dy=1 per ognin € N;

(i1i) Per ogni § fissato tale che 0 < § <, risulta:

—6 T
n(9) ;:/ <I>n(y)dy=/(S o, (y)dy =20

—T

Dimostrazione. La (i) é un’ovvia conseguenza della definizione di ®,,(y).
(#4). Se nella (6.5) si prende f = 1, utilizzando esempio 6.1.6, si trova che
on(z) = 1 per ogni n.
(#9t). Dal fatto che sin(—a) = —sina, applicato alla alla (6.15), risulta
immediatamente:

—0 T
(6) = / B, (y)dy = /5 B, (y)dy

—T

Proviamo dunque che

7n(6) = /5 B, (y)dy "0

Poiché, siny é una funzione convessa in 0, notiamo che risulta

6 y T y 2y 20
0<d<y<mr=0< =< < - =snz>-=2>_—
=Y=7 2 =92 =92 Mg =Tp =

Ne segue che:
sin 4’ 2 1 2 N2
—) < (=7) < (3)
sin § sin 5 2
e la (7i7) segue da quest’ultima. O

Siamo ora pronti per enunciare e dimostrare il teorema di Fejer.

Teorema 6.1.9 Sia f una funzione continua, periodica di periodo 2w. Allora
la sucessione {o,} delle sue somme di Fejér, converge uniformemente ad f su
tutto R.
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Dimostrazione. Poiché f é continua e periodica, essa € limitata ed uniforme-
mente continua (vedi Appendice in fondo alla sezione) su tutto R, ossia
Limitata:

IMeR, Yz eR, |f(x)] <M,

Uniformemente continua:
Ve>0,36>0: 2" —2/| <d=| f(z")— f(z') |< ¢/2

ove ¢ non dipende da e.

Prima di tutto diciamo che, una volta fissato € > 0, il & che esiste in sua
corrispondenza, e che soddisfa alla uniforme continuita, é del tipo § < 7 oppure
6 > 7. In entrambi i casi é dunque ovvio che esiste un 0 < § = min {3, 7T} <7
a sua volta non dipendente da ¢, tale che

|2 =2 |[< o =] f(a") = f(@) |< /2

Per la dimostrazione del teorema, prendiamo ¢ > 0, e valutiamo la differenza
f(z) —op(z). Siha

s

(@) —on(z)=f(x) 1= [ [fle+y)Puly)dy = (per la (ii) 6.1.8)

—T

_ / @) — a4 ) Ba(y)dy

—T

che puo essere rappresentata come somma
fl@)—on(x)=Jd-+ Jo+ J+

ove:

Si osservi che
|f(@) —on(@)] = [J- + Jo + T4 | < [J-| + | Jo] + [ 4]
Ora, grazie ad (i) e (i9i) del lemma 6.1.8, otteniamo

| < 2M, (6)
|4 < 2Mn, (6)

mentre per 'uniforme continuita

5
| Jo |< 6/2/ D, (y)dy < €/2
-6
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Poiché vale la (i) del lemma 6.1.8, per un fissato € scegliamo ng in modo che
per n > ng risulti 2Mn,,(§) < €/4, cosicché si avra:

| f(@) —on(z) |[<e/2+€/d+e/4=¢

e poiché e é arbitrariamente piccolo, e § non dipende da ¢, il teorema é provato.
O

Osservazione 6.1.10 Se f é una funzione continua, periodica di peri-
odo 2w, la restrizione della f all’intervallo [—, 7], che indicheremo ancora
con il sombolo f, é una funzione tale che

pertanto f € C;/[—m,n] ove, C)/[—m, 7] = {f € C[—m, @] : f(—m) = f(m)}.
In questo caso avremo in particolare che la successione {o,} delle somme
di Fejér della f converge uniformemente ad f nell’intervallo [—m, 7].

Teorema 6.1.11 1l son trigonometrico {eo, fi, gk tren, in Lo[—m, 7] € comple-
to.

Dimostrazione. Dal teorema di Fejér, per ogni f € C;/[—m, ], si ricava che
oo —lim oy, (z) = f(x) e poiché [—m, 7] é compatto, sappiamo che cio implica 2 —
limo, () = f(z); ma allora, tenuto conto del fatto che ogni o,, é combinazione
lineare finita di {eg, fx, gk }ren, segue che

77 - <1®
C//[fﬂ_a 7T] g Sp{e(), fkv gk}keN

Ma

(2) (2)
LQ[_TB 7T] = C//[_ﬂ—v W];CEN - Sp{e()a fk7 gk};geN - LZ[_Wv 7T]
implica che:
77 - 1?
Sp{607 fk:7 gk}keN = LQ[_ﬂ-a ﬂ—]

ossia {eg, fk, gk }ken é un sonc. a

Teorema 6.1.12 Il son esponenziale é completo.

Dimostrazione. Essendo

1 1 inx efinz
ale) = 7= cos(na) = 5= (e o)
1

o
gn(x) = N sin(nz) = i

(einx o efinx>

avremo che
Sp{eOa fnvgn}nEZ g Sp{en}nEZ g Lz[—ﬂ',ﬂ']

e percio
2)

o S R
Sp{en}nEZ = LQ[_T‘-aﬂ-]-
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APPENDICE

Lemma 6.1.13 Se f € una funzione continua periodica di periodo 2w allora
essa € uniformemente continua sull’intero R.

Dimostrazione. Consideriamo 'intervallo [0,47]; la restrizione della f ad un
tale intervalo compatto é uniformemente continua per cui, per ogni € > 0, esiste
0 <6 <d4mtaleche |z’ —z" |< dea’ 2" €]0,4n] implicano | f(z')— f(z") |<e.

Presi ora due qualsiasi punti 2, 2" € R tali che | ' — 2" |< § riportiamo per
periodicita 2’ nel punto x} € [0, 27] e di conseguenza riportiamo per periodicita
2" nel punto =7 tale che

@ — o =l 2 = o |

Se il § originario é minore o uguale a 27 allora x € [0,4x] e percid x),z] €
[0,47] con | ' — 2" |< § da cui segue

[ f@h) = @) =1 f() = f@") |<e

Se il § originario é tale che 27 < ¢ < 4, si avranno due casi: o z{ € [0, 47], ed
allora come prima sara | f(z’) — f(z") |< ¢, oppure zf ¢ [0,47]. In questo caso
si riporta zf per periodicita nel punto z§ € [0, 27] ottenendo che | 2’ — 2" |< 27
e quindi sara:

[ f@h) = flag) [=] f(") = fa") [<e.

6.2 Sviluppi in serie di Fourier
trigonometrici ed esponenziali in Ly|—, 7]
Ricordiamo che se f € La([e, 5]) e {uy,} é una base ortonormale di questo spazio,

allora potremo scrivere lo sviluppo in serie di Fourier della f rispetto alla base
ortonormale nel seguente modo:

(6.17) F=" (unlf)un

(6.18) (nl ) = /ﬁ /(0.

Si intende che la convergenza della serie al secondo membro della (6.17) é sec-
ondo la norma della convergenza in media quadratica. A volte, se si ha la
necessita di indicare la variabile rispetto alla quale si considerano le funzioni in
gioco, useremo scrivere la (6.17) anche nel seguente modo:

(6.17) F(@) =) (unlf)un(@)

n

dove il simbolo =~ sottolinea il fatto che la serie al secondo membro converge alla
f(z) in media quadratica e non puntualmente (in tal caso avremmo il simbolo
= invece di ~).
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Nel caso particolare dello spazio di Hilbert Ls[—m, 7], dalla dimostrazione
fatta della completezza dei son esponenziali e trigonometrici, ricaviamo che per
ogni f € Lo[—m, 7] possiamo porre

e
CnelnI
2 =

con

1 —int
o= (ealft == [ 01

che é lo sviluppo della f in serie di Fourier rispetto al sonc esponenziale. Lo
sviluppo rispetto al sonc trogonometrico é invece dato da

1 1 &, I .
(6.19) f(z) ~ Eco + 7 ; ¢, cos(nx) + 7 ; ¢, sin(nx)

ove
1
co = (eolf) = \/ﬂ/ f@)
(6.20) = (folf) = % /ﬂzr f(t) cos(nt)dt
= (gulf) = } - f(t) sin(nt)dt

La relazione (6.19) si pone spesso sotto una forma diversa, usando nuovi
coeflicienti, nel seguente modo:

(6.21) flx) = %ao + ilo:(an cos(nz) + by, sin(nx))
ove

apg = %ffﬂ f t)dt
(6.22) =1 [T f(t) cos(nt)dt

=L [T f(t)sin(nt)dt
per cui la (6.19) si ottiene dalla (6.21) tramite le sostituzioni

1 1 1, 1,

S0 = an:ﬁcm bn:ﬁcn
Proposizione 6.2.1 Se f € pari, si ha che b, =0 per ogni n (sviluppo in soli
cosent). Se f € dispari, si ha che a, =0 per ognin (sviluppo in soli seni).

Dimostrazione. Se f é pari, si ha che f(t)sin(nt) é dispari, e dunque b,, = 0.
Analogamente se f é dispari si ha che f(t)cos(nt) é dispari, e dunque a,, = 0,
ed in questo caso é anche ag = 0. ([l
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Dal risultato ottenuto sopra deduciamo facilmente I'esistenza di due sonc in
L2 [O, 7T] .

Proposizione 6.2.2 In Ly[0,7| le sequenti due famiglie di vettori sono due
sonc:

(6.23) {\/Zsin(nt) n=12,.. }
1 2
(6.24) {ﬁ,\/;cos(nt) :nl,?,...} .

Dimostrazione. Dimostreremo ’enunciato solo per la famiglia (6.23). L’altra
dimostrazione é analoga. Prima di tutto, é facile verificare che:

(i) Per un n fissato la funzione ¢, (t) = sin(nt) & la soluzione dell’equazione
differenziale alle derivate totali del secondo ordine

y" +n’y = 0.
(ii) Le funzioni sin(nt) si annullano nei puntit =0e t = 7.
Sia dunque n # m. Si ha:

(1) o +n*p, =0

(2) o +mPo, =0

Moltiplicando la prima per ,, e la seconda per ,,, sottraendo ed integrando,
avremo:

(3) / (Chtom — Pmen) + (n* = mz)/ Pnom =0
0 0
Dalla quale, integrando per parti, si ottiene:
/ (nem = Pinpn) =
0
= PnPmlo — (/ w%apin) — Pnenly + (/ %w;) =0

0 0

essendo @y, o, nulle agli estremi 0 e w. Dalla (3) segue che

/ Onpm =0 ovvero {(pn|pm) =0.
0

Da questo risultato, posto ¥(t) = \/g sin(nt), si ricava immediatamente che

anche (Y,|1),) = 0. La normalitd dei vettori é immediata. Infatti, dalla
ortonormalita di {eg, fy, gn} in Lo[—m, 7] segue:

1= {gnlgn) = <% sin(nt) ‘ % sin(nt)> = 71r/_7; sin?(nt)dt
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e cio implica
s
(4) / sin(nt) =7
—T
Notando, inoltre,che a(t) = sin®(nt) é una funzione pari, se ne ricava:
™ T
/ sin?(nt)dt = 2/ sin?(nt)dt
-7 0

e percio la (4) implica che

/ sin?(nt)dt = T
0 2

Allora _
<wn‘wn> = 2 / SiHQ(TLt)dt =1

™ Jo

Abbiamo cosi provato che {ql)n(t) = \/gsin(nt) n=12,.. } é¢ un son. Ci
rimane da provare che tale son ¢ completo.
Sia f € Lo[0, 7). Definiamo f € Lao[—m, 7] nel seguente modo:

La funzione f é ovviamente dispari e percio il suo sviluppo di Fourier in Ly[—, 7]
¢é dato da:

f(t) ~ Z by sin(nt)
1

ove
A T
by, = — f(z) sin(nax)dzx
™ J—x
= (poiché f(z) - sin(nz) é una funzione pari)
2 s
= 7/ f(z)sin(nx)dx
T Jo
Pertanto

f(t) ~ ii ( /O i f(x) sin(nx)dz) sin(nt)

ove la convergenza in media quadratica impone che:

(5) |

Posto

k— o0
_

dt 0
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é facile vedere che ¢(t) é una funzione dispari, ossia g(—t) = —g(¢), e da cid
segue che

[ g(t) P=] g(=t)

Pertanto la (5) implica:

(6) 2/077

Infine, tenendo presente che nell'intervallo [0, 7], f(£) = f(t), la (6) diviene:

),
0

Ne concludiamo che

f(t) 2510273 (/07T f(x) sin(nm)dx) sin(nt) =

_ ij: < /0 i f(x)\/z sin(nx)dx) \/Z sin(nt)

che puo anche essere scritta nella forma:

b 2

f#) = by sin(ne)

1

dt F=E=

k 2

f) — Z by, sin(nt)

1

dt k=,

F2 (@l f) tn
1

O

6.3 Sviluppi in serie di Fourier trigonometrico
ed esponenziale in Lsa, b]

Abbiamo cosi dimostrato che i seguenti sistemi ortonormali sono completi

Ly|—m, ] \/%7 et neZzZ
1
L Ve
Ly[—m, 7] | —=cos(nt), n € N
:}ﬁ;sin(nt), neN
Ls[0,7] \/gsin(nt), neN

Vogliamo ora generalizzare questi sonc al caso di intervalli [a,b] compatti
qualsiasi. E facile vedere che, posto

T —a ( ) b—a(t+ ) +
— 7 (ovvero) == — T
b—a 2w @

t =27
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allora —m <t < 7w <= a < z < b e percio il sistema esponenziale di Lo[—, 7] si
trasforma nel sistema di funzioni (a meno di un opportuno fattore di fase k,,):

(6.25) &(z) = ke in(i=s)

Questo sistema é ortogonale in Lo|a, b]. Sia infatti n # m, allora
g
<€n|€m> = k‘ k / 2mi(m— n)(g’f Z)dl‘ = k k (b )5n,m

Pertanto (é,|é,,) = 0 per n # m e ||é,]|?> =| kn |? (b — a), e quindi, prendendo

nella (6.25) k, = ﬁ, il sistema

(6.25) &(z) =

diventa ortonormale.
Inoltre per ogni f € La[a, b] risulta:

117 = | 5w P e
:/_7; f<b2_7ra(t+7r)+a>
b-a f<b2_7ra(t+ﬂ')+a>

2
ove () indica che si tratta della norma in Lo[—m, 7].
Essendo vera l'uguaglianza di Parseval per il sonc {e,, : n € Z} in Lo[—m, 7],
avremo che

b—a
2
2

dt

(6.26) =

(m)

2

el
22 <\/%emt ! <b;7ra(t+7r)+a) >(ﬂ) 2

o = \/7 inﬂ' b
- Z b-ai o
+oo

27r
e pertanto, questo risultato, unito al (6.26), da

112 =21 (&

én(x)f(;v)d:r

)P
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ossia il sistema ortonormale {é,} é completo.

Ragionando in maniera analoga si ottengono in Lg[a,b] i seguenti
sonc:
Sonc esponenziale in La|a, b]

D
3
5
~
I
[\v]
2
3
3
m
N

Sonc trigonometrico in La|a, b]

, neN

A/—\

2mni—y ), n €N
=)

Sonc dei seni in Lo[a, b

sm( :2 a>7 n €N

Osservazione 6.3.1 Gli elementi di questo sonc possono ovviamente
essere moltiplicati per fattori di fase di modulo unitario, dando come
risultato ancora un sonc.

Esempio 6.3.2 Consideriamo l'intervallo [—g, %], con w costante reale stretta-
mente positiva. L’applicazione diretta dei risultati ora visti conduce, in particolare, ai
seguenti sonc.

Sonc esponenziale in Lo [—g, g]

Sonc trigonometrico in Lo [75, g]
€= Vo
fn = /< cos(n) cos(nwz), n €N
gn = /< cos(nm) sin(nwz), neN

Potremo allora trascurare i fattori di fase unitari, '™ nel caso del sonc esponenziale,

cos(nm) in quello trigonometrico. [ |

6.4 Sviluppo in serie di Fourier
come sovrapposizione di armoniche semplici

Nel caso particolare dell’intervallo [—g, g], ove w > 0, avremo che ogni
feLls [—” g] é rappresentabile secondo il seguente sviluppo in serie di Fourier

rispetto al sonc trigonometrico:

(6.27) f(t) ~ + Z(an cos(nwt) + by, sin(nwt))

DN | =
IS
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essendo
w 7/ w
ap = p /ﬂ/w f(z)dz
w 7/ w
(6.28) ap, = ;/ f(z) cos(nwz)dx
b, = w/W/wwf(a:)sin(nwx)dx
" TJ-rn/w
ovvero
(eol f) = \/Zao
(6.29) (1) =/ Zen
k) = /20

Analizziamo brevemente lo sviluppo in serie di Fourier di f € Ly [-Z, Z]. Una
funzione f, sviluppata come in (6.27), pud essere pensata come una funzione
27

definita sull'intero di R e periodica di periodo T' = =%, in quanto per ogni n € N

2
cosnw | t+ — | = cos(nwt) ;
w

. 27 .
sinnw |t + — | = sin(nwt).
w

Facciamo ora l'ipotesi che la f sia reale. Allora tutti i coefficienti di Fourier
(6.29) nella (6.27), ovvero i coefficienti (6.28), sono pure reali, e se nella (6.27)

operiamo la sostituzione

{an = A, cos ¢,

b, = A, sin ¢,

essendo

{An = /a2 + b2

_ by _ ; by
pn = arctan o = arcsin NG
otteniamo:
1 oo
(6.30) ft) ~ 540 + Z A, cos(nwt — @, .
1

Infatti,

an, cos(nwt) + by, sin(nwt) = A, cos p,, cos(nwt) + A, sin ¢, sin(nwt) =
= A, cos(nwt — ) .

Ponendo nella (6.30) v, = 52 otteniamo

1 o0
(6.31) fit) =~ 540 + 21: Ay cos(2munt — op) .
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Le funzioni

F,(t) = A, cos(nwt — ¢,,) = a, cos(nwt) + b, sin(nwt)
(6.32) = A, cos(2mv, — ©n)

si dicono armoniche di rango n di f. La costante A, si chiama ampiezza
della’armonica n-esima, mentre la costante ¢, si chiama fase dell’armonica.
Infine, nw si dice pulsazione dell’armonica, v, = 5% ¢ la frequenza e T, = Z—Z
é il periodo dell’armonica.

Osserviamo che, tramite la (6.32), la (6.30) puo scriversi come

f(t) =~ ZFn(t)

che viene chiamata decomposizione spettrale della funzione f, periodica di
periodo T;, = T%, nelle sue componenti armoniche F,,, di ampiezza A,, e periodo

—2r _ T
Tninwin'

Vale la proposizione che segue

Proposizione 6.4.1 L’equazione differenziale
1
Yy +Ay=0
ammette come soluzione [’armonica di rango n

F,(t) = A, cos(nwt — ¢,)

corrispondente al valore A\ = nw?.

Osservazione 6.4.2 Introdotto I'operatore differenziale secondo
d2
dxz?

opportunatamente definito in un dominio D di Lo ([fg, g]) , avremo che

L é lineare e ’equazione diferenziale precedente assume la forma di una
equazione agli autovalori

Ly=—-X\y, yeD

L’armonica di rango n, Fy,(t) = An cos(nwt — ¢r), é pertanto un autovet-

tore di L corrispondente all’autovalore A = n2w?.

Considerata ora l’armonica semplice (6.32), in molti problemi fisici la quan-
titd A2 /4 viene interpretata come “energia” dell’armonica in esame.

Osservato che

A? a? + b2 a?
E,:==""="_"" @oposto Fy:=-2
n 4 4 p 0 ]
potremo estendere la nozione di energia anche al caso in cui la f non sia neces-
sariamente reale. Infatti se lo sviluppo in serie di Fourier della f é rappresentato
dalla (3.1), considerata I’armonica semplice

F,(t) = ay, cos(nwt) + b, sin(nwt)
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definiamo energia dell’armonica semplice , la quantita

T/ w
nw
6.33 E, =— Fo,(t) |? dt.
(6.33) . _w\ (t) |

Non ¢ difficile verificare che é:

_|an|2+‘bn‘2
-

Per estensione definiamo energia della funzione periodica f la quantita

E,

w 7/ w

v 2 5, W 2
It B LON R =t Py

—7/w

Dall’'uguaglianza di Parseval si ottiene:

By = oI =
- = {| eolf) P+ D1 Ualf) P+ Hoalh) |2} =

o0 oo o0
L w o 9 7r 9 0 2l
ossia ’energia totale della funzione f, periodica di periodo T = %’T, é uguale
alla somma dell’energia delle singole armoniche componenti.
Esempio 6.4.3 La funzione definita su [—m, 7] da:

{0, te[—m,0]

TH=91, t [0, 7]

é decomposta spettralmente nella serie di Fourier esponenziale

+oo
1 1 1 inx
t)~ -+ — —e .
1®) 2+m' ; ne
n dispari
Infatti:
1 T 1
= — dt = =
= o9r /, 2
S L
2m J, 2mni — n dispari

6.5 Equazioni differenziali e serie di Fourier

Consideriamo 1’equazione differenziale alle derivate totali, non omogenea
a coeflicienti costanti:

(6.34) Y +koy +wiy = f

ove si suppone che f sia una funzione periodica, non necessariamente
sinusoidale.
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Osservazione 6.5.1 Nel caso di un circuito RLC disposto in serie,
abbiamo che l’equazione precedente assume la forma (ko = R/L,wo =
1/VLC):

1 —
c?~
avendo posto E(t) = Lf(t). Essa rappresenta un circuito RLC sottoposto

Ly" + Ry’ + E(t)

S

2 g

|
1

|
|
ad una forza elettromotrice esterna E = E(t) di tipo periodico.

Sappiamo che la soluzione generale della (6.34) é somma di una soluzione par-
ticolare piu la soluzione generale dell’equazione differenziale omogenea associata.
Questa seconda soluzione pero decresce rapidamente a zero per cui, in condizione
di regime, la soluzione generale coincide con la soluzione particolare.

Se la f é periodica di periodo T' = %” e nell’intervallo di periodicita [—g, g]

é di classe Lo [—g, ﬂ, avremo che

(6.35) ft) = i anemt

w< W inws
Ay = 4] — —e
27 27

Facciamo 'ulteriore ipotesi che la convergenza della serie (6.35) ad f non solo
sia in media quadratica, ma anche uniforme; cioé che sia:

con

) =2 [ e

—7/w

o0
; T
6.36 =S a,emt, Vi (—777)
(6:36) 10 =3 an .z
Cio accade, ad esempio, se la f é assolutamente continua in (—g, g) e la sua
derivata f’ appartiene a Lo [—g, ﬂ

Ricerchiamo allora una soluzione particolare della (6.34) che sia anche

essa periodica di periodo %“ e sviluppabile in serie di Fourier nell’intervallo

-5 )
(6.37) y(t) = Z cpeimet

ove in questa relazione i coefficienti ¢;,, sono incogniti.
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Supponiamo che y = y(t) sia tale che la serie possa essere derivata termine
a termine il numero necessario di volte:

6.38 "(t) = inwe, et
(6.38) y n
6.39 "(t) = —n2w?c, et
(6.39) Y n
—00
Sostituendo nella (6.34) avremo:
2 2 . 2 inwt __ inwt
- 0 n - n
Z( n‘w” + inwko + wg)cpe Zae
—00 —o0
Da cui otteniamo:
1
n = (w3 — n2w?) + i(nwko) i
ossia
1 w 7 /w ,
6.40 = i et —inw d
(6.40) ¢ (wd — n2w?) +inwky 2w /_,r/w ¢ f(@)de

Riepilogando, la soluzione della (6.34) in condizioni di regime, sara percio:
0 .
y(t) — chemwt —
—0o0

= w/2m /W »
— anfl:d
; [(wg —n2w?) + inwky /_ f@)e *

T/w

einwt

purché tale serie sia derivabile termine a termine due volte. Una condizione
sufficiente perché cio accada é che la serie y(t) cosi ottenuta, sia uniformemente
convergente.

Esempio 6.5.2 Si consideri la seguente onda triangolare

244 0
f“):{zio—;), r

Tenendo conto delle particolari simmetrie presentate dal problema, potremo consider-
are lo sviluppo in serie di Fourier della funzione pari:

LA, 0
=97
o) {—“;At, 3

t<
<t

_T
2

0

ISAEIVAN
IN €14

Per la parita della f, avremo che nella (6.40) il termine

/ﬁ/w sin(nwz) f(x)dz = 0,

—7/w
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e quindi rimane da considerare

m/w T/w
/ cos(nwz) f(z)dx = 2/ %x cos(nwz)dr =
0

—7/w ™
24 T/w

=— y cos ydy =
n?rw J,

2A ) " nm )
—— ysinylg" — sinydy » =
n2mrw o

0, npart

%[cos(nﬂ) —-1] = { A

n2nw?

Pertanto la soluzione cercata é espressa da:

—+oo

2A ;
t) = _ inwt
v(®) _XO:O m2n2[(wd — n2w?) + inwko)
n dispari
Posto
£=wp —n’W?, e n=nwko
avremo che I’armonica semplice di posto n é del tipo:
2A 1
on(t) = — wn)? E+in (cos(nwt) + isin(nwt) =
2A & —in .
= — — (cos(wt) + 2 sin(nwt
ot €1 i (cos(et) + isin(n)
Da cio segue che
2A

Repn,(t) = — [€ cos(nwt) + nsin(nwt)]

(mn)2(€2 +n?)

Ricercando A,, ay, tali che

&= A, cosap An =& +n2
) avremo che nwko
n = Apsinan, tgoam = 2= 555
per cui:
2A
Repn(t) = ——————= cos(nwt — ax)

(mn)2/€% + n?

Pertanto, una soluzione particolare della nostra equazione differenziale é:

> a
t) = cos(nwt — ap,
y(®) ;O (mn)2/(wE — n2w?) + n2w2k3 ( )

con a = —2A.

ndispari.






Capitolo 7

Operatori Unitari e
Antiunitari

7.1 Operatori isometrici, unitari e antiunitari

In questo paragrafo vogliamo analizzare la possibilita di identificare due diversi
spazi con prodotto interno tramite eventuali corrispondenze biunivoche, che
abbiano la caratteristica di “trasportare” dall’ uno all’altro degli spazi le varie
strutture: lineare, metrica, normata e cosi via.

Teorema 7.1.1 Siano S1 ed So due spazi con prodotto interno, rispettivamente
(-], e (:|-)5, entrambi complessi. Se U : S; +— Sa & un operatore lineare, le
sequenti proposizioni sono equivalenti:

(i) (Uz|Uy), = (x|y), per ogni x,y € S
(i) ||Uz|l2 = ||x|ly per ogni x € S
(i) Uz —Uyll2 = ||z — yll1 per ogni z,y € S1

Dimostrazione. Supposto che sia vera la (i), allora prendendo y = x avremo
che [|[Uz||3 = ||=]|? ossia la (ii). Dalla (ii) segue che |U(x —y)||2 = ||x — y||1 per
ogni z,y € 8; e, dalla additivita di U, segue che [|[Uz — Uy|2 = ||z — y|/1. La
(iii) implica la (ii) se si assume come caso particolare y = 0. Supposto ora che
la (ii) sia vera consideriamo

(1) U@+ ylU(z +y), = Usll3 + (Uz|Uy), + (UylUz), + |Uyl13

(2) (@ +yle+y)y =zl + (zly), + yla)y + Iyl
Essendo per ipotesi [|U(z + y)||3 = ||z + y||? ne segue che
[Uz3 + (Uz|Uy), + (UylUz), + Uyl

= [l=l1¥ + {zly)y + (yla)y + lyllt

ovvero, sempre per l'ipotesi (ii) che

3) ({Uz|Uy), + (Uy|Uz)y = (2[y); + (yla),
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Un analogo calcolo nel caso del vettore z + iy conduce al risultato
U3 + i (Uz|Uy), — (Uy|Uz), + |Uyll3

= [l ¥+ (zly)y — (ylo)y + vl

da cui segue
(4) i{Uz|Uy) —i (UylUz) = i (z|y) —i(y|z)

Moltiplicando la (4) per —i e sommando il risultato cosi ottenuto alla (3)
ricaviamo che (Uz|Uy), = (z|y),. O

Con procedimenti analoghi a quelli usati nel teorema 7.1.1 si ottiene il
seguente risultato

Teorema 7.1.2 Sia U : §1 — So un operatore antilineare, allora sono equiv-
alenti le proposizioni:

(i) (Uz|Uy), = (z|y), per ogni z,y € S
(i) |[Ux||2 = ||z||1 per ogni z € Sy

(ii) [[Ux — Uyll2 = |z — yll1 per ogni z,y € S

Osservazione 7.1.3 Ricordando che in uno spazio lineare normato la
distanza indotta dalla norma & definita nel seguente modo:

d(z,y) = [lz -y

avremo che le proposizioni (iii) dei teoremi precedenti si possono scrivere
nella forma

(iii-a) do(Uz,Uy) = d1(z,y) perogni z,y €Sy

Proposizione 7.1.4 Se U soddisfa la (iii-a), essa € una applicazione iniettiva
da 81 m 52.

Dimostrazione. Sia Ux = Uy allora do(Uz,Uy) = 0 per le proprieta della
distanza e percid 0 = do(Uz,Uy) = dy(z,y) per la (iii-a) e da questo risultato
segue x = y. O

Definizione 7.1.5 Un operatore lineare (antilineare) U : & — Sy si dice
isometria (antisometria) se soddisfa la (iii-a). Se U ¢é in piu una applicazio-
ne suriettiva allora esso viene chiamato operatore unitario (antiunitario) da S;
su Ss.

Osservazione 7.1.6 Se S;, Sy sono due spazi con prodotto interno
complessi e finito-dimensionali, allora ogni operatore U : S1 — Sz isomet-
rico (antiisometrico) sara necessariamente unitario (antiunitario) da Sy su
So.

Infatti bastera ricordarsi che una applicazione lineare (antilineare) iniet-
tiva fra due spazi lineari di dimensione finita ¢ necessariamente suriettiva.
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Dalla definizione precedente si ha che, ovviamente, ogni operatore unitario
& anche isometrico, pero non tutte le isometrie sono operatori unitari, anche nel
caso in cui &1 = Ss.

Esempio 7.1.7 Operatore di shift
Un esempio di operatore isometrico ma non unitario ¢ il cosiddetto operatore di shift
definito nel seguente modo: sia H uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale complesso

e separabile e {u, : n € N} un suo sonc, consideriamo I'operatore S : H — H definito
da

oo

Z (un|z) Unt1

(La definizione € ben posta in virtu del teorema di Fisher-Riesz 4.1.1 a pag. 59). La
linearita di S & ovvia conseguenza della linearita a destra del prodotto interno, inoltre
Poperatore & isometrico essendo [|S(z)[|? = 325° [{un|z)|* = ||2|*.

Questo operatore non & perd suriettivo, in quanto se esistesse zo € H tale che
S(zo) = w1 dovremmo avere u1 = (u1|zo) u2 + (uz2|xo) us + ... e quindi (un|z) = 0 per
ogni n, da cui seguirebbe zo = Y.7° (un|z) un = 0 e percid 0 = S(xo) = w1 contro il
fatto che ||lui]| = 1. [ ]

Esempio 7.1.8 Daremo ora un esempio di operatore unitario la cui definizione &
abbastanza simile a quella del precedente esempio ed & ben posta in virtu del teorema di
Fisher-Riesz. Siano Hi ed Hz due spazi di Hilbert complessi e separabili, {u, : n € N}
un sonc di Hi e {vn n € N} un sonc di Haz, allora l'operatore U : Hi +— Ha definito

da
oo
Z (un|z) vn

¢ unitario. Infatti, la linearita di U e ovvia, mentre dalla

oo

IW@I* = | (unle) [*= |||

n=1

segue immediatamente 'isometria di U. Preso y € Ha, dall’ipotesi che {v, : n € N} &
un sonc di Hs si ottiene che y = >"7° (vn|y) vn € posto = 3" (Un|y) un, si ha che «
¢ un vettore di Hj per il teorema di Fisher-Riesz. Inoltre

U) =3 (us

e percio U & suriettivo. ]

oo

Y (only) un> Un Z (valy) va =y

Esempio 7.1.9 Operatore di coniugazione complessa.
Sia £(R™) un qualsiasi spazio con prodotto interno di tipo funzionale. Si consideri
loperatore, chiamato operatore di coniugazione complessa

k:E(R™) — E(R™)

definito da B
k(y) =1

Esso & ovviamente antilineare e suriettivo e in piu soddisfa la condizione

= [ k) P= [ 1er= [ jur=

Pertanto, 'operatore di coniugazione complesso & antiunitario. |
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Se U : 8§ — Sy € un operatore unitario potremo identificare lo spazio
con prodotto interno S; con lo spazio con prodotto interno Ss, tramite la
corrispondenza biunivoca U, secondo il seguente schema:

81 = 82
r+—— Ux
rz+y«— Ux+Uy

axr «— aUzx

Infatti la struttura di spazio vettoriale viene trasportata per linearita tramite U
da &1 su 8. La norma di un elemento di &7 € uguale alla norma del corrispon-
dente elemento secondo U in Sy e la distanza fra due qualsiasi elementi di S ¢
uguale alla distanza fra i corrispondenti elementi di S3. In simboli,

(7.1) 2]l = [|U=]|2

Infine, viene conservato il prodotto interno
(7.3) (zly), = (Uz|Uy),

Per queste proprieta gli operatori unitari sono chiamati isomorfismi fra spazi
con prodotto interno.

Analoghe considerazioni si possono fare per gli operatori antiunitari, i quali
sono ancora delle corrispondenze biunivoche che permettono di identificare Sy
con Sy, perd in questo caso la struttura vettoriale di §; viene trasportata
antilinearmente su Ss:

81 = SQ
z+—— Ux

r+y«—— Ux+ Uy

axr «—— alUz

le norme e le distanze vengono ancora preservate

(7.1a) [z]lx = [[Uz]]2
(7.2a) di(z,y) = d2(Uz, Uy)

pero per il prodotto interno vale la proprieta

(7.3a) (xly), = (Uz|Uy),

Per questo motivo un operatore antiunitario viene anche chiamato antiiso-
morfismo fra spazi con prodotto interno.

Definizione 7.1.10 Due spazi con prodotto interno Si ed So si diranno iso-
morfi (antiisomorfi) se esiste un isomorfismo (antiisomorfismo) U : §; — S
fra di essi.
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Proposizione 7.1.11 Se U : §; — Sz & un operatore unitario (antiunitario),
allora esso ammette operatore inverso U™' : Sy — S; tale che:

(i) UoUt=1s,, U LoU=1g,
(ii) U=t ¢ unitario (antiunitario).

Dimostrazione. La (i) ¢ una banale conseguenza del fatto che U & una bi-
iezione da S; su Sz. Dal fatto che U & unitario abbiamo che ||Uzx|2 = ||z
per ogni + € S;. Sia y € Sy tale che Uz = y allora x = U~y e percid
Uyl = |lUWUy)|l2 = |lyll2 per ogni y € Ss. Pertanto U~! & unitario.
Analogamente si procede nel caso di U antiunitario. (|

Osservazione 7.1.12 Se U : S; — S» & un operatore isometrico non
suriettivo i due spazi S1 ed Sz non risulteranno isomorfi. Comunque se
consideriamo il sottinsieme U(S1) di Sz sappiamo che esso & una varieta
lineare di Sz la quale risulta essere uno spazio con prodotto interno qualora
la si munisca della restrizione del prodotto interno definito su Sa.

In questo caso 'operatore U:8 — U(S1), definito nel seguente modo
Uz) :=U(z), Vze&

€ un operatore unitario che rende isomorfi gli spazi con prodotto interno
81 ed U (81)

In grafico,

Sl 4[]) U(S1)

id
U i

S

Nel seguito, quando non comportera ambiguita, useremo indicare ’opera-
tore U ancora col simbolo U.

Due spazi con prodotto interno S7 ed Sy possono essere isomorfi pur essendo So
un sottinsieme proprio di Sy (o viceversa).

Esempio 7.1.13 Si consideri 'operatore s : l2 — I definito da
s{z1,z2,.. . &n,y...}) =40, 21, T2,..., Tn,...}

Questo operatore ¢ lineare ed isometrico, come ¢ facile verificare. Esso perd non e
suriettivo. Se pero consideriamo il sottospazio di 2 definito da

s(l2)  ={{zn :neN} €ly: 21 =0}

si ottiene che l'operatore s : l2 — s(l2) cosi ottenuto & un operatore unitario fra gli
spazi con prodotto interno ls e s(l2), che percid risulteranno essere isomorfi fra di loro
pur essendo s(l2) C l2; cid non di meno i due spazi potranno ritenersi identificabili per
cio che riguarda tutte le proprieta di spazio con prodotto interno.

In particolare ogni successione {z, : n € N} C Iy & convergente in Iy se e solo
se la corrispondente successione {s(z,) : n € N} & convergente in s(l2) e un’analoga
proprieta € vera per le successioni di Cauchy. Da cid segue che s(l2) & completo, e
percio ¢ uno spazio di Hilbert.
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Facciamo notare che ’operatore isometrico s : l2 — l2 ora considerato & ’operatore
di shift nel caso di l2, qualora si consideri il sonc canonico di Iz, {e,, : n € N}. Infatti,
se £ = {zn : n € N} € Iy, allora 'operatore s : la — l2 che abbiamo ora introdotto si
puo porre nella forma

oo
s(x) :={0,z1,22,...} =0e, + 16y + 7205+ ... = Z <gn|§> €ni1

n=1

Proposizione 7.1.14 Sia U : §; — Sy un operatore unitario. Se {u, : o € A}
& un sonc di 8y allora {Uuy : o € A} & un sonc di Ss.

Dimostrazione. Essendo (Uuq|Uug) = (uq|ug), dall’ipotesi che {u, } & un son
segue che pure {Uuy} € un son. D’altra parte consideriamo un generico y € Sy
e sia z € §1 I'unico elemento tale che Uz = y, allora

| (Uualy) P =2 | (Uua|Uz) [°= 2 | (ualz)
= |l2l* = [U=[* = |ly]I*

e percio {Uugy} & un sonc in Ss. O

Esempio 7.1.15 Nello spazio di Hilbert L2([0,1]), fissato w € R si consideri 1'ope-
ratore lineare
U, : L2([0,1]) — L2([0,1]), f = Us f
definito dalla legge ‘
(Vo) () := ™" f ()

Chiaramente questa definizione & ben posta e in piu

s = [ v = [

:/0 | P= 1712 per ogni f € La([0,1))

. 2
e f(x) ‘ dx

ovvero U, & una isometria. D’altra parte, per ogni h € L2([0,1]) esiste f(z) =
e~ (x) tale che U,f = h e percid U, ¢ suriettiva. Da queste due proprieta ri-
caviamo che U, & un operatore unitario su L2([0,1]) avente come operatore unitario
inverso (U,)™" = U_,. Poich¢ abbiamo visto che {€*™* : n € Z} & un sonc in
L2([0,1]), dalla proposizione 7.1.14 segue che {U,e?™"* = @T2™)= .y € 7} & un
sonc in Ly([0, 1]) qualunque sia w € R. ]

Osservazione 7.1.16 Si osservi che ogni operatore isometrico & neces-
sariamente continuo in quanto dalla

Uz = Uzoll2 = [l — o1

segue che per © — 1z si ha che U(z) — U(xzo). Pertanto, la propo-
sizione 7.1.14 assicura che ogni operatore unitario (e quindi lineare e con-
tinuo) trasforma sonc in sonc. A questa propieta corrisponde una sorta
di viceversa nel caso pero di spazi di Hilbert.

Proposizione 7.1.17 Siano S1 e S2 due spazi con prodotto interno e U : §; —
So un operatore lineare e continuo. Se esiste un sonc {uy : @ € A} in Sy tale
che {Uug : « € A} risulta essere un sonc in So allora U & isometrico.

Se Hi e Ha sono due spazi di Hilbert, nelle precedenti ipotesi risulta che U
e unitario.
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Dimostrazione. Preso x € §; abbiamo che © = ¥ (uy|x) u, da cui, per la
continuita (sequenziale) di U, segue che Uz = ¥ (uq|x) Uu,. Percid, dalla

10212 = (5 (uale) Uta | 5 ugla) Ung ) = Suale) {alz) = 2]

ricaviamo che U & una isometria.

Supponiamo ora che gli spazi in questione siano di Hilbert. Allora, fissato
y € Ha, sappiamo che ¥ | (Uu,|y) |? & convergente in R e percio, per il teorema
di Fisher-Riesz, sara convergente in H; la serie X (Uuq|y) uq =: x € Hj.
Da ciod segue che Uz = U(XZ (Uualy) ua) = X (Uualy) Uug = y, ove la seconda
uguaglianza & conseguenza della continuita (sequenziale) di U, mentre la terza
uguaglianza & conseguenza dell’ipotesi che {Uwu, } sia un sonc in Hy. Abbiamo
cosl ottenuto che U e suriettiva. O

Corollario 7.1.18 Siano Hy e Ha due spazi di Hilbert di uguale dimensione
ortogonale. Se {uqy : o € A} é un sonc di Hy e {vo : o € A} € un sonc di Ha,
allora Uapplicazione U : Hi — Hso definita da

U(z) = Z (Ua|T) Vg

acA
e un operatore unitario.

Dimostrazione. Dalla definizione di U segue immediatamente la linearita.

Inoltre
IU@I1P =" | (alz) [*= [z]?
acA

implica la isometria e quindi la continuitd di U. Essendo U(uy) = v,, dalle
ipotesi che {uqa} € {va = Uuq} sono dei sonc e dalla proposizione 7.1.17 segue
la unitarieta dell’operatore U. (]

Proposizione 7.1.19 Sia U : S; — Sy un operatore unitario o antiunitario.
Se V é una varieta lineare di S allora U(V) é una varieta lineare di Sy. Se
M ¢é un sottospazio di Sy allora U(M) ¢é un sottospazio di Sa. In particolare
se U & un sottospazio monodimensionale di S1 allora U(V) e un sottospazio
monodimensionale di Ss.

Dimostrazione. Sia U antiunitario (una analoga dimostrazione si pud fare
nel caso di un operatore unitario). Se zq, y2 € U(V) allora esisteranno z; =
U~Y(z2) e y1 = U Y(y2), entrambi in V. Dall’ipotesi che V & una varieta lineare
di §1 ne segue che 21 +y; € V e percio

U(z1 +y1) € U(V)

Ma U(zy +y1) = U(z1) + U(y1) = U(U rag) + U(U tys) = x5 + yo e percio
To + yo € U(V). D’altra parte, se a € C e x5 € U(V), posto x1 = U~ tas € V,
avremo che @x; € V e percio U(az,) € U(V), ma U(azx) = aU(x1) = axz e
quindi aze € U(V).

Se M & un sottospazio di S, per quanto ora dimostrato, U(M) sara una
varietd lineare di Sp. Sia ora {z/ : n € N} una successione in U (M) convergente
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ad un elemento 2" € Sy. Consideriamo la successione {z!, = U~ 1(2") : n € N}
in M e poniamo 2’ = U~1(2”). Poiche ||z, — 2| = |U"(2!) — UL (2")| =
|z — z"|| avremo che limz], = 2’. Ma essendo M chiuso, non potra che essere
' € M, da cui segue che 2"/ = U(z’) € U(M), ovvero pure U(M) & chiuso.

L’ultima proprieta ¢ banale. (Il

7.1.1 Trasformazioni ortogonali e isometriche in spazi con
prodotto interno reali

Se 81 e S; sono due spazi con prodotto interno, entrambi reali, in analogia con
quanto visto nel teorema 7.1.1, si pud dimostrare che le seguenti proposizioni
sono equivalenti:

(I-a) (Uz|Uy), = (z|y), per ogni z,y € Sy
(1-b) ||Ux[|2 = [|z[|y per ogni z € S
(1-c) d2(Ux,Uy) = di(x,y) per ogni z,y € 5

In questo caso specifico, se l'operatore U soddisfa una delle precedenti con-
dizioni diremo che esso & isometrico, mentre un operatore fra due spazi con
prodotto interno reale isometrico e suriettivo si chiamera operatore ortogonale.
Due spazi con prodotto interno reali si diranno ortogonalmente isomorfi se esiste
un operatore ortogonale che mappa uno degli spazi sull’altro.

Esempio 7.1.20 La rotazione in R? di un angolo 6 attorno all’origine & un operatore

ortogonale da R? su R2.
Infatti, sia Ry : R?> — R? l'operatore di rotazione in R? di un angolo 6 definito

dalla matrice
cosf) —sinf
Ro = (sin9 cos )

=y (@) = acosf — bsind
\b) = \asind+ beosd
Esso & un operatore lineare soddisfacente la condizione
al b1
<Rg <a2> ‘ Re (bz) >
_< aicosO — aosinf ‘ b1 cosO — by sin 0 >_
- a1sinf + as cosf by sin @ + b cos B

=a1b cos?h — a1bs cos@sin @ — asby sinf cos O + asbs sin? 9+

ossia

+ai1b sin’ @ + a1ba cos@sin @ + asby cosfsin O + asbs cos’h =

= aiby +azhy = { (Z;) | (Z;) )
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Esempio 7.1.21 La riflessione di R? rispetto a una retta | passante per lorigine é
un operatore ortogonale da R? su R2. Sia [ la retta passante per Porigine e u, €l un

|
L
Rax)
%
X
vettore di norma unitaria, |Ju,|| = 1, su I. Per ogni vettore z € R?, la sua proiezione
su [ & definita come il vettore z, = (y,|z;) ;. Indicata con R;(z) la riflessione di x

rispetto alla retta [, poiche (vedi fig.1), z, = 5 (z + Ri(z)), avremo che
Ri(z) = 2z, —x =2 <Ez|£>ﬂl -z
Pertanto, la riflessione dei vettori di R? rispetto a [ & data dall’operatore
R R? > R?

definito da
Ri(z) =2(ylz)w, —z

Questo operatore € ovviamente lineare, stante la linearita a destra del prodotto interno,
e in piu

<Rl(g) ’Rl > < (y;|z) ul—m}Q ul|y>ul—y>
4w lz) (wly) — 2 (wlz) (wly) — 2 (uly) (2lw) + (zly)

= <£ Y)

Si osservi che, se il vettore unitario u; che determina [ forma un angolo « rispetto
all’asse e;, allora u;, = (cos a,sin &) e quindi per ogni z = (a, b) avremo che

Ri(a,b) = 2<(cosa,sin a) ‘ (a,b)>(cosa,sm a) — (a,b) =
= 2(acosa + bsina)(cos a,sina) — (a,b) =

= (2a cos® a + 2bsin o cos a — a, 2a cos asin o 4 2bsin® o — b)
Tenuto conto che
acos 20 + bsin 2o = a(cos® o — sin” @) + 2bsin « cos

= a(2cos® a — 1) + 2bsin a cos a,

asin2a — bcos2a = 2acos asina + 2bsin® o — b

potremo concludere che

r (%) = a cos 2a + bsin 2a
"\b) ~ \asin2a — beos 2a
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da cui si ottiene la forma esplicita della matrice rappresentativa di questo operatore,
che potremo indicare con R, intendendo con « ’angolo che la linea [, rispetto alla
quale si opera la trasformazione di riflessione, forma con l'asse e;:

cos 2a sin 2«
Ro =1 .
sin2a  — cos 2«

Nel caso degli operatori ortogonali vale la analoga della proposizione 7.1.14.

Proposizione 7.1.22 Se U : S; — Sy € un operatore ortogonale e suriettivo
allora esso trasforma sonc di S1 in sonc di Ss.

Esempio 7.1.23 Consideriamo i due operatori in R? ortogonali: di rotazione di un
angolo 6, Ry, e di riflessione attorno alla retta di angolo a, R.. La base ortogonale
canonica verrd in questo caso trasformata nei due sonc di R?

1 cosf 0 —sin6
Ro (0) - (sin0> Ro (1) - ( cos@)
1 cos 2« 0 sin 2«
Ra (0) o (sin2a) Ra (1) o (f cosZa)

(4

se, come caso particolare, prendiamo a = 3 avremo che

1 . 0 sin 0
R% (O) = (cos951n0) R% (1) = (—cos&)

Poiche abbiamo visto che in R? i sonc possono assumere soltanto una delle due forme
canoniche, per un certo angolo 6,

(1) {(cos6,sinb), (—sin b, cosh)}

(I1) {(cos8,sinb), (sinf, — cosh)}

Potremo concludere che: i sonc di tipo (I) sono ottenibili dal sonc canonico tramite
una rotazione di angolo 6 attorno all’origine; i sonc di tipo (II) sono ottenibili dal sonc
canonico tramite una riflessione rispetto ad una retta 1 formante un angolo g rispetto
all’asse e, . |

Teorema 7.1.24 Se U : R?2 — R? ¢ un operatore ortogonale, allora esso ¢ o
una rotazione o una riflessione.

Dimostrazione. Se U = & un operatore ortogonale su R?, esso trasfor-

a ¢
b d
ma il sonc canonico {e;,e,} nel sonc a = {(a,b),(c,d)}, e quindi esisterd un
angolo ¢ tale che

a= {(COS ®,sin (P)a i(i sin @, cos 90)} = {(aa b)a (Ca d)}
Assumendo il segno + avremo che

(1) U, = (COS<P —Sin<p)

sin ¢ cos
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ovvero Uy ¢ la rotazione attorno all’origine di un angolo ¢.
Assumendo il segno — avremo che

__[cosp sin
(2) U- = (singp — cos <p>

ovvero U_ ¢ la riflessione lungo la retta passante per l'origine e formante un
angolo ¢/2 rispetto all’asse e;. O

Proposizione 7.1.25 Se U : R? — R? ¢ un operatore ortogonale, allora
detU = +1

In particolare,
(i) se Uy é una rotazione, allora det Uy = +1,
(i1) se U_ & una riflessione, allora detU_ = —1.

L’insieme degli operatori ortogonali ¢ un gruppo rispetto al prodotto di com-
posizione, coincidente proprio con il gruppo ortogonale O(2;R), (!!lvedi para-
grafo 1.8, capitolo 2), di cui linsieme delle rotazioni & il sottogruppo speciale
ortogonale SO(2;R).

Dimostrazione. Le (i) e (ii) sono banali conseguenze delle (1) e (2), da cui si
ottiene che det Uy =1 e det U_ = —1. Inoltre, dalla forma stessa delle matrici
(1) e (2) segue immediatamente che (Uy)! = (Ux+)~}, concludendo che tutte le
rotazioni (1) e tutte le riflessioni (2) appartengono al gruppo ortogonale O(2;R).

Le matrici A = (CCL b) del gruppo ortogonale O(2;R) soddisfano le con-

d
dizioni

At=A"1 ¢ detA=+1

¢ f[a c 1 d —b
4 _<b d) A " ad —be <—C a)

La condizione A* = A~! si riconduce alla uguaglianza fra matrici

a c\y 1 d—biid—b
b d)  detA\—-c a) —c a

che impone le seguenti uguaglianze

Poiche

det(A) =ad — be = +1 det(A™!) =ad — bec = —1
a=d a=—d
b=—c b=c

da cui si ottengono le

det(A) = +1 det(A™1) = —1
a2 = ad a2 = —ad
b2 = —be b = be

ab = —cd ab = —cd
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ricavando dalle prime tre uguaglianze di ogni colonna che
1 =det(A) = ad — bc = a® + V? — 1 =det(A) = ad — bc = —(a® + b?)

ovvero, in entrambi i casi si ha a®?+b? = 1. Tenuto conto ora che, se z = (z1, T2)
allora

|Uz||* = (a® + )12 + 2(ab + cd)zy 2o + (b° + d?)zs? =
= (a® + %) (z1? + 222) + 2(ab + cd)z129 = 212 + 12 = ||§H2
otteniamo che ogni matrice del gruppo O(2; R) & un operatore ortogonale. Potremo
quindi concludere che il gruppo ortogonale O(2;R) ¢ dato da
O(2;R) = {U : R* — R? | lineare, (Uz|Uy) = (z|y) V z,y € R*}

Dalla (1) otteniamo, in particolare, che il gruppo speciale ortogonale SO(2;R),
sottogruppo di O(2;R),

¢ il gruppo delle rotazioni di R2.
Tenendo conto che det(A o B) = det(A) det(B), abbiamo che

(i) la composizione di due rotazioni ¢ una rotazione,
(ii) la composizione di due riflessioni & una rotazione,

(iii) la composizione di una rotazione con una riflessione o, viceversa, di una
riflessione con una rotazione € una riflessione.

In particolare, Se U”,U” sono due riflessioni, ovvero due elementi di O(2;R)
tali che det U” = det U” = —1, allora U” o U” e U” o U" € SO(2;R) sono due
rotazioni. Precisamente, se

U= (cosgol sin g ) U — (cosgog sin g )

sinp; —cosp; sinpa  —cos s
U oU" — (cos (1 €OS Yo + sin 1 sin s €os 1 sin g — sin ¢ cos <p2>

- COS Y2 sin 1 — €os 1 sin g sin g sin s + €os Y1 €oSs Ya

— <COS(901 —p2) —sin(p1 — <P2)>
sin(pr — p2)  cos(p1 — ¥2)

ossia (UL ) Uﬁ) & la rotazione dell’angolo (1 — @2) attorno all’origine. |



Capitolo 8

Due casi notevoli di
rappresentazioni unitaria e
antiunitaria

8.1 Rappresentazione matriciale di Heisenberg

Daremo ora un procedimento standard per rappresentare ogni spazio con prodot-
to interno infinito-dimensionale sotto forma di opportune matrici ad infinite
righe ed una colonna. Tratteremo esplicitamente il caso di uno spazio con
prodotto interno complesso e separabile, infinito-dimensionale, ma la generaliz-
zazione di questo procedimento al caso di uno spazio di Hilbert qualsiasi o di
uno spazio con prodotto interno con almeno un sonc, é immediata.

Sia allora S uno spazio con prodotto interno complesso e separabile e o =
{un : m € N} un generico sonc ordinato di S, che riterremo fissato una volta per
tutte, e si consideri 'operatore

Uy :S— s

definito asociando ad ogni vettore x si S la successione dei coefficienti di Fourier
di x rispetto ad a:

(8.1) Ua(z) = {{up|z) : n € N}

Chiaramente U, (z) € I3 in quanto la serie ¥ | (u,|x) |?> é convergente. L’opera-
tore in esame ¢ lineare essendo

Uas(z +y) = {{un|z +y) :n € N}
= {(un|z) : n € N} + {(unly) : n € N} = Uy (z) + Ua(y)

e analogamente U, (Ax) = AUy (2).
L’isometria di questo operatore segue dal fatto che

Ual@) i = [ 1 (unlz) |2 = alls
neN
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ove la prima uguaglianza esprime 'usuale definizione della norma in I, mentre
I'ultima uguaglianza é nient’altro che 'uguaglianza di Parseval relativa al sonc
a = {u, :n €N}

Facciamo osservare che se S non é completo in norma (ossia non é uno spazio
di Hilbert) allora certamente U, non é un operatore unitario.

Infatti, sappiamo che Iy é uno spazio di Hilbert e, se U fosse unitario, la
stretta identificazione operata da questo operatore fra S e I, non solo dal pun-
to di vista insiemistico ma anche dal punto di vista delle proprieta metriche,
imporrebbe la proprieta di completezza anche ad S.

Proposizione 8.1.1 Se Hé uno spazio di Hilbert, separabile e infinito-dimen-
sionale, operatore U, : H — ly definito dalla (8.1) é un operatore unitario.

Dimostrazione. Per dimostrare 'unitarietd della isometria U, bastera veri-
ficare che essa é suriettiva. Sia allora {\, : n € N} una successione in ls, ossia
tale che X | A\, |2< 400, e si consideri il vettore x := ¥\, u,, che é un elemento
di H in virtl del teorema di Fisher-Riesz. Chiaramente U, (z) = {(up|z) : n €
N} ={\, :n e N}. O

Abbiamo visto che se H é uno spazio di Hilbert separabile allora U, é un
operatore unitario che permette la identificazione

Ua
H = 12
o {(un|z)}
Se & non é completo potremo considerare la varieta lineare U, (S) C I3, che
é a sua volta uno spazio con prodotto interno indotto da S, e quindi potremo
considerare l'operatore, che indicheremo ancora con U,, definito nel seguente

modo:

Uy : S — Uy(S) Cloyz — U(x) := {{un|x) : m € N}

U, é ora un operatore unitario, e percid un isomorfismo lineare, fra gli spazi S
e U, (S) secondo lo schema

S —25 UL (S)

la

Per motivi che saranno chiariti nel seguito, a volte useremo indicare 1’ele-
mento U, (z) € Iz sotto forma di matrice colonna ad infinite numerabili righe e
lo denoteremo anche col simbolo z,:

(ur|)
(ug|)

(tinlz)



8.1. Rappresentazione matriciale di Heisenberg 133

Proposizione 8.1.2 Lo spazio con prodotto interno Uy(S) € denso in ls.

Dimostrazione. Sia {\, : n € N} € I, ossia tale che Y | A, |?< 400, e si
consideri la successione {x,, : n € N} contenuta in S e i cui elementi sono dati

da
i=1
Chiaramente U, (z,) = {1, A2, ...; An, 0,0,...,0, ...} € Uy(S) ed in pin
lim U, (x,) = {An : n € N}
O

Da quest’ultimo risultato potremo concludere con la seguente affermazione
Se S € uno spazio non completo si puo sempre costruire la coppia (l2,Uy) che
risulta essere un completamento di S, ossia tale da soddisfare le condizioni:

(i) Uy : S — 1o é una isometria,

Osservazione 8.1.3 Le considerazioni fatte nel caso della rappresen-
tazione matriciale di uno spazio separabile e infinito-dimensionale sono
facilmente estendibili nel caso di un qualsiasi spazio infinito-dimensionale
che ammette almeno un sonc o = {u; : j € J}, ove J é una famiglia
di indici totalmente ordinata con cardinalita non necessariamente uguale
a quella del numerabile. Indichiamo con l2(J) lo spazio di Hilbert delle
successioni J — C a quadrato sommabile, Introdotto ’operatore

Uo : S+ 1o(J)

definito dalla legge
Ua(z) := {(uy]z) : j € J}

questo operatore risulta essere una isometria, in generale non suriettiva,
al quale sono applicabili i risultati ottenuti nel presente paragrafo.

8.1.1 Caso finito-dimensionale

Se S ¢ finito-dimensionale con dim(S) = n sappiamo che S é uno spazio di
Hilbert e che un sonc puo essere ottenuto da una base lineare mediante il pro-
cedimento di Gram-Schmidt. Indicato con o = {uy,us,...,u,} un tale sonc,
I’'operatore

U,:5—C"

definito da U, (z) = {(u1]z), (uz|z), .., ..., (u,|z)} é un operatore unitario che
permette I'identificazione & = C™.
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8.2 Completamento di uno spazio con prodotto
interno

Nelle questioni di carattere teorico, uno spazio con prodotto interno che é anche
completo in norma é molto pit maneggevole di uno spazio non completo. Infat-
ti, nel caso di uno spazio completo tutti i problemi che coinvolgono questioni di
convergenza di una successione possono essere affrontati analizzando il compor-
tamento intrinseco della successione indipendentemente dal conoscere o meno il
limite cui eventualmente la successione converge, limite che in molti casi pratici
non é sempre di facile individuazione.

Poiché nozioni importanti quali la chiusura di un insieme, la densita di un
insieme in un altro, la continuita di funzioni e cosi via sono esprimibili in termini
di convergenza di successioni, si puo facilmente intuire come il lavorare con uno
spazio completo sia molto pitt desiderabile che non il lavorare con uno spazio non
completo. Pero, non sempre si puo realizzare la condizione ottimale di avere a
che fare con spazi completi, anzi, in molti casi della fisica matematica lo spazio in
cui si opera é non completo. Cio che si puo allora sperare di fare é di immergere
isometricamente lo spazio non completo in uno spazio completo pitt ampio, in
modo tale cioé che tutte le proprieta metriche dello spazio non completo vengano
riprodotte fedelmente nello spazio completo pitt ampio. L’ultimo risultato della
precedente sezione ci fornisce un procedimento costruttivo per individuare in [
un completamento di S e cio é espresso dalla proprieta (i), mentre la proprieta
(ii) puo intuitivamente rappresentare il fatto che ’allargamento dello spazio &
al suo completato I é in un certo senso “minimale”.

Il completamento di uno spazio S possiede 1'ulteriore notevole proprieta di
essere unico, a meno di isomorfismi unitari, nel senso del seguente

Teorema 8.2.1 Se S € uno spazio con prodotto interno non completo, la scelta
di un sonc ordinato « in S permette di costruire il completamento (l2,Uy),
essendo

(i) Uy una isometria dallo spazio S in ly che associa ad ogni vettore x € S il
vettore Uy () = {(ualx)},

(ii) Ua(S) = lo.

Sia (H,U) un altro completamento di S, ossia una coppia costituita da uno
spazio di Hilbert H e da un operatore U : § — H soddisfacente le condizioni:

(i-a) U é una isometria da S in H

(i--a) U(S) =H
allora esiste un unico operatore unitario Uy : H — Iy che permette la identi-

ficazione H = Iy e tale da rendere commutativo il diagramma della sottostante
figura 8.2.1, ossia tale che

UyoU= 1id oU,
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Figura 8.1:

In effetti, il precedente teorema si puo dimostrare nel contesto piu ampio del
principio di estensione generalizzato. Precisamente,

Teorema 8.2.2 Siano S1 ed Sy due spazi con prodotto interno non completi e
isomorfi fra di loro tramite l'operatore unitario W : 8y — Sa. Se (H1,U;) e
(Ha,Us) sono due completamenti rispettivamente di Sy ed Sy allora il principio
di estensione generalizzato assicura le sequenti due cose:

(1) esiste un operatore unitario W : Hy — Hy tale che
Wol; =UyoW
Ossia tale da rendere commutativo il sequente diagramma

81 W 52

o |

U1(81) = Hl L Hg = UQ(SQ)

Figura 8.2:

(2) Voperatore unitario W € unico.

Come si vede, la fig. 8.2.1 é un caso particolare della fig. 1. Il vero e proprio
principio dell’estensione consiste nel seguente ulteriore caso particolare.

Teorema 8.2.3 Siano S ed Sz due spazi con prodotto interno non completi,
densi rispettivamente negli spazi di Hilbert Hy ed Ho. Se W € un operatore
unitario da Sy su Sa, esiste un operatore unitario W : Hy — Hs tale che:

(1) W(z) = W(x) per ogni x € Sy,

(2) se W : Hy — Ha € un operatore unitario soddisfacente la condizione (1)
allora

W(y) = W(y) per ogni y € Hy
In grafico,
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81 4‘/‘/ > 82

§

Ul(Sl) = Hl LHZ = UQ(SQ)

id

B —

Figura 8.3:

Esempio 8.2.4 Sia £(R™) uno degli spazi funzionali D(R"™) o S(R™). Sappiamo che
E(R™) é denso nello spazio di Hilbert L2 (R™) e quindi (L2(R"™),id) é un completamento
di £(R™). D’altra parte, scelta una base ortonormale o = {un, : n € N} in E(R")
possiamo costruire il completamento (l2, Us) di £(R™) secondo il diagramma presentato
nella figura 8.4

E(R™) —7% U, (E(R™))

S

Lg(Rn) —_— l2

Figura 8.4:
Per il principio dell’estensione stretta esistera un unico operatore unitario U, :
L2 (R™) — 2 estensione dell’operatore U, ossia tale che

Ua(#) = Ua(#) = {{unlp) :n € N} per ogni ¢ € £(R")

Siccome sappiamo che ogni base ortonormale dello spazio £(R™) é una base ortonor-
male dello spazio L2 (R"™), @ = {u,} é una base ortonormale di L2 (R™). Potremo allora

considerare I'operatore unitario Uy : Lo (R™) — Iy definito da

(}a(f) = {{us|f) :n €N} per ogni f € Lo(R™)

che ovviamente soddisfa la condizione

Ua(p) = Ualp) = {{unlp) : n € N} per ogni ¢ € E(R")
Dal precedente teorema segue che U= (j' . |

Osservazione 8.2.5 In questo paragrafo abbiamo costruito un com-
pletamento (H,U) di uno spazio con prodotto interno S e verificato che
questo completamento é sostanzialmente unico a meno di isomorfismi
unitari.

S——U(S)

L

H=U(S)
Tramite lisometria U siamo in grado di identificare S = U(S) C H come
spazi con prodotto interno. Per questo motivo, d’ora in avanti, riterre-
mo S un vero e proprio sottoinsieme di H e considereremo il precedente
diagramma come equivalente alle condizioni: SC He S="H
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Daremo ora la dimostrazione del principio di estensione stretto. La di-
mostrazione del corrispondente principio di estensione generalizzato si puo ri-
cavare dai successivi teoremi una volta apportate le opportune modifiche. Richi-
amiamo il seguente teorema

Teorema 8.2.6 (Principio dell’estensione) Siano & ed &> due spazi di Banach,
D, una varieta lineare densa in &, eT : D1 — E; un operatore lineare limitato,
ossia tale che esista una costante o € C per cui

ITx||2 < allz|i  per ogni x € D;.

Allora esiste un’unica estensione lineare T di T all’intero & tale che | Tx||y <
al|z||1 per ogni x € &.

Proposizione 8.2.7 Siano Hy, e Hy due spazi di Hilbert, D1 e Dy due varieta
lineari dense rispettivamente in Hi e Ho e U : Dy — Dy un operatore unitario.
Esiste un unico operatore unitario U : H, — Hso estensione di U all’intero
spazio H; .

Dimostrazione. Poiché ||[Uzx||2 = ||z||1 per ogni z € Dy possiamo applicare il
teorema 8.2.3 ottenendo che esiste un’unica estensione lineare U : H1 — Ho tale
che ||[Uz||2 < ||z||; per ogni = € H;. Verifichiamo che U é unitario. Infatti, se
x € H; allora esiste una successione {z,, : n € N} in D; tale che limx,, = x. Per
quanto visto nella dimostrazione del teorema 8.2.3, 'operatore U si costruisce
in modo tale da risultare per definizione Uz =limUz,. Avremo percio che

|Uz||2 = || lim Uz, |2 = per la continuita della norma
=lim ||Uzy,||2 = per la unitarieta di U

= lim [z, [l = [[lim 2, [}y = [lz]

In questo modo abbiamo verificato che U é isometrico. Rimane da dimostrare
la suriettivita. Preso zo € Ha, esistera una successione {z/, : n € N} in Dy
tale che limz!! = z5. Indicato con x/, = U~'z! avremo che la successione
{2}, : n € N} é di vettori appartenenti a D; e, quindi a maggior ragione, a H;.
In piu di Cauchy in H;y; infatti

/ / _ —1_./ —1_.n o " "
||‘rn_‘rm||1 - ||U In_U ‘rmul_ ||xn_ mH2 0

Ma essendo H; completo, esisterd x; € H; tale che lim 2!, = ;. Considerando
Uz, avremo che, essendo U una estensione di U e avendo verificato che U é

isometrico,

U2y — 2al2 < Uy — Ul |2 + [|Ua), — 2|2
= U1 — @) ll2 + [|=7; — 222
= [|z1 — 2y lli + [|l2y — @2/l2 — 0 per n — o0

Pertanto le = 2, concludendo che per ogni z; € H, esiste un elemento
x1 € Hq tale che Uxq = 5. O
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8.3 Duale di uno spazio con prodotto interno.
Notazione di Dirac: spazio dei vettori bra e
spazio dei vettori ket

Sappiamo che uno spazio con prodotto interno S (anche non separabile) é una
struttura piuttosto articolata su cui sono definite due operazioni

(i) =1 + 22 per ogni x1,x3 €S
(ii) Az per ogni A € Ceognixz € S
Consideriamo ora il duale (topologico) di S, consistente di tutti i funzionali
da S in C lineari e continui e che verra indicato con S*. Pertanto

§* :={l:8 — C] lineare e continuo }

Ricordiamo che per i funzionali lineari la continuita in un punto, la continuita
globale e la limitatezza sono proprieta fra loro equivalenti.

In particolare, un funzionale lineare [ : & — C é limitato se e soltanto se
esiste a > 0 tale che |I(z)| < afjz|| per ogni z € S.

Il duale §* di § é uno spazio lineare rispetto alle usuali operazioni fra
funzionali

(8.2) Iy +1p € 8" perognily,ly €S*
(8.3) M eS8 perogni\eCeognileS*

Lo spazio 8* puo essere munito della norma:

i =sup { L0 o e 57

(i) [
= sup{[l(z)| : [lz] = 1}
=inf{a: |l(z)| < aflz||, per ognix € S}

Dal fatto che C é uno spazio di Banach ne segue che pure & é completo
rispetto alla norma introdotta. Inoltre, vale I'ulteriore proprieta:

(iii-a) [1(x)| < lll|loollz]] per ogniz e S
Abbiamo che il duale §* di S é un insieme sufficientemente ampio in quanto

fissato un qualsiasi elemento x € S, il funzionale D, : § — C
definito dalla corrispondenza

D, (y) = (z|y)

€ lineare e continuo e percio risulta essere un elemento del duale S*

di S.

Abbiamo cosi ottenuto che per ogni z € S il funzionale D, ora definito appar-
tiene a §* e cio ci permette di introdurre ’applicazione

D:S8S— S8 z— D,.
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Proposizione 8.3.1 L’applicazione D : & — S* definita sopra € una anti-
isometria da S in S*.

Dimostrazione. Essendo, qualunque sia y € S,

D (2, 422)(y) = (z1 + 22|y) = (21|y) + (T2]y)
= Dy, (y) + Dy (y) = (Day + Dy )(y)

ne concludiamo che
(8.4) D(z14a5) = Da, + D,
Analogamente, per Dy, otteniamo
Dy (y) = (Azly) = Maly) = ADx(y)
e percio
(8.5) D(xz) = AD,.
Inoltre, fissato x € S, dalla disuguaglianza di Schwarz avremo che
1D (y)l = [(zly) | < ll=[| [lyl|  per ogniy € S
e percio || Do < ||z||. D’altra parte
|| = (z]z) = Du(2) < || Delloo ]

e percio ||z]] < ||Dz|loo- Mettendo insieme questi ultimi due risultati ricaviamo

che
(8.6) IDzlloo = ||z|| per ogniz € S
O

Indicato con D(S) il range di S rispetto all’antiisometria D, sappiamo
che D(S), in quanto varietd lineare di S, é a sua volta uno spazio lineare
complesso che, munito della norma (iii), diviene uno spazio lineare normato.
L’anti—isometria suriettiva

D:S8— D(S), z— D,

é ora un operatore antiunitario che permette 'identificazione, in quanto spazi
unitari normati, di

s £ p)
(1) z— D,
(2) (m+y)(—)D(m+y) =D, + D,
(3) ar D(ax) =aD,
valendo inoltre le proprieta
(4) 2] = [| Dzloo

(5) d(l‘,y) :doo(Dany)
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L’identificazione antilineare fra S e D(S), in quanto spazi normati, impone che
D(S) non sia completo se S é non completo. In ogni caso lo spazio lineare
normato &* é sempre completo e varra il seguente diagramma

S =D(S)
SL

Lo spazio D(S) := {D, : ¢ € S8} puo essere munito di un prodotto interno
definito dalla

(iv) <D2|Dy> = W

L’unica proprieta che puo essere dubbia per questo prodotto interno é I'antil-
inearita a sinistra. Pero

<D1'1 +D$2|Dy> = <D1‘1+w2‘Dy> = <$1 —|—m2|y>
= (21|y) + (22|y) = (Do, |Dy) + (Do, |Dy)

mentre

(AD,|D,) = (D, 1Dy ) = (Aaly) = A (aly)
= Xzly) = X(Ds|Dy)
La norma indotta dal prodotto interno ora introdotto é:
1Dzl = V/(De| Do) = Vl[z]? = | Dalo

In questo modo S e D(S) sono due spazi con prodotto interno antiisomorfi fra
di loro.

Esempio 8.3.2 Sia £(I) uno degli spazi funzionali D(I) oppure S(I). Sappiamo che
E(I) é uno spazio con prodotto interno

= [ o(z) d
(el) = [ P@ia) da
Fissato ¢ € £(I) avremo che il funzionale
D,:&(I)—C
v D,(0) = [ P(e) do
I

che potremo scrivere in forma operatoriale come
D, = [ da@)()
I

¢é un funzionale lineare e continuo definito su £(I) e percio é un vettore dello spazio
duale £(I)* di £(I). In questo modo l'operatore

D:E()— E)T
» — Dy



8.3. Notazione di Dirac: vettori bra e ket 141

é un’antiisometria non suriettiva tale che

el = 1Dl

ove

lell = / lo(a)|? de

D¢ lloo = sup{| Dy (¥)] : |9l = 1} = Sup{‘/lﬂw)w(x) dzx

Al =1

Queste considerazioni fatte nel caso in cui § sia uno spazio con prodotto
interno permettono di introdurre con rigore la notazione usata da P.A.M. Dirac
nell’opera: “I principi della Meccanica Quantistica” (1959, Boringhieri). In es-
sa viene utilizzata come struttura matematica fondamentale uno spazio lineare
infinito-dimensionale (e complesso). Infatti “i vettori ordinari, esistenti in uno
spazio di dimensione finita, non sono sufficientemente generali per la maggior
parte dei sistemi dinamici in meccanica quantistica. Dobbiamo fare una gener-
alizzazione ai vettori di uno spazio con un numero infinito di dimensioni, e la
trattazione matematica diviene complicata a causa dei problemi di convergenza.
(...) E desiderabile avere un nome particolare per descrivere i vettori (...) in
Meccanica Quantistica, sia che essi siano in uno spazio di dimensione finita o
infinita. Noi li chiameremo wvettori ket, o semplicemente ket e indicheremo il
generico di tali vettori con il simbolo particolare |z).

I vettori ket possono essere moltiplicati per numeri complessi e possono essere
sommati fra di loro per dare altri vettori ket (...)".

Le operazioni su S sono indicate con

(k) [71) + |22) = 21 + 22)
(ki) Az) = )

Viene poi preso in considerazione un sottoinsieme del duale algebrico di
S. Infatti, “ogni qualvolta si ha un insieme di vettori in una qualsiasi teoria
matematica, possiamo sempre individuare un secondo insieme di vettori, che i
matematici chiamano i vettori duali. (...) Supponiamo di avere un numero ¢
che é funzione di un vettore ket |x), ossia che a ciascun vettore ket |z) faccia
corrispondere il numero ¢ e si supponga inoltre che la funzione sia lineare, il
che significa che il numero corrispondente a |1 + x2) sia la somma dei numeri
corrispondente a |z1) € a |z2) e il numero corrispondente a |Az) sia A volte il
numero corrispondente a |z), essendo A un qualsiasi fattore numerico. (...) Chi-
ameremo tali vettori nuovi come wvettori bra, o semplicemente bra, e denoteremo
il generale vettore bra col simbolo (z|.”

Pertanto viene richiesto esplicitamente che un vettore bra sia un funzionale
lineare (x| : S — C e col simbolo (x|y) viene denotato il risultato ¢ dell’azione
di (x| sul generico elemento |y) di S. Infatti, citando Dirac “il numero ¢ cor-
rispondente ad ogni |y) puo essere considerato come il prodotto scalare di quel
|y) con qualche nuovo vettore, essendoci uno di questi nuovi vettori (che verra
indicato con (z|) per ciascuna funzione lineare dei vettori ket |y) (...) Il prodotto
scalare di un vettore bra (x| con un vettore ket |y) sard scritto (x|y). (...) Un
prodotto scalare (z|y) appare ora come una espressione completa in parentesi e
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un vettore bra (x| o un vettore ket |y) (i termini “bra” e “ket” derivano dalla
parola inglese bra(c)ket= parentesi, n.d.r.) come espressioni incomplete.

Avremo cosi la regola che ogni espressione completa in parentesi denota un
numero e ogni espressione incompleta denota un vettore, del tipo bra o ket a
seconda che esso contenga la prima o la seconda parte della parentesi.”

Viene quindi assunto che “...esista una applicazione iniettiva fra i bra e i ket,
tale che il bra corrispondente a |z1) + |z2) sia la somma dei bra corrispondenti
rispettivamente a |71) e a |z2), mentre quello corrispondente a A|z) sia A volte
quello corrispondente a |z) ...”

In altri termini viene assunta ’esistenza di una applicazione iniettiva

D:§— 8"
la cui azione sul generico vettore |y ) puo essere indicata con

Dyoy (ly)) = (=lly)
e soddisfacente le condizioni

Dizyy+iws) = Digy) + Diay)
Dijoy = ADg)

Osservazione 8.3.3 (z|y) viene visto come ’azione del funzionale lin-
eare e continuo (x| € S* sul vettore dello spazio con prodotto interno S
indicato convenzionalmente con |y ).

Quindi il funzionale lineare D,y = (x| agente sui vettori di S indicati
sottoforma di |y ), producendo come risultato (z|y).

Tenuto conto delle (k-i) e (k-ii), potremo compendiare i risultati ottenuti
nella seguente tabella

vettori KET vettori BRA
) e S (z|] € D(S)C &*
|z1 +22) = |71) +[22) | (71 + 22| = (21| + (22
lax) = a|z) (ax| = a(z]

Tabella 8.1: Convenzione di Dirac

Ricordiamo che per la (8.6) si ottiene
)] = 1] floo-

Generalizzando quanto visto sino ad ora, si potrebbe allargare lo spazio dei
vettori bra assumendo che un generico vettore bra sia un funzionale lineare e
continuo [ : § — C, ossia un elemento del duale topologico §* di S. In analogia
colle notazioni introdotte da Dirac, useremo indicare con il simbolo (I|y), il
risultato dell’azione [(y) del funzionale lineare [ sul vettore y € S.

Pertanto un vettore bra (I| € §* sara un funzionale lineare continuo

(I :S—=C, y—(lly) = (y)
ove la linearita si esprime nelle condizioni

Uyt +y2) = yr) + (Ly2)
(o) = a(lly)
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mentre la continuita, nella forma della limitatezza (iii-a), assume la forma di
una disuguaglianza di Schwarz

[ (Hy) [< loollyll - per ogniy € S.

Cio implica che la “lunghezza” o, piut precisamente, la norma ||| del vettore
bra [ sia finita.
Le operazioni algebriche su §* vengono definite nel seguente modo

<ll+l2|:
(ad]:

(L] + (12
a(l|

ovvero le loro azione sul generico vettore bra (y| sono

(lh +laly) = (Lly) + (l2]y)
(ally) =a(lly)

L’estensione ora fatta dello spazio dei vettori bra sino a comprendere tutti i
funzionali lineari e continui é certamente coerente con la necessita evidenziata
da Dirac, nel paragrafo 10 del libro sopra citato, di allargare ulteriormente lo
spazio dei vettori bra, addirittura oltre S*.

Infatti, egli afferma che: “nel nostro lavoro sino al momento attuale si é
ritenuto implicito che i vettori bra e i vettori ket siano di lunghezza finita e che
i loro prodotti scalari siano finiti. Noi vediamo ora la necessita di indebolire
queste condizioni (...). Se non operassimo questo indebolimento (...) la teoria
sarebbe troppo insufficiente per molti problemi pratici.”

Questo allargamento, legato alla necessita di soddisfare precise richieste
teoriche della Meccanica Quantistica, consistera nel considerare come utili rap-
presentativi di vettori bra secondo Dirac, opportuni elementi dello spazio duale
algebrico ST di S.

8.4 Sottospazi ortogonali in spazi di Hilbert

Se S é uno spazio con prodotto interno complesso e separabile, sull’insieme ¥(S)
di tutti i suoi sottospazi possiamo isolare quei particolari sottospazi M € X(S)
tali che S = M @ M e il cui insieme viene indicato con &(S).

Diamo adesso una condizione sufficente per garantire che un sottospazio sia
un elemento di £(S).

Proposizione 8.4.1 Se M € una varieta lineare completa di S allora
MeM*t =S8
ovvero M € £(S)

Dimostrazione. Dalla completezza di M segue che esso é un chiuso e quindi
¢é uno spazio di Hilbert. Considerato allora un sonc {u, : n € N} in M e
preso € S avremo che ¥ | (u,|x) |?> < ||z]|? e percio la successione { (uy,|x) :
n € N} é un elemento di l5. Dal teorema di Fisher-Riesz segue che la serie
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Y (up|x) u, é convergente in M e posto y = X (up|z) up € Mez=xz—y
avremo che per ogni n

<un|z> = <un

i
= (unlz) =Y (uila) (un|u;) = 0
i
e percid z L M. Quindi, per ogni x € S esistono # € M e z € M+ tali che
r=9y+2z. O

Se lo spazio in esame é uno spazio di Hilbert H allora ogni sottospazio M é
completo e percio avremo la seguente proposizione.

Proposizione 8.4.2 Sia H uno spazio di Hilbert, per ogni sottospazio M di H
si ha che H = M @® Mt e da questo risultato seque che £(H) = %(H).

Vogliamo dimostrare in questo paragrafo il seguente notevole teorema:

Teorema 8.4.3 Sia S uno spazio con prodotto interno allora le sequenti propo-
sizioni sono equivalenti:

(i) S € uno spazio di Hilbert.
(ii) M @ M+ =S per ogni sottospazio M di S.
(iii) M = M*+ per ogni sottospazio M di S.
(iv) Se M é un sottospazio proprio di S allora M=+ # {0}.

(v) Teorema della rappresentazione di Riesz: Sel: S — C € un funzionale
lineare continuo allora esiste x € S tale che

I(y) = (zly) per ogniy € S
e ||t} = =]
(vi) S e 8* sono antiunitariamente isomorfi.

Dimostrazione. Abbiamo appena verificato che la (i) implica la (ii);

Dimostriamo che la (ii) implica la (iii). Siccome per il corollario 1.6.5 M=+
¢ un sottospazio, applicando ad esso la (ii) si ottiene M+ & M++ = S. Da cio
segue che M = M+t

Dimostriamo che la (iii) implica la (iv). Sia M un sottospazio proprio di S
e sia M+ = {0} allora per la (iii) M = M+t = {0}+ = S contro l'ipotesi.

Dimostriamo che la (iv) implica la (v). Sial € §*. Se [ é il funzionale nullo,
I(y) = 0, allora esiste il vettore = 0 di S tale che I(y) = (0|y) per ogni y € S.
Se I non ¢ nullo, considerato Ker(l) = {x € S : I(x) = 0}, esso é un sottospazio
di S, ed é un sottospazio proprio di S altrimenti [ sarebbe il funzionale nullo.
Allora, dalle ipotesi che Ker(1)* # {0} segue che esistera un vettore 2z € Ker(l)*
con z # 0. Poiché

i(y)z = 1(z)y] = L()l(z) = U(2)l(y) = 0
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abbiamo che [I(y)z — I(z)y] € Ker(l) per ogni y € S. Da cid segue che:

0= (=] Uy~ U)y) = 1W)IIZI° ~ 1(2) (zly)  er ogniy € S.
Pertanto, essendo

l
Hﬁlz ’ y> per ogni y € S
z

abbiamo ottenuto che, per ogni y € S, esiste

1(2)

IRER

1) = 7o el = {

x con z tale che I(y) = (x|y)

Dal teorema di Fisher-Risz 4.1.1 si ricava la relazione tra le norme.

Dimostriamo che la (v) implica la (vi). L’operatore
D:S§— 8" z— D, =z

é un operatore antiunitario, in quanto é un’antiisometria, che risulta essere
suriettiva per l'ipotesi (v).

Infine dimostriamo che la (vi) implica la (i). Dato che &* é completo, ne
seguira che pure S é completo, ossia che S é uno spazio di Hilbert. O

Corollario 8.4.4 Sia H uno spazio di Hilbert ed M un suo sottospazio, allora:
ML £ {0} sse M CH

Dimostrazione. Dal precedente teorema abbiamo visto che M C H implica
M+ # {0}. Rimane da verificare che M+ # {0} implica M C H, ovvero che
M = H implica M~ = {0} e cid é banalmente vero. O

Esempio 8.4.5 Sia d2(C) lo spazio con prodotto interno formato da tutte le suc-
cessioni {ay : k € C} definitivamente nulle. Sia M Dinsieme di tutte le successioni
{A} € d2(C) tali che $(3)Ax = 0, allora M é un sottospazio proprio di dz(C), il cui
annichilatore é M* = {0} (basta osservare che M contiene gli elementi della forma
{1,0,0,...,n,0,0,...}). Pertanto M © M* # d2(C) e cid in accordo col fatto che
d2(C) non é completo. Abbiamo quindi I’esempio di uno spazio non completo d2(C)
in cui esiste il sottospazio M che non soddisfa le proprieta (ii) (iii) (iv). [ |

Corollario 8.4.6 Sia H uno spazio di Hilbert e A un qualsiasi sottoinsieme,
allora A++ € il sottospazio generato da A.

Dimostrazione. Sia M un generico sottospazio di H contenente .4, allora
A C M da cui (??7riferimento??) A+ C M+t e AL C ML Per la (id)
del teorema 8.4.3 ML+ = M, allora A+ C M, per qualsiasi sottospazio M
contenente A. Dato che, per il corollario 1.6.5, At & un sottospazio allora
A+L & il pin piceolo sottospazio di H contenente A. O
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8.4.1 Equivalenza antiunitaria fra uno spazio di Hilbert H
e il suo duale topologico H*

Ricordiamo che I'operatore D : H +— H* definito per ogni x € H dalla relazione
D, = (x| é antiunitario, in quanto antiisometria da H in H* che risulta essere
suriettiva per il punto (v) del teorema 8.4.3 che assicura che per ogni | € H
esistie © € c¢H* tale che D, = (x| = I. Potremo definire su H* il prodotto
interno

(8.7) <Dw|ﬁy> ::W

che rende H* uno spazio di Hilbert antiisomorfo a H tramite Poperatore D. La
(8.7) nel caso particolare di y = z, conduce al risultato che la norma indotta da
questo prodotto interno é proprio la norma || || su H*. Infatti

1Dall i= ([ {Dal D2 ) = llzll = 1D loc

In questo modo lo spazio di Hilbert H ¢ identificato col suo duale H* tramite

I’antiisomorfismo D.
H = H*

Esempio 8.4.7 Su L»(I) il prodotto interno é dato da

(flg) = /I‘mg(w) dz

e percio, fissato f € Lo(I), il funzionale Dy : La(I) — C definito da Dy := J; dx f(z)()
é lineare e continuo, ossia é un elemento di L2(I)*. In questo caso potremo definire su
Ly (I)* il prodotto interno

(b10,) - T - [[Fworin - [ o

da cui si induce la norma

D51 =/ {Do1Ds) = [ 1 5@ 12 da =171 = 1Dy

Pertanto ’operatore X
D: Ly(I) = L2(I)", f — Dy

é un’antiisometria suriettiva che permette di identificare lo spazio di Hilbert Lo(I)
con il suo duale Lz(I)". In particolare si ha che L2(1)* = {Dy : f € L2(I)} e in pilt
IDslloo = IIf]]; ove ||f|| é la seguente norma indotta dal prodotto interno

1] = ,//I | f(@) |? da

mentre ||D¢||c é la norma introdotta sul duale di uno spazio lineare normato

1Dsllse = sup{| D¢ (g) |: llgll = 1}-
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Nei paragrafi precedenti ci siamo occupati degli spazi con prodotto interno
e abbiamo visto che ogni spazio con prodotto interno S, se non é completo, puo
essere completato tramite uno spazio di Hilbert H contenente S come sottova-
rieta lineare densa in H. Siamo quindi portati a considerare coppie (S, H), ove
S é uno spazio con prodotto interno e H é uno spazio di Hilbert, soddisfacenti
le condizioni

(i) SCH
(i) S=H

Per cio che riguarda i duali di tali spazi potremo considerare il diagramma
non chiuso

S D(S)
H=—L—=H —> 5"

Cid che vogliamo verificare ora é che esiste un operatore unitario D : H* —
S* che permette l'identificazione dei due spazi duali H* e S8*, chiudendo il
diagramma precedente nel seguente modo:

S i D(S)
L D g —L2 SL

Tenendo presente il principio di estensione espresso nel teorema 8.2.3, ricavi-
amo che

(iif) per ogni I € 8* esiste un’unica estensione [ € H* tale che ||I]joc = ||I]|os
La (iii) permette quindi di introdurre ’applicazione
(iv) S* — H*, 1 —1

D’altra parte per ogni [ € H* esiste un unico elemento | € S*, precisamente
=1 [S, la restrizione di lad S , tale che costruita la sua estensione [ secondo
la (iii) si abbia [ = 1.

In questo modo la (iv) istituisce una corrispondenza biunivoca fra §* e H*
che é ovviamente lineare e che in pill, grazie alla relazione ||I]|sc = ||I||s, ¢ una
isometria. Pertanto, la (iv) definisce un isomorfismo fra gli spazi di Banach S&*
e H*.

Proposizione 8.4.8 D(S) ¢ denso in S*, ossia D(S) = S*.

Dimostrazione. Sappiamo che & = D(S) e percid pure S = D(S), ma essendo
S = 'H ne ricaviamo che H = D(S). D’altra parte H = H* e percido H* = D(S);
ma per quanto ora dimostrato H* = §* e quindi §* = D(S). Essendo D(S)

-
S* non potra che essere D(S) = S*. O







Capitolo 9

Trasformata di Fourier e
operatore di
Fourier-Plancherel

9.1 La trasformata di Fourier su S(R)

Uno dei pitt importanti operatori unitari della Fisica Matematica é la trasfor-
mata di Fourier delle funzioni appartenenti a S(R). In questo paragrafo, per
motivi di chiarezza che saranno facilmente compresi, useremo il simbolo S(R, x)
per indicare lo spazio delle funzioni di classe C*° su R a rapida decrescita al-
l'infinito, in cui si intende che il singolo vettore ¢ € S(R,z) é una funzione
della variabile z. Ovviamente S(R, &) ¢ lo spazio delle funzioni la cui variabile
indipendente é &, di classe C*° e a rapida decrescita all’infinito.

Teorema 9.1.1 (i) Per ogni ¢ € S(R,x) la sequente definizione € ben posta:

n o 1 e —ifx
»(&) = E/—oo e o(z)dx

e la funzione cosi ottenuta ¢ é un elemento di S(R,¢)
(ii) Per ogni ¢ € S(R, &) la sequente definizione € ben posta
R | e itw
i) = o= [ ol
e la funzione ¢ cosi ottenuta ¢ un elemento di S(R,x).

Dimostrazione. Fissato un valore £ € R, la funzione e_‘f“‘(b(x) appartiene a
S(R,x) per ogni ¢ € S(R,x) ed in pit

h
1422

|70 () |=] d(2) |<

e ha senso (sacri testi 7?) lintegrale improprio

+o0 )
/ e T ¢(z)dr € C

— 00
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e questo permette di definire una funzione della variabile £

n 1 e —iéx
o(&) = E/_m e ¢(z)dx

Si tratta ora di verificare che ¢ € S(R, ¢). Consideriamo

j;ﬁ(g) dfk{ T / iy )dm}

+o0o
= E /_ (—iz)ke "% ¢(x)da

da cui, per ogni intero positivo p fissato, segue che

dk . +O<> k dre—i€w
06 = o= [ i s
= integrando per parti =
1 dr—le i

= — < (—iz) () ————
- e { e |

_ /*“ Pl e d(—ix) o (x) dx}

(=)~

“+oo

dap—1 dx

= iterando questo processo p volte

(P [T e dP(—ik) ()
= Tor /700 e % dar dzx

Essendo ¢ € S(R, x), pure (—iz)*¢(x) € S(R,z), e percid anche

dp
dzp

—00

[(—iz)*¢(z)] € S(R, )

e quindi questo integrale é ben definito, e percio, fissati p e k, avremo che:

b L| [T e dP(—ia)* ()
p & _ itz R
da cui segue
| dP(—i)* o ()
_ R
&r éh,gczﬁ( ‘ M/ T de, V¢ e
e percio esistera una costante Cp, tale che
dr .
sup fpd§k¢(f)' = Chr
Da cio segue che ¢ € S(R, ¢). In modo analogo si verifica la (ii). O

Definizione 9.1.2 Per ogni funzione ¢ € S(R,x), si chiama trasformata di
Fourier di ¢ la funzione ¢ € S(R,E) definita da:

RSN S e
d(&) == \/ﬂ/—oo e o(x)dx
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mentre si chiama trasformata inversa di Fourier di ¢ € S(R,&) la funzione
¢ € S(R,x) definita da:

1 +ee 1T
i) = = [ B CL:

22
Esempio 9.1.3 La trasformata di Fourier della funzione ¢(z) = e~ 2 é la funzione

- & . . . .
¢(€) = e~ 2 Infatti, cominciamo col considerare 'eguaglianza

1 /+°° —igr -z 1 /+°° —(eti6)? -2
— e e 2dr=— e 2 e 2 dx
V2T J oo V2T J o
1 g2 [t
= e 2 e’ rac—(x + i€)*2dx

V2T — oo

Si tratta ora di calcolare I'integrale a secondo membro. A questo proposito, si consideri
2

-z
la funzione complessa e 2~ e calcoliamone l'integrale curvilineo

_.2
/ e 2 dz
r
lungo la curva I' costituita dai segmenti:
Il = [7ﬂ7/8] ]2 = [Baﬂ+7'a] I3 = [ﬁ‘i’lO{, 7ﬁ+la] ]4 = [7ﬁ+2a775]

ove a e  sono due numeri reali positivi.
2

—z
La funzione e 2~ ¢ analitica su I" e nelllinterno di I e percio, per il teorema
integrale di Cauchy, l'integrale curvilineo in esame ¢é nullo.

Inoltre
—z2 @ —(B+tiz)? «
/ e 2 dz / e 2 idx S/
Iy 0 0

—p%2 [ 22
—=e 2 e 2 dx
0

questo secondo membro, fissato «, tende a zero per § — 400 e percio

82 22 i[iac}
—|E =y
_ e [2 3 3

.2
/ e 2 dz— 0per 8— +0
Iz
ed analogamente si verifica che
-2
/ e 2 dz — 0 per B — +o©
JI1y4

Percio avremo che:

L2 L2
lim e 2 dz= lim e 2 dz
B— o0 I3 L—o0 I
ovvero 5 ) p
. _(z+ i« . _z2
lim e gdwz lim e 2 dx
B—oo —B B—oo -8

da cui, passando al limite per 3 — oo,

+oo _(I_H&)Z +oo 22
/ e 2 dw:/ e 2 dr=+V2r

— 00 — 00
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2
. oo ZZT=
Orasia I = f_+ e 2 dux; allora

+oo 2 oo 2 +o00o +oo —(22+52)
2 s —z s )
I:/ e 2 dm/ est:/ / e 2 dzx ds
J —oo — 00 — 00 — 00
2 oo 2
:/ 71'/ e 2 rdrdf =2n
o Jo

+oo 2
/ e 2 dr=+2m

—o0

Pertanto otteniamo che

Concludendo dunque col risultato che

—¢2

1 +oo ¢ 22
e = —— e'te 2 dx
V2T [oo

|
Esempio 9.1.4 Verifichiamo ora che
_e2 +oo 222
leﬁ = 71 / e_ixgeT dx
(e} V2T J o
—a?a?
ovvero, la Trasformata di Fourier della funzione ¢(z) = e~ 2 , con o # 0, é la
funzione
- 1 *‘1252
= — 2
3O = ~e
Infatti,

222 —(aw)2 1 -2

1 +oo 72‘15[ > }d . 1 1 +oo ,—L(Q)(az) > d( ) _ 20z
m7w€ e ‘T—a\/ﬁiwe e azxT —ae

Si osservi che ¢(z) = e~ 2 _ é una funzione con un picco nell’origine, monotona decres-
cente per x — 400, la cui larghezza del picco é proporzionale ad o?. Analogamente,
la sua trasformata di Fourier

~ 1 =2
o(e) = Tem?
e
é una funzione con picco nell’origine, monotona non decrescente per x — =+oo, la cui
larghezza del picco é proporzionale a a—lg Pertanto, quanto piu é stretto il picco di ¢,

tanto piu é largo il picco di ¢ e viceversa. |

Esercizio 9.1.5 Con un procedimento analogo a quello dell’esempio ora m’stq},
st verifichi che la trasformata di Fourier della funzione gaussiana ¢(x) = e~ 7*

€ la funzione
MO = e
= e =7
W2

Riassumiamo questi risultati nella seguente tabella.

funzione ¢(z) | trasformata di Fourier ¢ (&)

2 &2
e 2z e 2

_ a2g? 1 7i

e 2 = 2a2

@ 2

£

e’ ]

V2
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Proposizione 9.1.6 Sia ¢ € S(R, JI) la tmsformata di Fourier della sua com-

plessa coniugata soddisfa le relazioni gb b e qS QS
Dimostrazione. Considerando che

+o0 oo e
/ e—i{xwx)dx :/ mdx :/ et g(x)dx

— 00 —00 — 00

la relazione ¢ = ¢ é cosi dimostrata. L’altra relazione si ottiene in maniera
analoga. O

Proposizione 9.1.7 Sia ¢ € S(R,x) e g € S(R, &) allora vale la relazione:

(9.1) /_m (©)d(E)e de = /m (z +y)dy

Dimostrazione. Infatti il primo membro della (9.1) é uguale a:

/_‘:’ 9(§) {(27r)_2 /_:o e_it5¢(t)dt} ¢i7 g
=en? [ seesaf o

+0o0 +oo
:/ Gt — 2)p(t)dt :/ 9(y)o(z +y)dy

—00 —00

Proposizione 9.1.8 Per ogni ¢ € S(R) si ha che p=¢ ¢ ¢ = ¢
Dimostrazione. Infatti, fissato un § > 0, se consideriamo la trasformata di

Fourier di g(d - £) al posto di g(§) avremo

“WEG(6 - £)dE = —— )W dt

1 [t
t
(S\/ 2 /;oo g(
L.y
=57(5)
Pertanto la (9.1), nel caso della funzione ¢(¢d - §) diviene

“+o0 R +oo
| a-ad@etac =5 [ o (%) otat iy

— 00

L /+oo

- / 3()(z + dy)dy

2

7"'2 . ~ E: . .
assumendo g(z) = e~z e ricordando che §(y) = ez, ricaviamo la seguente
relazione per d tendente a zero:

“+ o0 “+ o0

2 5(6)e"Ed = () / ot dy = Varo(e)

— 00

lim
0—0 J_
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da cui

1 /+O° i€ 3V d
ovvero
(9:2) Yo € S(R) & =0,
In maniera analoga si dimostra ’altra uguaglianza
(9.3) Vo € S(R) = ¢,

O

Teorema 9.1.9 Se ¢ € S(R,z) allora é verificata la sequente egquaglianza di

Parseval
+oo +oo
[ e pas= [ jae P

— 00

Dimostrazione. Verifichiamo che é soddisfatta ’eguaglianza. La (9.1) propo-
sizione 9.1.7, nel caso particolare in cui z = 0, assume la forma

(9.4) | " ge)de)de = | o "

Considerata la (9.4) nel caso particolare g(§) = 5 e ponendo y = x avremo la

/ j«é@)ﬁdﬁ -/ :o Hx)p(a)dn

= per la proposizione 9.1.8 =
+oo 3

- / H()p(x)da

— 00

sostituendo in questo risultato la (9.2) avremo che

+oo +oo
JEECIR Y AR

9.2 La trasformata di Fourier come operatore
unitario su S(R, )

Nel paragrafo 9.1 abbiamo visto che se ¢ € S(R, ), la sua trasformata di Fourier

o(¢ e " g(x)dx

“+oo
\/ 2 /
é un elemento di S(R, ). La corrispondenza che associa ad ogni funzione dello
spazio S(R,z) la sua trasformata di Fourier nello spazio S(R,¢) permette di
introdurre un operatore che, verificheremo in questo paragrafo, é un operatore
unitario.
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Definizione 9.2.1 L’operatore, ovviamente lineare,
F:SR,z) — S(R, ), ¢ — F(¢) = ¢

st chiama operatore di Fourier-Plancherel su S(R,z). Analogamente si puo
introdurre l’operatore lineare

F SR, €) — SR, z),1 — F() ==

Teorema 9.2.2 L’operatore di Fourier-Plancherel F é unitario ed in pit il suo
inverso € l'operatore F.

Dimostrazione. Dal teorema 9.1.9, paragrafo 9.1, abbiamo che per ogni ¢ €
S(R, z) vale 'uguaglianza

+oo +oo
[ e Pas= [ 1ée P ae

Ma essendo ¢ = F(¢), e ricordando come é definita la norma in S(R), ricaviamo
da questa relazione che:

9]l = [[F (&)l per ogni ¢ € S(R, x)

Pertanto F ¢é una isometria. La suriettivita della F si ottiene osservando che
dalla (9.3), proposizione 9.1.8 del precedente paragrafo, si ha 1) = 4. Pertanto,

per ogni ¢ € S(R, £) esiste ¢ € S(R, z) tale che F(4) = ¢ = ¢, ossia 'operatore
F é suriettivo.
Infine considerato che:

abbiamo ottenuto le relazioni
Fo .7:— = IS(]R,&) e .71—0.7: = IS(R,m)

e percio §
F=F"
O

Nelle applicazioni tradizionali della Meccanica Quantistica viene usata una
definizione di operatore di Fourier-Plancherel leggermente diversa da quella da
noi presentata. Precisamente, posto h = %, ove h = 6,625 - 10727 erg sec é la
costante di Planck, si consideri I'operatore

Ur : S(R,z) — S(R, p)

definito da

+oo s
(9.5) Urd)(p) = / e H () da
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e I'operatore

definito da
1 Hoo

—1 _
(0.6 U = o= |

Gli operatori F e F~! si possono considerare dei casi particolari di Up e Up
qualora in questi ultimi si ponga A = 1. Inoltre, se si ripercorrono le di-
mostrazioni che hanno condotto al teorema 9.1.1, utilizzando gli operatori Up
e Up~t al posto di F e F~1, si ottiene ancora che Ur e Up ! sono operatori
unitari di cui I'uno é I'inverso dell’altro.

Osservazione 9.2.3 Facciamo osservare che vale la relazione formale,
ma matematicamente non corretta

+oo oo
(0.7) ai ) TV eladrde = o)
infatti, se ¢ € S(R, z) allora

Ure)(€) = efﬁ ¢(x)dw

F

da cui

1 1 —+oo —+oo i
Ur oUrd)(mo) = 5oz [ eFE0de / € (2)da

= formalmente =
OO (o)
— —5é(z—z0
= H(a)dnde

ma essendo Up "t oldp = Is(r,+) ne segue la (9.7). Si faccia attenzione che
il passaggio formale ora considerato non é matematicamente corretto.

Ricordando il comportamento del funzionale delta di Dirac centrata in xo

potremo porre
H Y R S PIP
— +&(x—xo
oy = [ ([T et e otayas

(5

da cui si ottiene la seguente trascrizione formale della funzione delta di
Dirac centrata in xg

1 [T

ﬂ e%&(ﬂc—wo)dg

0z (z) = formalmente =

Questa scrittura formale a volte viene usata dai fisici teorici, ma essa é
matematicamente sbagliata perché la funzione integranda non é integra-
bile, né secondo Riemann né secondo Lebesgue.

Gli elementi dello spazio S(R) sono, in particolare, funzioni infinitamente
differenziabili e percid assume un certo interesse considerare le trasformate di
Fourier delle varie derivate

Proposizione 9.2.4 Se ¢ € S(R) avremo che valgono le relazioni:
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(1) (F¢)(&) = iF (o)
(i) (Fo'™)(€) = (i€)"F(¢)

Dimostrazione. Poiché

+oo
(FONE) = o= / e ! (2)dx

integrando il secondo membro per parti e ricordando il comportamento di rapida
decrescita all’infinito della ¢ avremo che

F(@)(©) = jz?{ o) - [ ;( i€)e™ € g(a m}:

_ U8 [T ey e = (i6)(F)©)
Vor )

Dimostriamo la (ii) per induzione su n. Abbiamo ora verificato che essa é vera
per n = 1. Consideriamo ora

() T e gg(n)
FONE = o= [ @)

= \/% {e—z£w¢(n—1)(x)‘

—(—i¢) [ ;OO e%“”(mdz}

:\(/i;) i s ()
™ J—c0

procedendo in tal modo otteniamo il seguente risultato

oo

—00

)" +oo )
(Fom) © = U5 [ oo
= (i€)" (Fo)(©

Definizione 9.2.5 Siano ¢ e ¢ € S(R), si dice convoluzione ¢ 1) la funzione
definita da:

@0 = [ :o Bz — yy(y)dy
Proposizione 9.2.6 La convoluzione soddisfa le sequenti proprietd:
(i) b+ € S(R)
(i) F(o# ) = Mf( \F()
(i) F(6 ) = -=F(0) « F(v)
(i) pxtp=px
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Dimostrazione. Dal fatto che F é un operatore unitario segue che
(FU) | F(9)) = Ulg), 9.9 € SR2)
Prendendo y fissato e ponendo f(z) = ¥ (z) e g(z) = ¥(z) avremo che
(Fe3(@) | Fu@)) = (¢"5(a) | ()

Ma poiché

+oo

(e59(@) | w(@)) = / "V g(2) i (x)dx = V2R F(94)

— 00

ed essendo

(F (" 5(a)) ‘]—" )
/ :O{m / e >}<fw><s)d£
/ M{m/ o ¢<w>dw}(fw><£>ds

_ / (Fo)(y — )(F)(€)de = F(9) = F(¥)

ne ricaviamo la (iii)
1

Var

Se ¢ e 1 € S(R) allora per la (ii), teorema 9.1.1 paragrafo 9.1, pure F1(¢) e
F~1(1)) sono elementi di S(R) e percid applicando il risultato ora ottenuto a
queste ultime funzioni avremo che:

V2rF(FH¢) - FH (W) = ¢ * 1

ACEDES F(¢) * F(4)

Ma se F~1(¢) e F~1(z)) appartengono a S(R) pure il loro prodotto é un ele-

mento di S(R) e quindi la trasformata di Fourier di F~1(¢) - F~1(¢)) é ancora

un elemento di S(R). Ne concludiamo che il primo membro della precedente

uguaglianza é un elemento di S(R) per cui non potra che essere ¢ * 1) € S(R).
Infine

+o0 +oo
Flowi) = 2= / e dp / o(z — y)(y)dy

+oo +oo )
m/ v [ o e
+o00 ) +o0 .
:E/_ e~ (y)dy / e eV G (@ — y)d(x — y)

—L e —ily oo —iéh
- = / )y / g
= V2rF(¢) - F(¢)
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Rimane da verificare la (iv). Dalla (ii) otteniamo che
F(ox 1) = V2rF () F () = F(v %)

e percio

FlF(pxY)=F ' FYxp)dacui pxyp = * ¢

Proposizione 9.2.7 Lo spazio lineare complesso S(R) munito del prodotto di
convoluzione

S(R) x S(R) — S(R), (¢,¢) = ¢+ ¢
€ un’algebra associativa abeliana.
Dimostrazione. La (i) proposizione 9.2.6 assicura che la definizione di pro-

dotto di convoluzione é ben posta. Inoltre, non é difficile verificare che sono
soddisfatte le condizioni

(9-8) (1 +d2) ¥ =1 ¥+ P2 x ¢
(9.9) ¢ x (Y1 +92) =Y * Y1+ P x o
(9.10) a(dx ) = (ag) x1p = ¢ * (1))
(9.11) ¢ (Exn)=(px9)xn

Proviamo a dimostrare la (9.8).

+oo +o0o

¢mx—mw@wy+/ (& — )b (y)dy

—00

/+wwr+®ﬂw—ww@my:/

—00 —00

Anche le altre proprieta sono di facile dimostrazione. La abelianita del prodotto
di convoluzione ¢ stata dimostrata nella (iv) proposizione 9.2.6. O

L’algebra associativa abeliana costituita dallo spazio lineare S(R) con il
prodotto di convoluzione, puo essere munita della norma della convergenza in
media

+oo
nwhz/ | (x) | da

— 00

Questa norma, oltre a soddisfare le condizioni tradizionali
(i) [l¢lly =0sse o =0

(i) [laglls = a | ¢l

(iil) f¢ 4+l < ol + 1l

ove la (ii) e la (iii) coinvolgono rispettivamente il prodotto per scalari e la somma
in S(R), soddisfa 1'ulteriore condizione che coinvolge il prodotto di convoluzione

(iv) [lo* 9l < ol 9]l
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Infatti

+oo +oo
\|¢*w||1:[ ‘/ o — y)uy)dy| de

+oo +oo
g/m da:/m (@ —y) || () | dy
+ +o0

=[m|w<y>|dy[ 6z —y) | diz—y) = |l ]l

Un’algebra munita di una norma soddisfacente la ulteriore proprieta (iv), rela-
tiva alla operazione di moltiplicazione, si chiama algebra normata. Se, rispetto
alla metrica introdotta dalla norma risulta che I’algebra é uno spazio metrico
completo allora si parlera di  algebra di Banach o B-algebra. Dai risultati
visti precedentemente si ha che S(R) non é un’algebra di Banach ma un’algebra
normata abeliana.

Esempio 9.2.8 La funzione B e sua relazione con la funzione T’
Per p > 0 e ¢ > 0 si definisce funzione beta, indicata con B(p, q) la funzione

1
Bp.o) = [ & (1= s
0
Verifichiamo che vale la relazione

_TI'(p) T(q)
B(p,q) = m

Infatti, introdotta la funzione appartenente a S(R)
tP~le™" pert >0

fo(t) =
0 pert <0

si ha che

/:o fp(t)dt = /Ooo P le tdt = T'(p)

Introdotta la convoluzione h = f, x fg e considerata la (ii) proposizione 9.2.6 si ha il
seguente risultato

/ :O Uy t))te = ([ :oe”“fp(m) a) ([ :o ¢ fy(a)de

Nel caso particolare di £ = 0 la precedente uguaglianza diviene

(0.12) [ haye =1y @)

— o0
Calcoliamo in un’altra maniera il membro a sinistra. Poiché f, e f; si annullano
sul semiasse reale negativo sara

[e%S) —x [T, p—1 _ q—1 r
) = | fp<t>fq<x—t)dt:{g ot e e = 0

Il cambiamento di variabile t = ux fornisce per x > 0 la funzione
1
h(z) = e "gPTe! / wP (1 —w)? e = e 2P T B(p, q)
0

pertanto

+o0 Foo
/ h(z)dz = B(p,q) / =21 dy = B(p,q) '(p + q)

— 00 — 00

sostituito questo risultato nella (9.12) otteniamo la relazione cercata. |
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9.3 L’operatore di Fourier—Plancherel su L-

Nella precedente sezione abbiamo introdotto 1’operatore unitario di Fourier—
Plancherel

F:SR,z) — SR,
definito da

+o0
(0.13) FONO = o= [ olada

Essendo S(R,z) una varietd lineare densa nello spazio di Hilbert Ly(R,z),
per il principio di estensione, esistera un unico operatore unitario, che in-
dicheremo ancora con F : Ly(R,z) — Lo(R,€), estensione dell’operatore di
Fourier-Plancherel definito dalla (9.13), secondo il diagramma commutativo

Ly(R, 2) —Z> Ly(R, €)

In questo paragrafo forniremo un’espressione concreta dell’operatore di Fourier—
Plancherel in Ly(R). In primo luogo dimostriamo il seguente teorema.

Teorema 9.3.1 Per ogni funzione f € La(R,x) valgono le sequenti proprieta

(i) qualungue sia N, Uintegrale

N

£ 1 —ifx
n©= o= [ s
€ una funzione di Ly(R,E)
(ii) esiste una funzione f € Ly(R,€) tale che:

Jim | fy = flla =0

(iii) questa funzione f soddisfa l'uguaglianza di Parseval:

[ Tiera= [ e e e

—00

Pertanto, per ogni f in La(R, x) la funzione f € ancora un elemento dello spazio
di Hilbert L2(R, €), chiamato trasformata di Fourier della f, e la (ii) puo essere
posta nella forma

(9.14) f(€)=2— lim (\/12777 N e_ifmf(x)dx>



162 CAPITOLO 9. Trasformata di Fourier

Dimostrazione. Sia f una qualsiasi funzione di Ly(R, x) nulla al di fuori del-
I'intervallo (—a,a). Sotto queste condizioni, indicato che A = {z € (—a,a) |
f(z) |< 1}, avremo che:

/_;OO|f(ﬂc)|dx=/A|f(:r)|dm+/(_a,a)/A|f(x)|dx<

§2a+/ | f(z) |* dz < 400
(—a,a)/A

e percid f € L1 (R, x), da cui segue:

'/m e %% f(x)dx

— 00

+oo
§/ | f(z) | de < 400

—0o0

ossia esiste 'integrale

n 1 e —ilx
f(f)zﬁ/_oo e f(z)dx

Sia ora {¢,} una successione di funzioni in S(R, ), nulle al di fuori dell’in-
tervallo (—a,a) e convergenti a f secondo la norma di Lo(R, x):

(1) lim ”f - ¢n||2 =0

Dalla (1) segue che la successione {¢,, = F¢,} delle trasformate di Fourier delle
¢on € S(R,z) é di Cauchy in Ly(R,x) in quanto, per la uguaglianza di Parseval

16 = Smllz = 165 — $mllz = 0 per n,m — oo
Essendo lo spazio Ly (R, §) completo, esistera g € Lo(R, §) tale che:
(2) lim ||, — gl|2 = 0

Dalla (1), ricordando che su di un intervallo limitato (—a,a) la convergenza
in media quadratica implica la convergenza in media, avremo che pure

(3) lm||f = ¢nlls =0

e cio implica che la successione {(;Abn = F¢,} delle trasformate di Fourier delle
¢y, é uniformemente convergente alla funzione f. Infatti

F 5 1 e —i€x
(F=dn| == | [ @) = ouwe | <
1 oo 1
<= [ 1@ = su@de = —=If = éul

ottenendo quindi che
(4) lim | §p = flloe =0

> Verifichiamo ora che f = g q.d. su R. Sia infatti N := {z € R :
f(z) # g(z)}, e supponiamo per assurdo che la sua misura secondo Lebesgue
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sia strettamente positiva, m(NN) > 0. Se per ogni fissato § > 0 poniamo Nj :=
{z e R:| f(z) — g(z) |> &}, la precedente condizione (4) impone che esiste un
do > 0 tale che m(Ns,) > 0. Per ogni n > 0 si ha

~ 2 ~
(5) (160 =l) = [ 16ue) o) [ da
N,
Ora essendo ||, — flloo — 0, esistera ng > 0 tale che risulti

| fula) — () |< 2

, per ogni n > nyg

2
Per ogni © € N, avremo che | f(z) — g(z) |> 6 mentre | f(z) — ¢n(z) |> %0
ovvero — | f(z) — dn(z) [> —% da cui, sommando membro a membro
50 <| f(2) = g(2) | = | f&) = dul@) <] dulw) — g(2) |
e quindi la (5) assume la forma

(%)iMN%)<[gAéM@—ﬂ@ﬂﬁdx§Oén—ggf

contro la (2). Concludiamo dunque che f =g q.d. suR. N
Essendo f =2—lim én, avremo che:

122 = [ 1) 2o = tim (honls)’

o o
(6) =lim([|¢nll2)* = (I F]2)* = [ | f(z) [* dz
Ora, presa una f € Lo(R, x), per ogni N > 0 definiamo
_Jf@) |z|sN
‘M@_{o |z|>N

Allora

fn(©) \/%/JFOO e " fy(z)d \/ﬁ/ e %" f(x)dz

é una funzione di Ly (R, §). Siccome 2 — limy_. fn = f, si avra:

Am s = falle =0

quindi, utilizzando la (6), otteniamo

li v — fnlle =
MJ{,H_{OOHfM Inll2=0

Questo implica che esiste f € Ly (R, &) tale che:

fe)=2- hm fyv=2- hm f/ e~ f(2)dx



164 CAPITOLO 9. Trasformata di Fourier

Inoltre dalla (6) otteniamo

+oo R R
[ 1RO P de= 1@l = i (1wl = Jim (In])? =

+oo
— (If]12)? = / | f(2) 2 da

— 00

O

Quanto ora visto riguarda la trasformata di Fourier di funzioni di classe
L2(R), definita tramite la (9.14). Passiamo ora a considerare funzioni di classe
L1 (R). In primo luogo osserviamo che se f é una funzione di L;(R) allora, dalla

‘ /+OO _waf Ydx| < /+OO x)|dr < 400
V2
segue che per ogni £ € R esiste I'integrale

A +oo itw

fo)= o= [ e @

ottenendo in tal modo una funzione da R in C, chiamata trasformata di Fourier
della f in senso ordinario.

Richiamiamo ora il seguente teorema:

Teorema 9.3.2 Se f € L1(R) e {fn} € una successione di funzioni in Ly (R)
soddisfacente la condizione di convergere in media alla funzione f, i.e.

allora la successione di funzioni

ho=—[ :O i€ f (1) do

converge uniformemente alla funzione

n 1 e —ilx
f(f)zﬁ/_oo e f(z)dx

lim || fr = flleo = 0

Dimostrazione. Banale conseguenza della maggiorazione, valida per ogni £ €
R

ovvero

—+oo

e (o) — f()da| <

+oo 1
—m/ a(0) = @) d = —=lfa = Sl

1fa(&) = F(&)] =
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Corollario 9.3.3 Se f € Ly(R,2)NL1(R, z) allora la sua trasformata di Fouri-
er nel senso di Lo(R,x) (9.14) coincide con la trasformata di Fourier in senso
ordinario (9.13), ossia nel senso di L1 (R, x).

i Ooe*ifw r =92 — 1rn 77,§w
(9.15) m/m Flaydr =2~ I <\ﬁ/ f))

Dimostrazione. Considerate le funzioni

_Jf=@) Jz|EN
fN(x){o |z >N

queste funzioni sono elementi di La(R,z) N L1 (R, z). Dal teorema 9.3.1, utiliz-
zando Uipotesi che f € Ly(R,z), segue che esiste la trasformata di Fourier f
della f secondo la (9.14), valendo inoltre che

(1) lim || fy — fll2 =0
ove
£ 7151
In(§ \/ﬂ/ f(z)dz

Siccome la f € Li(R,x), e dal fatto che {fn}é una successione di funzioni in
Li(R, z) ovviamente convergente in media alla f, segue

-N +oo

Indicate con f e fy le trasformate di Fourier della f e delle fy, rispettivamente,
nel senso ordinario (9.3), applicando il teorema 9.3.2 seguira che

lim || fx = flloo =0 2)

Se adesso si ripercorre, a partire dalla (1) e dalla (2), la tecnica dimostrativa

utilizzata nel teorema 9.3.1 e racchiusa fra i simboli . .. <, si ottiene che f = f
|

Esempio 9.3.4 La trasformata di Fourier della funzione di L2(R,z) N L1 (R, z)

f(x)—{l [zl<a cona>0

0 |z|>a

é la funzione

B 1 a _itw 77,.50, ia B \/geifa_efiga
JO=J5 | 10l = G =\ e

f
\/7 sin(a

da cui
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Osservazione 9.3.5 Siosservi che la trasformata di Fourier ottenuta in
questo esempio non é una funzione di L1(R) mentre la funzione di partenza
appartiene a questo spazio. Comunque, dal fatto che f € La(R,z), per
la (ii) teorema 9.3.1, segue che la sua trasformata di Fourier appartiene
ancora a La(R, x).

Esempio 9.3.6 Nel caso piu generale della funzione

1 a<z<b

f(:v)z{ cona<b

0 altrimenti

e procedendo come nell’esempio precedente, si ottiene che la sua trasformata di Fourier
é la funzione
o—ikb _ o—ita

- Ver 3

Esempio 9.3.7 Si consideri la funzione

a

f({t):m, cona >0
Questa funzione é sia un elemento di L1 (R, z) che di L2(R,x). La sua trasformata di
Fourier sara quindi

. 67151‘ 67151

a Hoo a e
f(f):\/T?/_oo m2+a2dx:\/%/_oo (x+ia)+(m—ia)dz

L’integrale al secondo membro pud essere calcolato con il teorema dei residui (vedi
funzioni analitiche), ottenendo

Siamo ora in grado di poter dare l’espressione concreta dell’operatore uni-
tario di Fourier-Plancherel sullo spazio di Hilbert Ly(R), quale unica estensione
dell’operatore unitario di Fourier—Plancherel su S(R) definito dalla (9.13).

Teorema 9.3.8 L’unica estensione unitaria su Lo(R, x) dell’operatore unitario
di Fourier—Plancherel su S(R, z)

F:SR,z) — S(R,E)
definito da
F = L7 e
FNO == [ olada

€ l'operatore unitario

F L2(R7 .13) = L?(R7 g)
definito da

I . 1 N —ifx
(9.16) EN©=2=Jim (o= [ e @
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Dimostrazione. La corrispondenza f — HF f é ovviamente lineare. Essa é
anche isometrica in virtu della (iii), teorema 9.3.1, che si pud anche scrivere
nella forma [|[HFf| = ||f|I-
Siccome S(R,z) C Ly(R,x) N L1 (R, ), per il corollario del teorema 9.3.2 si
ha
per ogni ¢ € S, Fop = HF¢

Pertanto, 'operatore HF é una estensione continua a Lo(R,x) dell’operatore
di Fourier-Plancherel F su S(R). Ora, l'estensione continua di un operatore
unitario su S(R, z) a tutto La(R, 2) é unica ed é ancora un operatore unitario.
Quindi HF é suriettivo. Con questo il teorema é dimostrato. O

Osservazione 9.3.9 Come al solito, e se cid non comporterd ambigu-
ita, nel seguito indicheremo piu semplicemente con F ’estensione unitaria
all’intero spazio di Hilbert L2(R, z) dell’operatore di Fourier—Plancherel
su S(R, x).

A volte, con un certo abuso e mancanza di precisione, si usa indicare
formalmente la (9.16) colla scrittura

D S e
(FAE = 7 / e e

Rimanendo pero inteso che questa é una scrittura formale definita rig-
orosamente dal secondo membro della (9.16).

Corollario 9.3.10 La condizione Ff = Qu implica f = Qu. Questo risultato
puo essere scritto per esteso nel sequente modo. Se

E [OO eflgmf(I)dx =2 ]\/151100 E [N eizézf(x)dx =0
allora f =0 q.d. suR.

Dimostrazione. Banale conseguenza del fatto che 'operatore di Fourier-Plancherel
é unitario e, quindi, invertibile. O

9.4 Proprieta particolari della trasformata di Fouri-
er di funzioni di classe L;(R)

In questo paragrafo ci occuperemo in particolare della trasformata di Fourier
di funzioni f € L;(R) la cui definizione, come abbiamo visto nel paragrafo
precedente, é ben posta e espressa dalla

£ 1 e —ilx
(9.17) fie) = o= [ @)

Ricordiamo che, come dimostra I’esempio 9.3.4 del paragrafo precedente, la
trasformata di Fourier di una funzione di L; (R) in generale non é detto sia anco-
ra un elemento di L;(R), escludendo in questo modo la possibilita di introdurre
un operatore L; (R) — Li(R) tramite la legge f — f.
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Teorema 9.4.1 La trasformata di Fourier di una funzione f € L1(R, x) € una
funzione

(i) limitata;
(ii) infinitesima per | & |— oo;
(ii1) uniformemente continua;

Dimostrazione. (i) La limitatezza di

i 1 e —ifx
fl6) = —= / @)

segue da

~ +oo
F©)1< o= [ 1#@) o= <=1l

(ii) Per ogni funzione ¢ € Lq(R, z) del tipo

¢ x€a,b

¢(2) = exfap)(2) = {0 z ¢ [a,b]

si ha, vedi esempio 9.3.6, paragrafo precedente,

1 e—ifb _ e—i{a
V2T i§

che é una funzione uniformemente continua ed infinitesima per £ — oo.
Ora, ogni f € L1(R, z) é 1 — lim di funzioni a scala. Quindi, per il teo-
rema 9.3.2, paragrafo precedente, f ¢ limite uniforme della trasformata di
Fourier di queste funzioni a scala. Siccome quest’ultime sono infinitesime,
f é pure infinitesimo, in quanto limite uniforme di funzioni infinitesime.

f(&) =

(iii) f é uniformemente continuo in quanto limite uniforme di funzioni uni-
formemente continue.

O
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Capitolo 10

Operatori che ammettono
aggiunto

Operatori simmetrici e
autoaggiunti

10.1 Aggiunto di un operatore
densamente definito

Gli operatori che verranno presi in considerazione nel seguito si intenderanno
definiti su di una varieta lineare di uno spazio di Hilbert H. Gli operatori
verranno quindi indicati indifferentemente con i simboli T': Dy — H oppure
con (Dr, T), a causa dell'importanza della esplicitazione della varieta lineare
Dy che ne costituisce il dominio di definizione.

La richiesta che il dominio di definizione dell’operatore T sia una varieta
lineare di H nasce dal fatto che, nel caso di un operatore lineare, ’essere Dp
una varieta lineare assicura che sono ben poste le condizioni:

(10.1) T(x1 +x2) = Txy + Tay per ogni x1, 29 € D
(10.2) T(ax) = oTx per ogni o € C e ogni x € Dr.

Diremo che l'operatore T é densamente definito in H sse il suo dominio di
definizione é denso in H mentre diremo che T rende stabile il dominio di
definizione Dy sse T(Dr) C Dr.

Esempio 10.1.1 Gli spazi funzionali D(R) e S(R) sono delle varieta lineari dense
nello spazio di Hilbert L2(R) e valgono le seguenti inclusioni insiemistiche D(R) C
S(R) C La(R). Gli operatori

D: D(R)— Lo(R), f — D(f) : = f'

D:S[®)— La(R), f — D(f): = f

sono pertanto densamente definiti in L2(R); inoltre ciascuno di essi rende stabile il
proprio dominio di definizione.
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I due operatori sono da considerarsi diversi tra di loro, pur agendo formalmente
nello stesso modo, in quanto hanno i corrispondenti domini di definizione che sono
diversi. |

Esempio 10.1.2 Gli spazi funzionali P ([a,b]) , C* ([a,b]) , C* ([a, b]) sono delle va-
rieta lineari dense in L2 ([a, b]) e valgono le inclusioni:

P([a’vb]) c c™ ([avb]) - Cl ([a’b]) C Ly ([avb])
Siano dati gli operatori:
D: P([a,b]) = L2(la,b]) , f — D(f) = f
D: €% ([a,8]) = L2(la,b]) , f — D(f) = f'
D: C'([ab) = Lz ([a,b]) , f = D(f) = f'

I primi due sono densamente definiti in L2 ([a,b]) e rendono stabile il dominio di
definizione. Anche il terzo operatore é densamente definito in L2 ([a, b]) ma non rende
stabile il dominio di definizione: se f € C' ([a,b]), la sua derivata f’ non é in generale
una funzione di classe C* ([a,d]) . |

Esempio 10.1.3 Possiamo prendere in esame lo spazio funzionale

C= ([a,0) = {f €C' ([a,b]) : f(a) = f(b)}

che é una varietd lineare densa in Lo ([a,b]), e definire su di esso l'operatore di
derivazione

D: CL([a,b]) — L2([a,b]) , f — D(f) = f.

Un tale operatore permette di scrivere I’equazione differenziale con condizioni al con-

torno
{y’ =g
y(a) = y(b)

nella forma operatoriale piti compatta D(y) = g con y € CL ([a, b]).
Analogamente si puo considerare lo spazio

Cay ([a,0]) = {f €C" ([a,b]) : f(zo) =0}
che é denso in L3 ([a, b]) e Poperatore
D €5, ([ab) = Lz ([a,b]), f = D(f) = f'

L’equazione differenziale con condizioni iniziali

{y’ =y
y(x0) =0

si traduce in questo caso nella trascrizione compatta D(y) = g con y € C;O [a, b].
Naturalmente, é anche possibile introdurre operatori adatti allo studio di equazioni
differenziali di ordine superiore al primo. Per esempio nello spazio

Czo ([a,0)) = {f €C*([a,8]) : f(x0) = f'(x0) = O}
si puo introdurre I'operatore
L = a(z)D* + b(z)D + c(z)1I
ove a(z), b(z), c¢(x) sono funzioni continue in [a,b] e D* = Do D ; la scrittura

L(y) = g con yeCZ ([a,b])
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traduce ’equazione differenziale lineare del secondo ordine con condizioni iniziali

{a(x)y“rb(w)y’ c(z)y = g(x)
y(xo) = y'(x0) =0

+

dove g é una funzione assegnata, a sua volta continua in [a, b]. |

Definizione 10.1.4 Diremo che un operatore T : Dy — 'H € limitato sse esiste
una costante a > 0 tale che ||Tx|| < «||z| per ogni x € Dr. Nel caso contrario
diremo che T' € non limitato.

Proposizione 10.1.5 T ¢é non limitato sse esiste una successione {x,}, con
Zn € Dr e ||zn|| = 1, tale che lim ||Tx,|| = +oo.

Dimostrazione. Infatti, se T' é non limitato per ogni numero reale positivo
a > 0 esiste un elemento &, € Dy tale che ||TZ,|| > a|/Z4]l, ovvero un elemento

To = 7z tale che IT2zo|| > @ e ||zo|| = 1. La proposizione si dimostra
prendendo come particolari « gli interi n € N. O

Esempio 10.1.6 Sia H uno spazio di Hilbert separabile, {u,} una base ortonormale
diHe

D= {a: eH: S n¥(unle)| < +oo} ;
si verifica immediatamente che D é denso in H in quanto per ogni y € H, scritto

nello sviluppo in serie di Fourier nella forma y = > (u,|y)un, esiste la successione
TE = Z::1 (un|z)un € D tale che lim x = y. Sotto queste condizioni, 'operatore

T:D—H,z—Tzr:= E n{un|zyun
é lineare ma non limitato in quanto [|[Tuk|| =k e |Jux|| = 1. [ |
Fatte queste premesse possiamo ora passare a introdurre la nozione di aggiun-

to di un operatore T : D +— H. In primo luogo osserviamo che il sottoinsieme
di H definito da

(10.3) Dr- :={y € H:y* € Ht.c. Vo €Dy, Tzly) = (z|ly*)}

é una varieta lineare di H. Si tratta ora di stabilire una condizione necessaria
e sufficiente che assicuri, qualunque sia y € H, 'unicita dell’elemento y* che
interviene nella definizione ora data di Dr«. A questo proposito, vale il seguente

Teorema 10.1.7 Ad ogniy € D« corrisponde uno ed uno solo y* € H soddis-
facente la condizione

(10.4) Va € Dr, (Txly) = (z[y")
se e solo se T' ¢ densamente definito in H.
Dimostrazione. Supponiamo che Dy = H. Se per y € Dr- esistessero y; e

y5 € H tali che (Tx|y) = (x|y7) = (z|y3) per ogni x € Dr, allora (z|y; —y3) =0
per ogni z € Dr. Essendo Dy denso in H, esiste una successione {x,,} C Dr tale
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che lim z,, = yj — y5. Percio, utilizzando la continuita a sinistra del prodotto
interno avremo che

lim <J:n ||2

Yy —y§> = <1im Ty

Ui —y§‘> = llyi — v

mentre dal fatto che {x, } C D segue che (z, |y} —y3) = 0 e percid lim(x,|y; —
y3) = 0; da questi ultimi risultati segue che yi = y3.

Viceversa, supponiamo che Dy # H; Dr é un sottospazio proprio di H.
Allora, vedi (iv) teorema 8.4.3 a pag. 144 esistera yg € (DiT)L con yp # 0. In
particolare, questo vettore yg sara tale che (z|yg) = 0, per ogni x € Dr, e percid
(T'z|0) = (x|yo), per ogni « € Dy. Pertanto all’elemento 0 € Dy« corrispondono
i due elementi 0, yg € H tali da soddisfare la relazione richiesta. O

Osservazione 10.1.8 Se T é un operatore densamente definito in H,
considerata la varieta lineare Dr+ di H definita dalla (10.3) e utilizzando
i risultati del teorema precedente che assicurano ’esistenza di un unico y*
di H tale che

(Tz|y) = (z|ly") perogni =z € Dr
la applicazione

T : Dp«— H,y > T (y):= y"

é ben posta e definisce un operatore lineare da Dr+ in H, ove la linearita
di T* é conseguenza della linearita a destra del prodotto interno.

Definizione 10.1.9 Dato un operatore T densamente definito in H, l’operatore
lineare
T : D« = H,y—T"(y) = y*

definito nella osservazione precedente si chiama operatore aggiunto dell’ opera-
tore T'.

Tra un operatore T, densamente definito in uno spazio di Hilbert, e il suo
aggiunto T* vale evidentemente la relazione

(10.5) (Tzly) = (x|T*"y) per ogni = € Dr e ogni y & Dp~.

Gli operatori che interessano la Meccanica Quantistica sono lineari, in gen-
erale non limitati e devono per lo meno ammettere I'operatore aggiunto. Quin-
di, per quanto visto nelle precedenti considerazioni, devono essere densamente
definiti in H.

Osservazione 10.1.10 Nella dimostrazione del teorema 10.1.7 e, quin-
di, nella conseguente definizione 10.1.9, non viene fatta alcun uso della
linearita dell’operatore T'. Pero, pur non essendo T necessariamente lin-
eare, il suo aggiunto é lineare. Inoltre, nulla assicura che il dominio di
definizione dell’aggiunto in H abbia una qualche relazione con il dominio
di definizione di 7. L’unica cosa che si puo affermare é che Dr+ é una
varieta lineare di H che, al limite, pud contenere soltanto il vettore nullo.

Si tenga presente che fra T e T* vi é il legame espresso dalla relazione (10.5)
da cui si deduce che vale anche la relazione

(10.6) (x|Tyy = (T*x|y) perogni = €Dr+ eogni yé€Dr
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Infatti, per ogni © € Dy~ e y € Dy avremo che

(z[Ty) = (Tylz) = (y|T*z) = (T"xly).

Esempio 10.1.11 Gli operatori di shift a destra e di shift a sinistra.

Sia ‘H uno spazio di Hilbert complesso, separabile e infinito dimensionale. Indichi-
amo con {u, : n € N} un sonc in H. Introduciamo i due operatori definiti sull’intero
spazio ‘H e espressi dalle leggi:

Sa@) = 3 (unle)ns
Ss(y) = D {unly)un—1.

n=2

Questi operatori sono ben posti in virtu del teorema di Fisher-Riesz e si chiamano
rispettivamente operatore di shift a destra e di shift a sinistra.

Gli operatori Sg e Ss sono uno 'aggiunto dell’altro, come ora verificheremo. In
primo luogo osserviamo che per ogni y € H esiste y* = Ss(y) € H tale che, per
qualunque x € H, si abbia

(Saly) = 3w (wsealy) = 3 (wnlyzlun—1) =

= <x ‘ Z(un|y>un71> = (z|Ssy)

Pertanto, in virtl della (10.3), Ds,= = H mentre dalla definizione di operatore aggiun-
to segue che (Sq)*(y) = y* = Ss(y), per ogni y € H, ovvero l'aggiunto di Sq é Ss. In
maniera analoga si dimostra che 'aggiunto di S5 é Sgq. Tradizionalmente 1'operatore
Sq viene indicato semplicemente con S mentre I'operatore Ss viene indicato con S™;
d’ora in avanti ci atterremo a questa notazione.

Ricordiamo che ||Sz|| = ||z||, ovvero S é isometrico; perd esso non é suriettivo in
quanto, banalmente, non esiste alcun vettore x € H tale che S(z) = u1.

Per cio che riguarda l'operatore S™ avremo che ||S*z|| < ||z||, per cui S* é limitato
ma non é isometrico. Facciamo osservare che valgono le relazioni

S*oS =1 e SoS*#£1

Verifichiamo la prima delle due, mentre lasciamo per esercizio la dimostrazione della
seconda.

(87 08)(z) =5 (Z(Un|$>un+1> = Z <uj > (unla) un+1>ua‘4
=3 > (lungr) (unlz)us1 = (uplz)u, =z

j=2n=1 n=1

Definizione 10.1.12 Dati due operatori Ty : D1 — H e Ty : Dy — H nello
stesso spazio di Hilbert H, diremo che essi sono uguali, e scriveremo Ty = Ts,
sse Dy =Dy e Ti(x) = To(x) per ogni x € Dy = Ds.

Diremo che Ty ¢ una estensione di Ty, scritto Ty < Ty, sse D1 C Dy e
Ty (x) = Ta(x) per ogni x € Dy; in tal caso si usa anche dire che Ty € una
restrizione di 1. Diremo che Ty € una estensione stretta di T1, o che Ty € una
restrizione stretta di Ts, scritto Ty < Ta, sse D1 C Dy e Ty (x) = To(x), per ogni
xr € Ds.
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Esempio 10.1.13 Negli esempi visti prima si ha
(P (la.b]) , D) < (€ ([a,b]), D) < (€' ([a,0]) , D)

analogamente

Definizione 10.1.14 Diremo che un operatore lineare A é simmetrico sse Dy =
H e A< A*, mentre diremo che esso € autoaggiunto sse Dy = H e A = A*.

Ovviamente, ogni operatore lineare autoaggiunto é anche simmetrico. In-
oltre, dalla definizione di operatore aggiunto segue facilmente che:

(i) Un operatore lineare A densamente definito in H é simmetrico sse

Ds CDa- e (Azly) = (z|Ay) per ogni z,y € Da.

(ii) Un operatore lineare A densamente definito in H é autoaggiunto sse
Da=Da e (Azly) = (z]|Ay) per ogni z,y € Da.

Esempio 10.1.15 Operatori di moltiplicazione per funzioni in La(R™).
Considerato lo spazio di Hilbert Lo(R"™) sia k;, : R™ — C una funzione di classe
C* a valori complessi. Possiamo introdurre 'operatore

Qv : Dy — La(R™)
definito da

(10.7) (Quf) (z) == ku(z)f(z)

sul seguente dominio di definizione
(10.8) D, ={f€L(R"):Q.f € Lo(R")}

Ovviamente D, é una varietd lineare di L2(R™), densa in questo spazio di Hilbert,
perché contiene la varieta lineare D(R™) costituita dalle funzioni prova a supporto
compatto.
L’aggiunto di questo operatore é 1'operatore, il cui dominio di definizione é ancora
Dv
(Q)" : Dy > La(R")

definito da
(10.9) Q)" (@) = h@ (@)
Infatti
@flo) = | R@f@owiz= [ 7@ [BEow)]d

I
T~
~

Da questo risultato segue che se k, é una funzione a valori reali allora @), é un operatore
autoaggiunto.
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Se k. é una funzione a valori complessi, misurabile e limitata (non necessariamente
di classe C*°), allora l'operatore

Qv : La(R™) — La(R™)

definito da
(Quf)(z) == kuv(2)f(2)

ha dominio di definizione coincidente con l'intero spazio La(R™) ed é limitato. Infatti

QAP = [ W@Plr@lde < k117

e quindi
1Qul < kw12,
L’aggiunto di questo operatore é 'operatore

(Qu)" : La(R") > L(R™)

definito da 7
(Qv)" f] (z) = ku(2) f(2).

Esempio 10.1.16 Operatori di moltiplicazione classici in L2(R™).
Tra le funzioni di classe C*° su R™ e a valori reali vi sono gli n proiettori canonici

n .
m R =R, (z1,22,...,%n) — mi(T1,T2, ..., Tn) = T; 1=1,2,...,n

In questi n casi gli operatori di moltiplicazione introdotti nell’esempio 10.1.15 si
traducono negli n operatori di moltiplicazione classici

Q1D1D—>L2(Rn) i:1,2,...,n

definiti da
(Qif) (z) == zif(z)

sul dominio di definizione
D= {f € L2(R") : wi f(z) € L2(R")}

Per quanto visto nel caso generale questi operatori sono autoaggiunti. ]

Ritornando ora a considerare un generico operatore T', densamente definito
in H, abbiamo precedentemente visto che esso ammette ’operatore aggiunto 7™;
in generale non é possibile stabilire alcun legame fra i domini di definizione Dy
e Dr+ e non é possibile dire nulla sulla limitatezza di T*. A questo proposito
premettiamo il seguente

Teorema 10.1.17 Se {f,} € una successione di funzionali lineari e limitati,
definiti su'H e a valori in C, che soddisfa la condizione di limitatezza:

per ogni © € H esiste una costante k,, € C tale che |fn(z)| < ky per
ognin=1,2,...

allora

esiste una costante k € C tale che |fp(x)| < k||z|| per ogni z € H e
ognin=1,2,...
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Dimostrazione. Verifichiamo in primo luogo che, sotto le ipotesi del teorema,

e esiste almeno una sfera aperta S(zg,r) e una costante k tale che |f, (x)] <
k per ogni x € S(xg,7) e ogni n.

Infatti, supposto che questa proposizione non sia vera, scelto k = 1 esister-
anno 1 € H e ny tali che |f,,(21)] > 1. Dalla continuitd di f,, segue che
| fn, (x)| > 1 su una opportuna sfera S) € H con centro in z;.

Se la negazione della proposizione di partenza viene applicata alla sfera S
relativamente alla scelta di k = 2 avremo che esisteranno zo € S e ny tali che
| fro(2)| > 2. Anche in questo caso la continuita di f,, assicura lesistenza di
una sfera S(2 C S tale che |f,,(x)| > 2 per ogni x € S,

Procedendo in questo modo, riusciamo a costruire una successione di sfere

SHo8s@ o . osWo . .
tali che:
() per ogni k esiste ny per cui |f,, (x)| > k per ogni z € S,

Se S*) = S, (pr) @ la sfera di centro ¢, e raggio pg, possiamo pensare questo
ultimo sempre pi < %: infatti se pg > % e vale la (x) possiamo restringere il
raggio py ad un valore pj, < % in cui (%) continua a valere.

Fissato un k, V [ > k abbiamo che il centro ¢, € S*) e ¢, € SO D S*)
sono tali che ||¢; — ¢l < 1. Cid significa che la successione dei centri delle
sfere {¢;};2, & di Cauchy in uno spazio completo e quindi esiste il limite co, =
lim; o ¢. Concludiamo che |fy, (¢cso)| = |fo,(lime)| = lm|f,, (¢1)] > k
contro l'ipotesi che la sequenza {f,, (cx)} sia limitata.

In questo modo abbiamo dimostrato che esiste una sfera S(xg,7) e una

costante k tali che |f,,(x)] < k per ogni « € S(xg,7) e ogni n.

Preso y di norma unitaria, ||y|| = 1, e costruito (ry — zg), avremo che
[(ry — x0) — zol| = |Iry|| < r ossia (ry — xg) € S(xo,r) da cui

|fn(ry —x0)] <k per ogni n.

Tenendo presente la limitatezza delle f, ricaviamo che

1 1 2k
£ n @ =11~ Fa(ry = 2o + 20)ll < — (1fn(ry = z0) | + [l fn(z0) ) < ==

Pertanto possiamo concludere che esiste la costante kg = 2k/r tale che

Ifn(y)] < ko per ogni y con J|ly||=1 e ogni n.

Osservazione 10.1.18 Questo teorema pud essere enunciato sotto for-
ma di teorema di Banach-Steinhause: Se {fn} é una successione di fun-
zionali lineari e limitati, definiti su H e a valori in C, che soddisfa la
condizione di limitatezza:

per ogni = € H esiste una costante k; € C tale che |f,(z)| < kg
perognin=1,2,...

allora
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1@

esiste una costante k € C tale che la successione || || = T

k per ogni x € H e ognin =1,2,..., ovvero ¢ limitata.

Facciamo ora alcune osservazioni nel caso di operatori lineari definiti sull’in-
tero spazio di Hilbert H e diamo il seguente risultato preliminare.

Proposizione 10.1.19 Sia T un operatore lineare definito sullo spazio di Hilbert
complesso H : Dy = H. Allora T = O se e soltanto se (Tx|x) = 0 per ogni
T e H.

Dimostrazione. Da fare O

Teorema 10.1.20 Sia T un operatore lineare tale che Dy = H, allora il suo
aggiunto T € un operatore lineare limitato definito sull’intero H.

Dimostrazione. Assumiamo che T* non sia limitato. Dalla non limitatezza
segue che esiste una successione {x,,} C Dr~ con ||x,|| = 1, tale che lim | T*z, || =
0o. Per ogni fissato n, i funzionali

fo: HiCoxs fo(a) = (Talan)
sono lineari e limitati in quanto
[fn(@)] = [(Ta|za)| = (@[T )| < ]| [|T" 2]
D’altra parte, siccome ||z, || = 1 la relazione
[fn(@)] = (Tlz,)| < [Tz per n=1,2...

implica che per ogni z esiste la costante k, = ||Tz| tale che |f,(x)| < k; per
n =1,2... e quindi, dal teorema 10.1.17, segue che esiste una costante k tale
che

|[fn(@)] < Ellz|| per ogni x e n=1,2....

Ma ponendo x = T*x,, la relazione precedente conduce al risultato che
IT*x,| < k per n=1,2,..., contro assunzione che lim||7*z,| = co. O

Risulta spontaneo, visto le complicazioni introdotte dal dover considerare
operatori con dominio di definizione non coincidente con H, cercare di studiare
gli operatori lineari, non limitati e autoaggiunti definiti sull'intero H, elimi-
nando cosi molte difficolta della teoria. Cio pero non é possibile poiché, come
dimostrera il seguente teorema, non esistono operatori di questo tipo.

Corollario 10.1.21 Sia A un operatore definito sull’intero H, lineare e autoag-
giunto, allora A € necessariamente limitato.

Dimostrazione. Se A é definito sull’intero H e lineare allora, dal teorema
10.1.20, si ha che A* é lineare e limitato, ma dall’ipotesi che A é autoaggiunto
(A = A*), segue che pure A é limitato. O
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10.2 Algebra degli operatori densamente defini-
ti in H

L’uso degli operatori definiti su sottoinsiemi di H, anche se non densamente
definiti in H, costringe a porre particolare attenzione ai domini di definizione
soprattutto per cio che riguarda le operazioni algebriche fondamentali che si
possono fare su tali operatori.

Per ovviare a eventuali confusioni, definiamo con precisione tali operazioni
algebriche, qualora si considerino due operatori Ty : D1 — H e Ty : Dy — H.
Precisamente, avremo che rispetto ad essi si possono considerare le seguenti
operazioni opportunamente definite:

(Th+T12) : (D1NDy) = H, z— (T + 1) (z) := T (z) + To(z)
(ThoTy): {x €Dy, : Tox € Dy} — H, x — (Th o T) (z) :=T1 (Ta(x))
(o) : D, — H, z — (aTh) (x) := T ().

Potremo quindi affermare che fra i domini di definizione vi sono le seguenti
relazioni:

Dry4r, = Dr, NDr,
Dor = Dr
DT1+T2 = {.’II S DT2 : TQ(ZL‘) S DTl} .

Risulta facile verificare che questi tre insiemi sono delle varieta lineari di H.
Il problema diventa piu complicato se gli operatori sono densamente definiti
in H e si vuole che anche (T3 +T5) e (11 o T») siano densamente definiti in
‘H, perché in questo caso nulla assicura che Dr, 1, e Dr,or, siano densi in
‘H. Esistono addirittura degli esempi in cui D, e D, sono densi in ‘H mentre
Dr, NDr, = {0}.

Come caso particolare facciamo osservare che se T' ha dominio di definizione
propriamente denso in H e S ha dominio di definizione coincidente con H allora
Dri+s = Dr mentre Dgor = Dr.

Teorema 10.2.1 Siano T,S due operatori in H allora
(i) se Dr NDg € denso in H si ha T* + S* < (T + 5)"
(ii) se a € C allora @T* < (aT)"
(iii) se Dros € denso in H allora S* oT* < (T 0 S)"
(iv) se Dy« € denso in H allora T < T**
(v) T < S implica S* <T*.

Dimostrazione. (i) Chiaramente (T + S)z|y) = (x| (T* + S*)y) per ogni
x € Drys e ogni y € Dy« N Dg-. Pertanto D« N Dg= C Dpyg)- e la (i)
é dimostrata. La (ii) si dimostra in maniera analoga.

(iii) Consideriamo ((T'o S)z|y) = (x|(S* o T*)y) per ogni * € Dros e ogni
Y € Dg+or+. Quindi Dg-o7+ C D7og)+ € la (iii) é dimostrata.
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(iv) Essendo (Tx|y) = (x|T™*y) per ogni x € Dr e ogni y € Dp~ avremo che
(T*y|x) = (y|Tx) per ogni y € Dr« e ogni x € Dr. Da cio segue che
Dr C Dps+ € Tx =Tz per ogni x € Dr.

(v) Sia T < S allora da (Sz|y) = (x|S*y) per ogni € Dr e ogni y € Dg~,
segue che (Tx|y) = (x|S*y) per ogni x € Dy C Dg e ogni y € Dg~.
Pertanto Dg« C Dp« e T"y = S*y per ogni y € Dg~.

O

Corollario 10.2.2 Sia A un operatore simmetrico, allora l’operatore A* am-
mette aggiunto (A*)*, indicato pit semplicemente con A**, e varrd la relazione

A< AT < A"

Dimostrazione. Se A é simmetrico varra la relazione A < A* e se applichiamo
la (v) teorema 10.2.1 avremo che A** < A* infine dalla (iv) segue 'asserto. O

Da quest’ultimo risultato segue che potremo classificare gli operatori sim-
metrici secondo i seguenti quattro casi:

(10.10a) A=A < A" operatore simmetrico massimale
(10.10b) A<A™ =A" operatore essenzialmente autoaggiunto
(10.10c) A<A™ < A"

(10.10d) A=A" = A" operatore autoaggiunto

10.3 Operatori lineari limitati

Abbiamo visto I'importanza degli operatori densamente definiti in H per e-
sistenza dell’operatore aggiunto. Se T" € un operatore lineare densamente defini-
to in uno spazio di Hilbert H e se esso € anche limitato allora, per il principio
dell’estensione 8.2.1 possiamo assumere senza perdere in generalita che il suo
dominio di definizione sia 'intero H.

Vediamo ora alcune proprieta specifiche per questa classe di operatori. Sia
allora T un operatore lineare limitato definito sull’intero spazio di Hilbert H,
ricordiamo che la norma di tale operatore viene definita come

[T|
10.11 T| :=su
(1011) I = sup,y
Ovviamente tale norma puo anche essere calcolata secondo la || T'|| := supy, = | T||-

Supponiamo ora di aver fissato un vettore y € H generico e consideriamo il
funzionale £ : H — C,z — (y|Tz). Questo funzionale & ovviamente lineare,
in quanto LT (ax + f2) = (y|T(ax + B2)) = o (y|Tx) + B (y|Tz) = oLl (Tx) +
B[:Z(TZ). Inoltre Eg ¢ limitato, ossia continuo, in quanto

€5 @)] = [IT2)] < Iyl - [Tl < AT] Iyl ]l

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Schwarz e la limitatezza di T'.
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Per il teorema della rappresentazione di Riesz 8.4.3 per i funzionali lineari
limitati negli spazi di Hilbert possiamo dire che Vy,3 !z : Vo, LI = (z|z),
ovvero tale che

(10.12) (y|Tz) = (z|z)

Siccome per ogni fissato vettore y, I’elemento z cosi ottenuto € unico qualunque
sia x, denotiamo questo vettore z come T*y. In altre parole, introduciamo la
corrispondenza

(10.13) y =Ty

che permette di considerare un operatore T definito sull’intero spazio H che
soddisfa la condizione

(10.14) (y|Tz) = (T"y|z) qualunque sia = e y appartenente a H

Questo operatore ¢ lineare. Infatti presi y1 e yo in H con z; = T*y; e
2o = T*yo avremo che

(y1 +yo|Tx) = (11| Tx) + (y2|Tx) = (21]7) + (22]7) = (21 + 22|7)
= (T"y1 + T"ya|z)

che tenendo conto dell’equazione (10.13) conduce all’identita (T*y; + T*ya|z) =
(T*(y1 + y2)|z), ovvero

(T*y1 +T*y2 — T*(y1 + y2)|x) = 0 qualunque sia x € H

che, per la 1.2.3, implica che T*y; + T*ys = T*(y1 + y2).
Analogamente

(T"aylx) = (ay|Tz) = a (y|Tz) = a (T y|z) = (T yl|z)
per tutti gli # € H, che implica T*ay = oT™y.
Quindi abbiamo dimostrato la seguente

Proposizione 10.3.1 Ogni operatore lineare limitato T su di uno spazio di
Hilbert H ha un aggiunto T* univocamente definito da (10.13) che é a sua volta
un operatore lineare sull’intero H.

Dimostriamo adesso il seguente risultato

Proposizione 10.3.2 L’aggiunto T* di un operatore lineare e limitato T é
anche limitato con

(10.15) 170 = 1Tl
Dimostrazione. Se nella (10.14) prendiamo = = T*y otteniamo
* 112 * * *
IT*yll™ = [ TT y)| < llyll - ITTyll <yl - 171 - [Ty

da cui segue
1Tyl < I - [yl
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Pertanto T & un operatore limitato con
(1) 1T < 7|
Analogamente, se nella (10.14) prendiamo y = Tz, si ottiene
IT||* = (T*Tala)| < || - |T*Tz|| < ||z - |T*] - | T=]

da cui
ITx|| < 77| - |||

Pertanto abbiamo ottenuto
(2) 1Tl < 1Tl
Mettendo insieme la (1) e la (2) abbiamo il risultato [|T%*| = ||| O

Specializzando il teorema 10.2.1 al caso particolare degli operatori lineari
limitati, abbiamo immediatamente il seguente

Teorema 10.3.3 Siano T, S due operatori lineari e limitati su 'H allora
(i) (T +8)* =T* + S*
(ii) (aT)* =a T* per ogni o
(iii) (T oS)* =S*oT*
(iv) T .= (T*)*=T
Osservazione 10.3.4 A questo punto, osserviamo che sulla classe B(H)
consistente di tutti gli operatori lineari limitati su H sono definite le op-
erazioni di somma, prodotto per uno scalare e composizione. Rispetto a

queste operazioni B(H) risulta essere un’algebra associativa con elemento
unitario dato dall’operatore identita 1/, non commutativa.

Dimostriamo ora che tale algebra B(H) munita della norma 10.11, risulta
essere un’algebra di Banach secondo la seguente definizione astratta.

Definizione 10.3.5 Un’algebra di Banach ¢ una classe B che gode delle sequen-
ti proprieta:

1. ¢ una algebra lineare complessa;
2. ¢ definita una norma ||-||, rispetto alla quale, B é uno spazio di Banach;
3. |lab|| < |lal| - 10| per ogni a,b € B.

Dimostriamo ora cio che ¢ stato introdotto nell’osservazione, ovvero sia la

Proposizione 10.3.6 La classe B(H) consistente di tutti gli operatori lineari
limitati su H € una algebra di Banach.
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Dimostrazione. La 1 & una conseguenza dei teoremi gia visti in questa sezione.
Dimostriamo la 2: sia T,, € B(H) una successione di Cauchy di operatori,
allora, per ogni x € H

1Tz — Tzl = |[(Ty — Ton)z|| < T — Tl ||| — 0

per ogni m e n € N. Quindi la successione T, (z) € H ¢ di Cauchy, e siccome H &
completo, allora la successione converge a un vettore che indichiamo con T'(x),
ovvero lim, o Tn(z) = T(z), qualunque sia x € H. Utilizzando la linearita
dei T}, si dimostra banalmente che T & un operatore lineare. Per dimostrare la
limitatezza di T

(1) Tz] = | im Tal| = lim | Tuall < Tim (7] 2] < (sup, {ITal}) lz]

Dato che T,, & una successione di Cauchy in B(H), allora dalla ovvia maggio-
razione ’ 1Tl = 1T | ‘ < |IT = Trn|| — 0 segue che {||T5, ||} & una successione di
Cauchy nello spazio metrico completo R ; pertanto essa converge in tale spazio.

Come immediata conseguenza la quantita sup,, {||7},||} ¢ finita. Questo risultato
applicato alla (1) dimostra che T ¢ limitato. Da ultimo

lim |7, — T = lm supj,=1 [[Thx — Tz[| = sup = H lim T,z — TZL'H =0
n—oo n—oo n—oo

dimostra che T,, — T nello spazio B(H).

Dimostriamo la 3: siano T1,T» € H, allora [T} o Thz|| < ||T1]| || Tex| di-
mostra che 71073 & anch’esso un’operatore limitato, e ||} o Ty || = supj =1 || 71 o Toz|| <
[ T1[l supyj, =1 | 72| = ||T1[| || T2]| verifica la proprieta.

In questa classe si ha adesso un ulteriore operatore algebrico, definito dalla
mappa * : B(H) — B(H) che associa ad ogni operatore T il suo aggiunto T*.
Prima di sviluppare questo concetto, introduciamo una definizione importante:

Definizione 10.3.7 Sia A una generica algebra complessa ed esista una mappa
i: A— A, denotata da i(a) = a' per ogni a € A, con le sequenti proprieta:

(i) (a+0b) =d +V,
(i)

aa) =@ d,

(
(
(ab)/ _ bl /
(

(iv) (a') =

allora si dice che ¢ ¢ una involuzione su A.

E facile dimostrare (dall’assioma (iv)), che una involuzione & biettiva. In
particolare, se B & un’algebra reale e commutativa, allora I'involuzione € un’au-
tomorfismo di B.

Il teorema 10.3.3 asserisce proprio che la mappa di aggiunzione * & un’in-
voluzione sull’algebra B(H) di tutti gli operatori lineari limitati di un dato spazio
di Hilbert H.

Adesso diamo un’altra

*

Definizione 10.3.8 Una C*—algebra é un’algebra di Banach A sulla quale sia
stata definita un’involuzione legata alla norma dalla condizione
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2
(v) lla’all = o]
per ogni a € A.
A questo punto dimostriamo che B(H) soddisfa la proprieta (v).

Dimostrazione. Dimostriamo prima che |T*T|| < ||T||>. Per la proprieta 3
definizione 10.3.5 dell’algebra di Banach, applicata agli operatori T* e T" avremo
che | T*T|| < ||| |7} = |IT*.

Viceversa dimostriamo che |[T*T| > ||T||>. In primo luogo si ha che vale la
seguente maggiorazione ||Tz||* = [(Tz|Tz)| = (T*Tz|z)| < | T*Tz|| - 2| <

|T*T|| - ||z||* per ogni vettore z. Da questa segue ”HTJ_QT‘” < ||T*T||1/2 sempre

per ogni & # 0. Pertanto a maggior ragione, ||T| = SUp_ g Hﬁﬂ” < ||T*T||1/27

ovvero | T*T| > ||T*.
Questi due risultati dimostrano la tesi. 0

In sostanza, possiamo riassumere quanto visto fino ad ora attraverso il
seguente

Teorema 10.3.9 La classe B(H) di tutti gli operatori lineari limitati su di un
dato spazio di Hilbert H é una C*—algebra, rispetto all’involuzione naturale di
prendere l’aggiunto.

10.4 Operatori unitari ed antiunitari

Specializzando quanto abbiamo visto nel capitolo 7 al caso degli operatori unitari
U : H +— H con H spazio di Hilbert, dalla proprieta (ii) del teorema 7.1.1 che
definisce tali operatori, segue immediatamente che U ¢ limitato con ||U]| = 1.
Vale allora il seguente risultato.

Teorema 10.4.1 Sia U : H — H un operatore lineare definito sull’intero 'H,
allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(U1) U é unitario;

(U2) U ¢ limitato e U*U = UU* = U (ovvero, U é una biezione lineare limitata
conU*=U"1)

In sintesi

(10.16) (U1) & (U2)

Dimostrazione. Dimostriamo 'implicazione (i) = (i7). Sia allora U un oper-
atore unitario definito sull’intero spazio di Hilbert H. Quindi si puo procedere
in tre passaggi:

1. Dalla condizione di isometria ||[Uz| = ||z| per ogni z € H segue che
|Uz]]* = ||z||* ovvero (Uz|Uz) = (z|x). Allorasiha che (U*Uz|z) = (x|z)
che implica ((U*U — U)xz|z) = 0 per ogni € H. Per la proposizione
10.1.19 si ha che

Uu=1u



CAPITOLO 10. Operatori che ammettono aggiunto
186 Operatori simmetrici e autoaggiunti

2. L’operatore unitario U, essendo biettivo, & invertibile e quindi esiste U~! e
UUt=1. Inoltre U* —~U ' = (U*-U " HUU ' = (U*U-1HU! = 0.
Abbiamo quindi ottenuto che

Ur=u""

3. DaUU =1 e U* = U~! si ottiene

vur=1u

In conclusione

Uv=0U0"=1

Viceversa, sia U un operatore lineare limitato su H, allora esiste il suo ag-
giunto lineare limitato U* con norma |U*|| = ||[U||. Se U ¢ anche biettivo con
U* = U~!, allora, in particolare, & suriettivo. Inoltre, per qualunque coppia
di vettori x,y € H vale che (Uz|Uy) = (z|U*Uy) = (z|y), che & una versione
equivalente della condizione di isometria. O

Possiamo compendiare i risultati della proposizione 7.1.14 nel seguente risul-
tato.

Teorema 10.4.2 Sia U un operatore lineare su uno spazio di Hilbert H. Con-
sideriamo le sequenti tre asserzioni:

(U1) U unitario (equivalente alla (U2) );

(U3) ogni base ortonormale {u,} dello spazio H é trasformata da U in un’altra
base ortonormale {Uu,} dello stesso spazio;

(U4) esiste una base ortonormale {u,} dello spazio H che é trasformata da U
in un’altra base ortonormale {Uuy} dello stesso spazio.

Allora vale il sequente canale di implicazioni

(U1) = (U3) = (U4)

La dimostrazione di questo teorema non richiede I'ipotesi che U sia un oper-
atore limitato. Questa richiesta € invece essenziale nella dimostrazione di questo
ulteriore risultato.

Proposizione 10.4.3 Sia U : H — H un operatore lineare limitato sulla spazio
di Hilbert H. Allora la condizione

(U4) esiste una base ortonormale {u,} dello spazio H che é trasformata da U
in un’altra base ortonormale {Uuy} dello stesso spazio.

implica che Uoperatore U ¢é unitario. Formalmente, sotto l’ipotesi che U sia
limitato,

(U4) = (U1)
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Dimostrazione. Sia {u,} una base ortonormale di H trasformata dall’oper-
atore lineare limitato U in un’altra base ortonormale {Uu,}, e consideriamo
una coppia qualunque di vettori ¢ = Y anun, e ¥ = > Bpu, in H, dove
an = (un|@) € fBn = (un[t)). Allora

(Up|Uy) = <UZ ozn|UZﬁmum> = per la continuita di U

= <Z Uay,| ZUﬁmum> = Zaflﬁm (Uun|Uty)
= Za:;ﬁmén,'m = ZO‘:} <Un|¢>

= <Za:un¢> = ([y)

ovvero, U ¢ un’isometria.

Per ogni vettore fissato y € H, nella propria espansione in serie di Fourier y =
S (Ut |y) Uny, rispetto alla base ortonormale Uu,,, sappiamo che S [(Uuy|y)]?
& convergente in R in virtl dell’'uguaglianza di Parseval (9.1.9) e quindi, facendo
uso del teorema di Fisher-Riesz, sard convergente anche la serie Y (Uup|y) uy, ==
x € H. Da questo risultato segue che Uz = U (D" (Uup|y) un) = > (Uuply) Uu, =
y dove la seconda uguaglianza ¢ conseguenza della continuita sequenziale dell’-
operatore limitato U. Abbiamo cosi dimostrato ch U & surriettiva. (]

10.4.1 1l caso finito-dimensionale

Nel caso di uno spazio di Hilbert finito-dimensionale, possiamo prendere in
esame alcuni risultati specifici. In primo luogo rigordiamo il seguente risultato
standard di algebra lineare.

Proposizione 10.4.4 Sia V uno spazio lineare finito-dimensionale. Allora per
ogni operatore lineare L : V +— V le sequenti sono eqivalenti:

(L1) L ¢ iniettivo;
(L2) L ¢é surriettivo.

Un secondo risultato importante ¢ il teorema

Teorema 10.4.5 Sia H uno spazio di Hilbert finito-dimensionale. Allora la
linearita di un operatore T : H — H implica che l'operatore ¢ anche limitato.

. . . . N
Dimostrazione. Per ogni vettore z € H, nella sua espansione x = ) .~ (u;|x) u;
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rispetto ad una generica base ortonormale finita {u;},

i=1,...,N e
N N
T (Z (ug|x) ) Z (ui|z) T
i=1 i1

N
< Z [[{wil2) T'(us)|| = Z| (wilz)] - | T ()|

1Tz =

=1
< max {[|T(uq)][}- Z| (uiz)]
N
< max {[|T(ui)||} - Z [l ]l = (maxc {||T'(wi)|[} N) - [|=]]

Quindi esiste la costante o = max {||T'(u;)||} NV > 0 tale che per ogni = € H vale
la maggiorazione ||Tz|| < «||z||, ovvero che T & limitato. O

Come conseguenza della proposizione 10.4.3.

Corollario 10.4.6 Sia H uno spazio di Hilbert finito-dimensionale e U : H +—
H un operatore lineare su di esso. Allora le sequenti sono equivalenti:

(U1) U éun’isometria (e quindi, in quanto iniettivo, necessariamente unitario);
(U2) U*U = UU* = 1I (ossia U invertibile con U* = U~1);

(U3) ogni base ortonormale {u,} dello spazio H ¢ trasformata da U in un’altra
base ortonormale {Uu,} dello stesso spazio;

(U4) esiste una base ortonormale {u,} dello spazio H che ¢é trasformata da U
in un’altra base ortonormale {Uuy} dello stesso spazio.

In particolare possiamo sottolineare il seguente risultato:

Condizione necessaria sufficiente affinché una trasformazione lin-
eare U su uno spazio di Hilbert finito-dimensionale sia unitaria é
che trasformi una base ortonormale in una base ortonormale.



Capitolo 11

Teoria spettrale
per operatori in spazi
normati

11.1 Spettro puntuale e spettro puntuale ap-
prossimato

In questo paragrafo indicheremo con X uno spazio lineare normato complesso e
con T : D +— X un operatore definito su di una varieta lineare D di X.

Definizione 11.1.1 Diremo che

(A, z) € Cx D/{0}
costituisce una coppia autovalore—autovettore per l’operatore T sse
(11.1) Tx =Mz

FEquivalentemente si dice che A € C € un autovalore dell’operatore T sse esiste
un vettore x € D non nullo tale che Tx = Ax.

I vettori x per cui la condizione (11.1) ¢ soddisfatta si chiamano autovettori
dell’operatore T associati all’autovalore A\. Ovviamente, 0 € un autovettore as-
sociato a qualsiasi autovalore di T'; pero, se A € un autovalore dell’operatore T
esistera un autovettore mon nullo associato all’autovalore in questione.

Proposizione 11.1.2 Sia T : D — X un operatore lineare, le due sequenti
proposizioni sono equivalenti:

(i) X é un autovalore di T';

(i1) Uoperatore (T — Al) non € iniettivo.

Dimostrazione. Se A é un autovalore di T allora esiste « # 0 tale che (T —
Az = 0. D’altra parte é banale che (T — AI)0 = 0 e percio Poperatore (T — All)
non ¢ iniettivo.
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Viceversa, se (T — M) non é iniettivo esistono due vettori diversi z1,2o €
D, x1 # xo, tali che
(T — Ny = (T — Ao

Allora 1 — 29 #0 einpit (T — A)(z1 —22) =0 O

Esempio 11.1.3 Autovalore di un operatore matriciale.

Se X é uno spazio lineare normato sul campo K = R o C finito dimensionale con
dim X = n sappiamo che X = K", ossia che é identificabile con C" tramite un
opportuno isomorfismo lineare U, che preserva la norma e che ogni operatore T :
X — X pud essere rappresentato tramite un operatore matriciale M (T) = {as;},
essendo M(T) = Uy o T o U,!. Dalla Proposizione precedente si ricava che A é un
autovalore di 7" sse A é un autovalore della matrice M (T"). D’ora in avanti, per ragioni
di semplicita, indicheremo collo stesso simbolo T sia 'operatore che la matrice ad esso
associata. |

Proposizione 11.1.4 Le sequenti due proposizioni sono equivalenti
(i) X € un autovalore di T
(ii) det(T — AI) = 0.

Dimostrazione. A\ é un autovalore di T sse esiste £ € C™ non nullo tale che
(T — M)z = 0, ma per la regola di Kramer cio é possibile sse det(T' — AlIl) = 0.
O

Osserviamo che uno scalare A € C é un autovalore dell’operatore T': D +— X
sse

(p) esiste un vettore x € D con ||z| = 1 tale che ||(T — AI)z| = 0.

Come vedremo piu avanti si possono dare esempi di operatori per cui non
esistono autovalori. Una condizione meno restrittiva su A di quella ora vista
potrebbe essere la seguente:

(ap) per ogni € > 0, esiste un vettore . € D con ||z.|| = 1 e tale che
(T = Alz.|| <&

ovvero, equivalentemente

Definizione 11.1.5 Diremo che A € C é un autovalore approssimato per l’opera-
tore T sse esiste una successione {x,, : n € N} di vettori in D tale che

lznll=1 e lim ||(T — ADz,|| =0
n—oo
L’insieme degli autovalori approssimati costituisce lo spettro puntuale ap-
prossimato, che verra indicato con o4, (7T"). Chiaramente
op(T) C oap(T).

L’aspetto rilevante di questa definizione é che per qualunque operatore (limitato)
lo spettro puntuale approssimato é non vuoto. (S.K. Berberian, Introduction
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to Hilbert spaces, Oxford University Press, 1961). Sia A€ CeT :D— X un
operatore lineare; d’ora in avanti indicheremo con T 'operatore definito da

(11.2) Ty =T - Al

Esso é un operatore definito sullo stesso dominio dell’operatore T, ossia T} :
D — X. Pertanto, la condizione (11.1) puo essere trascitta nel seguente modo.

A € 04,(T) sse esiste una successione {z,, : n € N} in D tale che

lznll =1 e lim||Thz,|| =0

Osservazione 11.1.6 Se X = H, é uno spazio di Hilbert, sia D una
varieta lineare densa in H e T : D — H un operatore lineare. Indicato
con T* : D* — H Voperatore aggiunto di T allora

(Ty)" =T" = Al

essendo
(T,\)* : 'D* — H.

Definizione 11.1.7 Diremo che T € inferiormente limitato sse esiste una
costante positiva k > 0 tale che k ||z|| < |Thx|| per ogni x € D.

Proposizione 11.1.8 Sia T : D — X le due sequenti proposizioni sono equiv-
alenti:

(i) X € ogp(T).
(ii) T non € inferiormente limitato.

Dimostrazione. A\ € 04,(T") implica che per ogni n € N esiste z,, € D con
lzn]| =1 e tale che

1
[Txzn| < —.
n
Pertanto, per ogni n € N esiste un z,, € D/{0} tale che
1
(1) [Taan|l < = x|
n
e cio esclude la possibilita di trovare un k& > 0 tale che
ke < |Txzl|  per ogni = € D;

bastera prendere nella (1) n, tale da risultare n%, <k.

Supponiamo ora che T non sia inferiormente limitato. Allora per ogni k > 0,
esiste &, € D tale che ||Th\(Zx)|| < k||%k||, quindi necessariamente ||Zx| # 0).
Posto k = ¢ e x. = &1/ ||Zx| avremo che per ogni € > 0, esiste . € D con
|ze]| = 1 e tale che |[Thze| < € e cio significa che A € o4, (T). O

Proposizione 11.1.9 Sia T : D — X un operatore lineare, le sequenti propo-
sizioni sono equivalenti:



192 CAPITOLO 11. Spettro approssimato

(i) Tx € inferiore limitato
(i) Ty € iniettivo e Ty ' : To(D) — X € limitato.

Dimostrazione. Sia T inferiormente limitato, allora Thx = 0 e la condizione
k||lz|| < ||Thx| per ogni x € D, con k # 0, implicano che ||z|| =0 da cui z = 0.
Quindi T} ¢ iniettivo con operatore inverso T ! definito su T (D). Inoltre, se
k|lz|| < ||Thz| per ogni z € D, posto y = Thz avremo che k ||T)\_1y|| < |ly|| per
ogni y € T\(D) ossia HT/\_lyH < hly| per ogni y € Tx\(D) ove h = + # 0.

Viceversa, se T 1 ¢ limitato su Ty(D), per ogni y € Tx(D) avremo che
HT)\_l(y)H < h|ly|| potremo ritenere che h # 0 in quanto se fosse h = 0 allora
|75 ()|| = 0 e quindi esistera b’ > 0 tale che 0 = ||T5 " (y)|| < I’ [|y])). Percio,
posto y = Th(x) sara allora k ||z|| < || Tha|| per ogniz € D con k=4 #0. O
Corollario 11.1.10 Sia T : D — X un operatore lineare, allora X\ € o,,(T)
sse € verificata una delle due alternative:

(ap-i) Ty non é iniettivo
ap-it) Ty € iniettivo ma T T\ (D) — X non é limitato.
A

Dimostrazione. Nella proposizione 11.1.8 abbiamo visto che [X € 0,4,(T)] <=
non [T inferiormente limitato]; ma dalla proposizione 11.1.9 segue che non [Ty
inferiormente limitato] <= non [T iniettivo e T} ' limitato] = [T non iniettivo
o Ty! non limitato]. O

Esempio 11.1.11 Sia Q loperatore di moltiplicazione monodimensionale su L (R).
Il suo spettro puntuale é vuoto in quanto l’equazione agli autovalori per questo oper-
atore (Q)(x) = Ap(z) si traduce nella seguente equazione, che deve essere risolta da
almeno un vettore ¥ € Dg non nullo,

(x —AN)(x) =0, perogni z€R

Per ogni A € R si consideri la successione

{ S'Sf‘) = KnXP\_%»_'_TlL] }

ove vogliamo individuare le costanti K, in modo che risulti

e

) -1 e HQA&(NH oo 0.

Con rapidi calcoli si ottiene che queste condizioni sono soddisfatte da

S n
{55}‘) — 1/ 5)([)\_%’)\_4_%] }v

Pertanto, ogni numero reale appartiene allo spettro approssimato dell’operatore

Q. [ ]

DISEGNO
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11.2 Spettro di un operatore

Come abbiamo visto 'appartenenza di A € C allo spettro puntuale approssimato
di un operatore T : D +— X é legato alla proprieta dell’operatore

Ty T\ (D) — D.

In generale per cio che riguarda il comportamento di 7'y 1 vi saranno i tre casi
possibili:

’ Ty ! H non esiste ‘ esiste non limitato ‘ esiste limitato ‘

Inoltre per cio che riguarda il suo dominio di definizione Ty (D) avremo i tre
casi possibili:

(no) [0 =x [T.D) =X | Tn(D) ¢ X |

In Analisi Funzionale si usa decomporre il piano complesso C in quattro
regioni, in relazione al comportamento di T (D) e del comportamento dell’even-
tuale operatore T~ ! secondo la seguente:

Definizione 11.2.1 Sia T : D — X un operatore lineare, diremo che A € C é
un elemento dello spettro di T, indicato con o(T), sse é verificata una delle tre
alternative:

(p) Ty non € iniettivo;

(¢) Ty € iniettivo, Ty ' : T\(D) — X non ¢ limitato e Ty(D) = X;

(r) T € iniettivo, ma W + X (T;1 L T\(D) > X puo essere limitato o
non).

Gli elementi di C soddisfacenti la condizione (p) costituiscono lo spettro pun-
tuale di T', indicato con o,(T), quelli soddisfacenti la (c) lo spettro continuo
di T, indicato con o.(T), mentre quelli soddisfacenti la (r) formano lo spettro
residuo di T, indicato con o,.(T). Ovviamente,

o(T)=0p(T)Uo(T)Uo,(T)

con o,(T),0.(T),0-(T) a due a due disgiunti.

Gli elementi di C non appartenenti allo spettro di T costituiscono linsieme
risolvente di T, indicato con p(T), e vengono chiamati valori regolari di T
Pertanto

p(T) = C\o(T)

con
p(T) := {/\ € C: Ty iniettivo, T\(D) = X , Ty ' limitato }
Per cio che riguarda lo spettro, avremo che

03(T) U 0o(T) € 04y (T) € o(T)

Considerato 1'operatore T : D +— X e costruito per ogni A € C I'operatore
Ty : D — C, possiamo costruire la seguente tabella:
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T,:D—X| T : WD) —~D [ WD) =X | T\(D)= X | TL(D) X |

non iniettivo non esiste op Op Op
iniettivo esiste non limitato O¢; Ocp; Or;
iniettivo esiste limitato PI PII Oryy

Tabella 11.1: Comportamento complessivo spettrale per un operatore 7' : D +—
X.

Rispetto alla tabella precedente, tutte le caselle indicate con o costituiscono
lo spettro, quelle con p, il risolvente. In particolare lo spettro o; consiste delle
seguenti 3 parti mutuamente disgiunte:

i) lo spettro puntuale oy;
ii) lo spettro continuo o;

iii) lo spettro residuo o, che si divide in due parti sottoenumerate o, e o,,,,
entrambe caratterizzate dalla condizione che T non ¢ denso in X (T)\(D) C
X) e che T) ¢ iniettivo.

Daremo una dimostrazione alternativa (G.E. Silov, Analisi Matematica, III
parte, edizioni MIR) della seguente

Proposizione 11.2.2 Per ogni T : D — X operatore lineare
Oap(T) = 0p(T) U oe(T) Uy, (T)
C\oap(T) = p(T) U oy, (T)
corrispondente alle prime due righe della tabella 11.1
Dimostrazione. Dimostreremo la seguente implicazione:
(11.3) A€ p(T)Uo,,, (T) implica A& oap(T)

Sia A € p(T) U oy, (T) allora (vedi tabella 11.1) Ty ! esiste limitato. Da
cio segue che per ogni successione {z,} C D si ha x, = T)\_ITAa:n da cui, se
esistono lim ||z, || e lim Thx,, sara necessariamente, per la continuitd sequenziale
della norma,

lim ||z, || = [im(T5  Taz,)|| = ’

Tt <1im(T,\xn)> H ) (%)

Pertanto, se fosse A € 04, (1) avremmo che esiste una successione {x, } C D tale
che ||z,|| = 1 e im || Thz,|| = 0, ovvero tale che lim||z,| = 1 e limTha, = 0;
ma queste due condizioni sono incompatibili con la (*).

Abbiamo quindi dimostrato che

A€oy =>A€o,(T)Uo (T)Uo,,(T)
Dimostriamo ora il viceversa. A questo proposito abbiamo gia visto che

(11.4) A€ o,(T) implica A€ 04p(T)
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facciamo vedere ora che
(11.5) A€o (T)Uo,, (T) implica A€ 0qp(T)

Sia A tale che T} ! : T\(D) — D esiste non limitato, allora per ogni k > 0
esiste ¢y, € Ty (D) tale che

[l > k|| T5 o] -

9

Da questo segue che per ogni k > 0 esiste qgk = T/\_lwk tale che HT,\QZSIC H <k Hq@k

(da cui ngH # 0). Preso in particolare, k = 1/n e posto
(51 n
¢n TN /
(bl/n

avremo che [|[Tx¢y,| < + e quindi esiste la successione {¢,, : n € N} tale che

[6nll =1 e lim, oo [|Tadn|| = 0, ossia A € a4,(T). O
Dalla proposizione segue quindi che
or (T)=0 implica Oap(T) = o(T)

A volte useremo porre o¢4(T) := 0.(T) Uo,,(T), questo insieme viene detto
spettro continuo generalizzatodi T, per cui 0qp(T) = 0p(T)Uocq(T), € definiremo
pg(T) = C\ogp(T), chiamata risolvente generalizzato di T






Capitolo 12

Chiusura di un operatore
Operatori chiusi

12.1 Operatori chiusi

In quanto segue, tranne nei casi in cui sara diversamente specificato,
- X é uno spazio lineare normato complesso;
- T é un operatore lineare da X in X;
- Dr é una varieta lineare di X, dominio di definizione dell’operatore T'.

Le potenti proprieta di cui dispone la classe degli operatori limitati su di
uno spazio normato (vedi sezione 77?1777, capitolo ?774777), non sono sempre
utilizzabili nelle applicazioni, dove si incontrano spesso operatori non limitati.
Ad esempio, in Meccanica Quantistica intervengono massicciamente gli opera-
tori di moltiplicazione e di derivazione che, come é noto, non sono limitati. Essi,
come altri operatori, soddisfano comunque una sorta di continuita: sono cioé
operatori chiusi.

Risulta senz’altro utile lo studio di tali operatori e delle connessioni tra le
proprieta di chiusura e quelle di continuita, iniettivita, ecc..

Definizione 12.1.1 Un operatore lineare T : Dy — X si dira chiuso se per
ogni successione {x,} C D convergente in X ad un vettore x, ossia tale che

lim z, =2 € X
n—oo

e per cui esiste in X il limite y della successione delle immagini

lim Tz, =y X

n—oo
st ha che:

(Cl) x € Dp
(C.2) y=Tz
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Osservazione 12.1.2 Da questa definizione si vede che gli operatori
chiusi soddisfano ad una proprieta molto simile alla continuita sequenziale
in spazi lineari normati. Ricordiamo pero che in tali spazi la continuita
sequenziale é equivalente alla continuita e, in piu, per gli operatori lineari
limitati la continuita é equivalente alla limitatezza degli operatori.

Come andremo ora a verificare, pero, in generale non si puo stabilire alcun
legame fra la chiusura di un operatore lineare e la limitatezza.

Esempio 12.1.3 Operatore chiuso non limitato.
Sia Dr la varieta lineare di l> definita da

Dy = {{gk} elo: S Kl < +oo}

e sia T Doperatore lineare T' : Dr + lp definito da T ({&x}) = {k&x}. T non é
limitato in quanto, considerata la base ortonormale canonica di l2, e; = {dk,;}, si ha
17 ({605 DIl = 5 con [ {8u.;H| = 1.

Prendiamo ora una successione {z,} C Dr, con z, = {£ "}, tale che esista
z =limz,, con £ = {&k} € l2, e per cui esiste y = limTz,,, con y = {nk} € l2. Dal

fatto che lim, z,, = £ nello spazio di Hilbert i» segue che

lim [lz,, — l|* = lim (leéi’” - sk|2> =0
k

e cio é possibile sse limn|§,(€"> — &,| = 0 per ogni k, ossia sse lim,
Da questo risultato segue che y = lim,, T'z,, implica

(n)
k

,i") = &, per ogni k.

(12.1) 7 = lim ke™ = ke,

Poiché y = {n} é un elemento di l2, abbiamo che 3°, |k |* < oo e, quindi, per la (12.1),
> k?€k]? < oo, ottenendo che la successione x = {} appartiene a Dr. Infine, si
osservi che la (12.1) si pud scrivere come y = T'x. |

Esempio 12.1.4 Operatore limitato non chiuso
Sia D la varieta lineare di l> delle successioni definitivamente nulle.

Dr ={{&} €l2:3n € Nt.c.§& =0, per ogni k > n}

e sia T loperatore definito su Dr da T({&x}) = {£&}. T é ovviamente limitato ma
non é chiuso.

Infatti presa la successione {z,,} C Dr, z, = {1, %, ey %, ,0,...}, essa converge a
g:{l,%,...,%,%ﬂ,...}6lg;inoltre,lasuccessioneTgn:{1,1%,3%,..‘,$,0,0,...}
é tale che

. 1 13 )
mTz, =41, —,...,—, 2(k+1)2,... €l
1m£"{22 et }2

Ma, come ¢ evidente z ¢ Dr; dunque T non é chiuso. |

Osservazione 12.1.5 Dall’esempio 12.1.4 risulta che se noi estendiamo
per continuita l’operatﬁoreﬁT alla chiiusura Dr della varieta lineare Dr,
ottenendo 'operatore T : Dy +— Il (Dr = l2!):

z— Tz = {%Ek}

ogni successione {gn} C Dr convergente ad un z € l2, avra come suc-
cessione immagine una successione {T'z, } convergente in l; a causa della
continuita di T'; inoltre per la stessa ragione

lim (Tz,) = T(limz,).
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Una generalizzazione di questo risultato ad ogni operatore limitato 7" in uno
spazio normato X é possibile sotto la condizione che detto spazio sia completo,
come ¢ il caso dell’esempio 12.1.4. Vale infatti il seguente

Teorema 12.1.6 Un operatore limitato T : Dy — X, dove X € completo, é
chiuso sse Dr € una varieta lineare chiusa in X.

Dimostrazione. (a) Sia T limitato e chiuso.
Presa una qualsiasi successione {x,} C Dr convergente a x € X (quindi
z € Dr). Per la limitatezza dell’operatore, {Tz,} converge a Tz € X,
dove T ¢ lestensione continua di T a Dy. Allora, per la chiusura z € Dy e
(Tz =Tx).

(b) Sia T limitato e Dy chiusa in X.
Presa una successione {x,,} C Dr convergente a « € X, si ha « € Dy per la
chiusura di quest’ultima, inoltre dalla limitatezza dell’operatore segue che
{Txz,} converge a Tx € X.
O

Nota. Nella parte b della dimostrazione non interviene la completezza di X;
potremo quindi enunciare la

Proposizione 12.1.7 Se T ¢ un operatore limitato e Dt una varieta lineare
chiusa nello spazio non necessariamente completo X, allora T é chiuso.

Osservazione 12.1.8 La proprieta di chiusura per un operatore é qual-
cosa che permette di attribuirgli una sorta di continuita. La chiusura
infatti da I'idea di un indebolimento della continuita, anche se a rigore
non lo é in quanto esistono operatori limitati non chiusi (vedi esempio
12.1.4). Comunque, per un operatore continuo in uno spazio di Banach
esiste un’unica possibilita di non essere chiuso: cioé quella di avere il do-
minio di definizione non chiuso; in questo caso I'operatore non puo essere
chiuso.

Teorema 12.1.9 Se T € chiuso e iniettivo, allora T~' € chiuso.

Dimostrazione. Sia T(Dr) 'immagine dell’operatore T. Presa una succes-
sione {y,} C T(Dr) esiste (per la iniettivita) un’unica successione {z,} C Dr
tale che la sua immagine T'x,, coincida con y,. Supponiamo che

(a) limy, =ye X e
(b) lim7T 'y, =z € X

Le condizioni (a) e (b) sono equivalenti alle condizioni

(b) limz, =2z X e
(a’) limTz, =yeX
Per la proprieta di chiusura dell’operatore si ha allora: = € DrelimTz, =

Tr = y. Quindi limy, = y € T(Dr) = Dp-1 e da y = Tx segue, per la
iniettivita, x = im T~ 1y, = T~ 1y. O
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Passiamo ora a considerare il caso di uno spazio di Hilbert H.

Teorema 12.1.10 Se T ¢é densamente definito in uno spazio di Hilbert 'H,
allora T* € un operatore chiuso.

Dimostrazione. Se T é densamente definito, ’operatore T™ esiste ed é unico.
Sia {,} C Dp« t.c. lima, =z € H e imT*z,, = y* € H. Allora per ogni
y € Dr si ha

(Ty|z) = lim (Ty|z,) = lim (y|T"z,) = (y[y")
cioé x € Dy~ e T*x = y*. |

Corollario 12.1.11 Un operatore autoaggiunto in uno spazio di Hilbert € chiu-
s0.

Dimostrazione. Banale. O

Esempio 12.1.12 Nello spazio di Hilbert Ly(R) Poperatore di moltiplicazione

Q:Dq — La(R), ¥ — (Q)(z) := 23 (x)
dove Dg = {9 € L2(R) : xtp(z) € L2(R)}, e I'operatore di derivazione

P :Dp— Ly(R), v — Py := —ih%

dove Dp = {9 € L2(R) : EI% € L3 (R)}, sono operatori autoaggiunti e, quindi, chiusi.
|

12.2 Teorema del grafo chiuso

Questo paragrafo é dedicato al teorema del grafo chiuso che permettera di esplo-
rare le interessanti connessioni che esistono in uno spazio di Banach tra le pro-
prieta del dominio di definizione di un operatore lineare chiuso e la limitatezza
dello stesso.

Iniziamo col considerare uno spazio lineare normato X. Costruito il prodotto
cartesiano X? = X x X, definiamo per ogni x,y € X?, con z = (21,72),y =
(y1,v2), e per ogni A € C le seguenti operazioni B B

(12.2) z+y=(T1+y1,22+Yy2)
(12.3) Az = (Az1, Az2)

e la seguente norma

1/2
(12.4) lall = (||x1||2 " ||x2||2)

Vale I'ovvio risultato che (22,4, ¢, || - ||) é uno spazio lineare normato.
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Definizione 12.2.1 Sia Dr un sottoinsieme (non necessariamente una varietd
lineare) di X e T : Dy — X wun operatore (non necessariamente lineare). Il
sottoinsieme di X?

G(T):={zcX?: z=(x,Tx), z € Dr}

viene chiamato il grafo di T. Si verifica facilmente che se T é lineare, G(T), é
una varieta lineare di X.

Lemma 12.2.2 Una successione {x,,} C X2, dove z,, = (xS}),xﬁf)), converge

) o
ax € X2, conz = (x1,22), sse convergono in X le due successioni {x%)} e
@) limiti . .
{xyn’} con limiti 1 e xo rispettivamente.

Dimostrazione. Il risultato segue facilmente dall’'uguaglianza

2 2
-l o -

2
e, —2l® = |

Corollario 12.2.3 X2 € uno spazio di Banach sse X é completo.

Teorema 12.2.4 Un’operatore lineare T : Dy — X € chiuso sse il suo grafo
G(T) é un sottoinsieme chiuso di X2.

Dimostrazione.

(a) Presa una successione {x,,} C Dr tale chelimz, =2 € X elimTx, =y €
X, allora 3lim(xy,, Txy,). Se G(T') é chiuso (z,y) € G(T) e (z,y) = (z,Tz).

(b) Presa una successione {z, } C G(T), con z,, = (z,, Tx,,) e z, € D, tale che
esiste x = (z,y) € X? per cui limz,, = z, si ha limz, =z e limTx,, = y;

se T é chiusox € Drey=Tx: (z,y) € G(T).
O

Il precedente teorema fornisce una caratterizzazione per gli operatori chiusi
che ci permette di dimostrare il seguente risultato, valido in spazi di Banach.

Teorema 12.2.5 Sia T : Dy — X wun operatore lineare chiuso, con X spazio
di Banach. Allora T € limitato sse Dt € chiuso in X.

Dimostrazione. Dal teorema 12.2.4, se T' é limitato, per la proprieta (ii), Dr
é chiuso.

Viceversa, se T é chiuso, G(T') é chiuso in virth del teorema 12.2.4 e, siccome X
é uno spazio di Banach , (corollario precedente), G(T') é esso stesso uno spazio
di Banach. Consideriamo ora ’operatore lineare

P:G(T)— Dp,(zn,Tx) >

P é un operatore tra due spazi di Banach, limitato e biiettivo, donde segue
che P~! ¢ pure esso limitato (teorema dell’inverso limitato); allora ’appli-
cazione P~1 : Dy — G(T),z — (x1,Tx) ammette una costante a > 0 tale
che [|[P~(z)|| < a|z|, ma P~'(z) = (z,Tz), e quindi

[Tz| < [I(z, T2)|| < o]

Pertanto T é limitato. U
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Come conseguenza di questo teorema e del teorema 12.2.4 osserviamo che in
uno spazio di Banach bastano due qualsiasi delle tre proprieta:

1. T chiuso

2. T limitato

3. Dr chiuso
affinché valga pure la terza rimanente proprieta.
Definizione 12.2.6 Un operatore lineare T : Dp — X ¢é detto chiudibile sse
esiste una estensione lineare Ty di T che é un operatore chiuso.

Un’estensione chiusa T di un operatore T' chiudibile si dice minima sse ogni

altra estensione chiusa T1 di T € un estensione di T'.
La minima estensione chiusa di T di T, se esiste, si chiama chiusura di 7.

Proposizione 12.2.7 Se la chiusura T di un operatore T esiste allora é unica.

Dimostrazione. Supponiamo che esista, oltre a T, una minima estensione T
di T. Allora valgono T < T eT <T;cioé T = T, U

12.3 Operatori chiusi in spazi di Hilbert
Applichiamo ora i risultati cosi ottenuti al caso di uno spazio di Hilbert.

Proposizione 12.3.1 Se T € un operatore densamente definito nello spazio di
Hilbert 'H, allora introdotto l’operatore

U:H? — H? (2,y) — Ulz,y) = (y, —x).

st ha

G(1*) = U (G(T))]*

Dimostrazione. (a) Supponiamo che z € Dy« con (z,T*z) € G(T*), allora
per ogni & € Dy si ha (Ty|x) = (y|T*z); questa uguaglianza equivale a

(U(y, Ty)|(z,T"y)) =0 per ogni (y,Ty) € G(T)
ovvero (z,T*z) € [U(Q(T))]L.

(b) Supponiamo che (z,y) € U(Q(t))]l, allora ((x,y)|V(z,T%)) = 0 per ogni
z € Dy, cioé (T'z|z) = (z|y) per ogni z € Dy concludendo che (z, T*z) =
(2,9) € G(T*).

O

Proposizione 12.3.2 Per ogni sottospazio D dello spazio di Hilbert H? = H x
H si ha
Ut =[U(D)*
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Dimostrazione.

z,y) € H? : (2,9) = (v, —w) con (w,v) eDL} —

z,y) € H? : {(z,y)|U(2,1)) = 0,¥(2,t) € D} =

-
{ z,y) € H? : (z]t) = (y|z),V(2,t) € D}
e
t

(z,y) € H? : (z|t) — (y|z) = 0,¥(z,1) € D}.

Teorema 12.3.3 Se T ¢é un operatore chiuso densamente definito in H:
(a) T* é densamente definito in H.
(b)) T** =T.

Dimostrazione. (a) Se T é chiuso, per il teorema 12.2.4, il suo grafo G(T') é
un sottospazio dello spazio di Hilbert di H?; allora, utilizzando la propo-
sizion 12.3.2 otteniamo

U(G(T)) = G(T*) 1)
Se Dy« # M, esiste yo € Dy, con yo # 0. Allora
(yoly) =0 per ogni y € Drp-.
La coppia (yo,0) € G(T*)*, infatti

(w0, Oy, T"y)) = (woly) + (O[T"y) = 0.

Allora, per la relazione (1), (yo,0) € U(G(T)), ovvero esiste € Dr tale
che U(zg, Txo) = (y0,0) = (Txo,x0), cioé zog =0 e Tzg =T0 = yy # 0.

(b) Siccome T* é densamente definito, esiste un unico T**. Per la proposizione
12.3.2 si ha

1
6(r*) = oG] = [v(uerH)] -

Possiamo utilizzare il lemma 12.2.2 perché U(G(T')) é un sottospazio, in
quanto G(T') é un sottoinsieme chiuso essendo T un operatore chiuso.
Allora otteniamo:

G(r™) = V(wgm)) — g(T) = G(T)

da T <T** e Dy = Dp++ ricaviamo T = T**.

In virtu del teorema 12.3.3 é vera la
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Proposizione 12.3.4 Un operatore lineare T : Dy — H densamente definito
€ chiuso se e solo se Dy~ =H e T = T**.

Teorema 12.3.5 Un operatore lineare T : Dy — 'H, densamente definito in 'H,
ammette un’estensione chiusa se e soltanto se D+ = H.

Dimostrazione. (a) Se Dr» = H, allora esiste T** che soddisfa la relazione
T < T**. L’operatore T** é chiuso per il teorema 12.3.3.
(b) Se T'" ammette un’estensione chiusa 77, per il teorema 12.3.5, Drx = H.

D’altra parte T' < T implica 17 < T™* e percio H = DTl* C D O

Teorema 12.3.6 Se T': Dr — 'H € densamente definito e in pit Dr« = H,
allora T ammette chiusura T e si ha T = T**.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che T** é la minima estensione chiusa di
T. Supponiamo che 77 sia un’estensione chiusa di 7. Allora 77 é densamente
definito e chiuso; per il teorema 12.3.5 ﬁ =H e Ty = T;*. Allora abbiamo
che T < Ty implica T} < T* e percido D« = H e T** < Ty. O

Teorema 12.3.7 Se T é chiuso e Dp = H, allora T' € limitato e T* € limitato.

Dimostrazione. Per il teorema del grafo chiuso 7" é limitato. Un operatore
limitato su ‘H ammette un aggiunto 7™, pure esso limitato. O

Corollario 12.3.8 Se T : Dy — H € chiuso, iniettivo e suriettivo allora T—!
€ limitato.

Dimostrazione. L’operatore T~!:H — H é chiuso e H é chiuso. Allora T—!
¢é limitato. |

Teorema 12.3.9 Se T': Dr — H é un operatore simmetrico, la sua chiusura
esiste ed €T = T**.

Dimostrazione. Se T é simmetrico, ammette un aggiunto 7™ che é un’esten-
sione di T stesso: T < T*. Allora Dy~ = H. Per il teorema 12.3.7 abbiamo

T =T ]

Corollario 12.3.10 La chiusura T = T** di un operatore simmetrico é un
operatore stmmetrico.

Teorema 12.3.11 Un operatore T autoaggiunto definito su tutto H € limitato.

Dimostrazione. Se T = T* allora T é chiuso. Pertanto Dy = H e quindi Dr
é chiuso in H; ora basta applicare il teorema del grafo chiuso 12.2.4 per ottenere
la tesi. O

Teorema 12.3.12 Sia T un operatore simmetrico, allora T < T** < T* con
T** chiuso.



Capitolo 13

Operatori differenziali al
secondo ordine

13.1 Operatori differenziali
formalmente autoaggiunti

In questo paragrafo ci occuperemo dell’operatore differenziale alle derivate totali
del secondo ordine

d? d
— t+a1(x)— +as(x
dx? 1 )dx 2(2)

con ag, ai,as funzioni a valori reali definite su di un intervallo, limitato o non,
[a, 8] dell’asse reale e in particolare studieremo 'equazione agli autovalori

(13.1) L = qp(x)

(13.2) Ly =)y

altrimenti scritta

(13.3a) ao(2)y” + a1 (2)y + az(z)y = My
ovvero

(13.3b) ao(2)y” + ar(z)y’ + [az(z) — Ay =0

che & un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine dipendente dal
parametro A. In questo contesto 'operatore differenziale (13.1) ¢ un operatore
“formale” nel senso che non & esplicitato il dominio di definizione su cui es-
so agisce, riservandoci di volta in volta di precisarlo a seconda del particolare
problema che dovremo affrontare.

Osservazione 13.1.1 1l dominio di definizione D(L) dell’operatore L,
anche se non esplicitato, risulta comunque sottoposto al vincolo che le
funzioni ad esso appartenenti, dovendo soddisfare la (13.3b) in ogni punto
dell’intervallo [a, 8], necessariamente debbono essere differenziabili due
volte sull’intero intervallo; questa richiesta implica che tali funzioni sono
per lo meno di classe C'([a, 8]).

Pertanto, il dominio di definizione deve essere contenuto nello spazio li-

neare delle funzioni doppiamente differenziabili su [a, §]. D’ora in avanti
noi supporremo che D(L) sia in effetti una varieta lineare in tale spazio.
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Esempio 13.1.2 Se ap # 0 e ao,a1,a2 € C([a, 3]) allora necessariamente D(L) C
C%([a, B]). Questo risultato & immediata conseguenza di quanto detto nella precedente
osservazione e della

L J;o[?;)(x) “A ¢ o, 9)

In particolare cid accade quando si ha a che fare con un operatore differenziale (13.1)
a coefficenti costanti. |

Ricordiamo che un autovalore dell’operatore L si dice non degenere se I'au-
tospazio ad esso associato ha dimensione 1; in tutti gli altri casi ’autovalore si
chiama degenere.

Noi saremo particolarmente interessati al caso in cui L € un operatore formale
definito in una varieta lineare, in generale non esplicitata, dello spazio di Hilbert
Lo ([or, 8]). In prima approssimazione tale varietd lineare potra anche essere
ritenuta non densa in Lo ([, 3]),

A questo proposito introdurremo ora uno spazio di Hilbert che sara partico-
larmente utile nello studio dell’operatore differenziale formale L definito dalla
(13.1). Una funzione w : (o, 8) — R si dira funzione “peso” per Lao([av, 8]) sse
soddisfa le condizioni

(p-
(p-ii) w € CHa, B);

w(x) > 0 per ogni x € (o, B);

i)
ii)

(p-iii) esistono, finiti o infiniti, i limiti lim,_, .+ w(z) e lim,_, 53— w(x);
)

(p-iv) w- f € La([e, B]) per ogni f € La([e, 5]).

Osservazione 13.1.3 Si noti che anche nel caso di un intervallo lim-
itato [a,b] non @& richiesto che la funzione peso sia definita sugli estremi
dell’intervallo stesso. Se per0 esistono finiti i limiti richiesti dalla (p-iii)
allora si estende la funzione w per continuita sull’intero [a,b] ponendo
w(a) :=lim,_, ,+ w(z) e w(b) := lim,_,,- w(x).

Esempio 13.1.4 Una funzione peso per l'intervallo limitato [—1,1], ove p, ¢ sono
due costanti reali non negative, ¢ le seguente

w(z) = (1-)"(1+2)!

Infatti, w(z) & strettamente positiva e continua nell’intervallo aperto (—1,1). Perp > 0
e ¢ > 0 esistono i limiti lim, , +(1 —z)’(1+z)? =lim,_,,-(1 —2)’(1 —2)?=0e
quindi in questi casi si puo estendere per continuita la funzione w(z) ponendo w(— 1) =
w(1) = 0; per p = ¢ = 0 la funzione peso ¢ la funzione w(z) = 1, per ogni = € (—1,1),
e anche in questo caso la si puo estendere per continuitd ponendo w(—1) = w(1) = 1.
Infine, in tutti gli altri casi i limiti in esame divergono a +oc.

Per p > 0 e ¢ > 0 le funzioni (estese) w(z) sono continue sul compatto [—1,1] e
quindi soddisfano immediatamente la condizione (p-iv). |

Esercizio 13.1.5 Determina per esercizio i casi p,q < 0 per cui é soddisfatta
la condizione (p-iv).

Proposizione 13.1.6 Se w ¢é una funzione peso per Lala, 8] allora W, (n=
1,2,...), & una funzione peso per il medesimo spazio.
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Dimostrazione. Faremo la dimostrazione per il solo caso di w%; la validita
per ogni n si prova per induzione. Ovviamente, dalle condizioni (p-i) e (p-ii)
che definiscono una funzione peso si ha che w: > 0ew: € Cl. Se esistono
finiti i lim,_,,+ w(x) e lim,_, 35— w(x) allora esistono anche i lim,_,,+ w(z)? e
lim,_, 5- w(m)% Infine, dalla continita della funzione w2 segue che anche w? - f
€ misurabile secondo Lebesgue per ogni f misurabile secondo Lebesgue. Infine,
se f € L2 allora, per la proprieta (p-iv) delle funzioni peso, anche w - f € L
per cui

/jW'f\Q:/j(w-f)-f:<f|w-f><oo

Pertanto per ogni f € Ls[a, 8] anche \Jwf € Lo, (]
O

Se w ¢ una funzione peso per lo spazio di Hilbert Lo[w, §], indicheremo con
Ls|a, 8] Vinsieme di tutte le funzioni [«, 3] — C misurabili secondo Lebesgue

e tali che
o 2
/ w|f]” < o0

Sotto queste condizioni € immediato verificare la seguente

Proposizione 13.1.7 Se w é una funzione peso per La|a, 8] allora

B _
(Flg)y = / wFg

¢ un prodotto interno su La([cr, B]) -

In particolare si ha che valgono le relazioni:

(13.4) (fl9),, = (VwflVwg)
(13.5) 11l = [V f]-

Proposizione 13.1.8 La sequenti equivalenze logiche sono vere:

(7) feL2, sse JufeLl2
e r2,

Jo

Dimostrazione. Banali conseguenze delle uguaglianze

/jwlf|2=/j|\/ﬁf|2

[ el

Dalla (i) di quest’ultima proposizione 13.1.8 segue che

(#4) ge L2 sse

2
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Proposizione 13.1.9 [’operatore lineare
Uw : L2[a76}w - LZ[aaﬂ]

definito da
Uu(f) = Vuf

e ben posto e unitario.

Dimostrazione. Dalla (13.5) si ha che questo operatore ¢ isometrico. Esso in
effetti & unitario in quanto la suriettivita dell’operatore U, & conseguenza del
fatto che per ogni g € Lo[«, 5] la funzione g/+/w appartiene allo spazio La[c, 3],
in virtu delle (ii), proposizione 13.1.8, e che Uw(ﬁ =g.

Come conseguenza di questo risultato abbiamo che pure Ls[a, (], che a
volte indicheremo pit semplicemente con (Lg),,, € uno spazio di Hilbert. O

Inoltre, grazie alla unitarieta dell’operatore U, si ha il seguente risultato

Corollario 13.1.10 {u, : n € N} é un sonc in Lo, 5] sse {y/wu, : n € N} ¢é
un sonc in Lala, By

Osservazione 13.1.11 Da quanto ora visto, se w & una funzione peso
per La[a, 3] allora gli spazi di Hilbert Lo[c, 8] e La[a, S]w sono unitari-
amente equivalenti tramite ’operatore U,,, e quindi identificabili come
spazi con prodotto interno.

Ovviamente, questa identificazione non significa che Ls[a, 8] e La[a, 8w
siano identici come insiemi.

2

Esempio 13.1.12 Nello spazio di Hilbert Ls(—o00,c0) la funzione wy (z) :=e 3°
& una funzione peso. Si osservi che la famiglia libera delle funzioni {z" : n =0, 1,...}
appartiene a La(—00,00)w, ma non appartiene a La(—00, 00). [ |

Esempio 13.1.13 Analogamente, nello spazio di Hilbert L2 (0, 00) la funzione wy,

)
e~ 2% ¢ una funzione peso rispetto alla quale la famiglia libera delle funzioni {z" : n =
0, 1,...} appartengono a L2(0,00).w, , ma non a Lz (0, c0). |

In generale, nei problemi di Fisica Matematica e di Meccanica Quantistica,
i valori del parametro A nella (13.2) (o nelle (13.3a) o (13.3b)) vengono in-
terpretati come risultati numerici della osservazione di una qualche grandezza
fisica e percio si richiede che essi siano espressi da numeri reali. Se in pilu si
vuole che le eventuali soluzioni della (13.2) siano vettori dello spazio di Hilbert
Ly ([, 0]),, rispetto ad una funzione peso w, ossia che L sia un operatore op-
portunamente definito su di una varieta lineare in Lo ([, f]),,, il requisito che
gli autovalori siano reali ¢ soddisfatto nel caso in cui L sia un operatore formal-
mente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w, ossia sia tale da soddisfare la
condizione

(13.6) (Lylp),, = (Y|Ly),, per ogni ¢, € D(L)
Infatti, verifichiamo a questo proposito che vale il seguente importante risultato.

Teorema 13.1.14 Se l'operatore differenziale L con dominio di definizione for-
male D(L) é formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w allora tut-
ti 1 suot autovalori sono reali. Inoltre, ad autovalori distinti corrispondono
autovettori ortogonali.
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Dimostrazione. Infatti, A € 0,(L) implica che esiste f € D(L), con fy # 0,
per cui si ha Lfy = Afy. Da cio segue

(LA = NI,
(PAILS) = IS,

Ma essendo L formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w avremo
che in particolare (Lf\|fx),, = (fx|Lfr), da cui, la condizione f # 0 impone
che A = \.

Siano ora A1 e Ay due autovalori distinti e fi, fo € D(L) tali che Lf; = A1 fi
e Lfy = Ao fo. Allora da (Lf1]f2) = (f1|Lf2) segue che (A — X2) (f1|f2), da cui
(filf2) = 0. U

Teorema 13.1.15 Sotto le ipotesi che ag,a; € Ct, loperatore differenziale L
e formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w su un dominio di
definizione D(L) C C? N (La)w non esplicitato sse le sequenti condizioni sono
soddisfatte :

(1) (w(z)ao(x))" = w(z)ai(x);

(ii) per ogni coppia di vettori f,g € D(L) si ha

[w@aoe) (Fa)g' (@) — o) @)]” = 0.

’
ag—ai

a0 € L1 allora necessariamente

In questo caso se Z—; € Ly oppure

. (z) - af(z)—aq(z)
€ Jamdr _ . ) m —dz

Dimostrazione. Consideriamo
(f1Lg), = [ Tulaog” + arg’ + azg)
= / fwagg” + / fwarg + / Swasg (1)
Integrando per parti i due primi integrali otteniamo
= 1B lard = B
(f1Lg),, = [Fuaog')] — [ [(wao) T + (wao)F ] g + Fuwarg]’
- [ [wa 7+ wanF g+ [Fuag

Essendo (Lflg),, = (9|Lf), = fgw(aofﬂ +alf + aif), dal confronto di

quest’ultima colla (1) e tenuto conto che ag,a1,as sono a valori reali, si ha
che (Lflg),, si puo ottenere dalla (2) scambiando i ruoli di g e di f. Pertanto

(L1lg),, = [waeT ], = [[wao) + (wao)g')s' + lguar 2

- [lwayg + wag 7+ [guast (@)
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Dalla (2) e (3) segue che

(71Lg),, — (Lflg),, = [wao(Fs - 97)]" ~ [ wao) (7o' 4T
- [wa @~ 97)
~ [wao(Fy ~ 47| - [lwao) - wail(F - o7
Pertanto la condizione (f|Lg),, — (Lf|g), = 0 implica le due condizioni (i) e (ii)

della tesi e viceversa.
In particolare dalla condizioni (i) otteniamo

d(w(x)ag(r)) _ ar(x)

= d
w(z)ao(a)  aolw) "
e quindi
log(w(x)ag(x)) :/Z;Ei;dx+10g(c)
e cio implica
w(x = ¢ e-f Zéézg .
ao()

D’altra parte sempre dalla (i) si ottiene anche

w'ag + way — wa; =0

ovVero
w'ag = w(a; — ao)
e quindi
dw ag — ay
— = ————dx
w Qg
che conduce al risultato voluto. O

Osservazione 13.1.16 Dal teorema precedente si ha che se ’operatore

L= ao(x)d—2 + al(:c)i + az(x)
dx? dx
deve essere formalmente autoaggiunto ripetto alla funzione perso w allora
necessariamente la funzione w & soluzione dell’equazione differenziale del
primo ordine.
(w(@)ao()) = w(z)ar(x)

Questa equazione differenziale dipende esclusivamente dalla forma dell’ope-
ratore L e da nessun altra condizione, per cui una volta assegnato 1’op-
eratore L & univocamente assegnata l’equazione differenziale (i) cui deve
soddisfare la funzione peso.

Dato 'operatore formale

L = a0(e)05 + a1(2) - + a(o)
=ag(x)—5 +a1(x)— + as(x
O a2 U 2
soddisfacente le condizioni che ag,a; € C!, questa osservazione suggerisce di
procedere nel seguente modo
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1) Si considera l’equazione differenziale nell’incognita w:

(i) (w(x)ao())" = w(z)a (x)

Questa equazione differenziale non ¢ detto che ammetta soluzione in quanto
I’ammettere o meno soluzione dipende dal comportamento delle funzioni ag
e aj.

Nel caso in cui queste funzioni siano tali che ’equazione differenziale (i) sia
risolubile, non & detto in generale che la soluzione w ottenuta soddisfi a tutte
le condizioni che la qualificano come funzione peso.

Se pero la funzione w soluzione della equazione differenziale (i) & una funzione
peso diremo che [’operatore L ammette funzione peso.

2) Si tratta ora di individuare un dominio di definizione D(L) per 'operatore
L, con D(L) € C?>N(Ly)y, in modo tale che per ogni coppia di funzione f, g
appartenenti a D(L) sia soddisfatta la condizione al contorno

() [w@aota) (F@)g' @) ~ 917 @))] =0

(e

Osservazione 13.1.17 Quindi mentre la condizione (i) & rigidamente
vincolata dalla forma dell’operatore L, il dominio D(L) presenta una
maggior elasticita di scelta.

Ricordando la definizione di Wronksiano di due funzioni

Wirae = 50

potremo mettere la (ii) nella forma equivalente

(i — a) [w(@)ao(@)W (F,9)(x)]” =0 per ogni f,g € D(L)

Proposizione 13.1.18 Se l'operatore differenziale L ¢é formalmente autoag-
giunto rispetto alla funzione peso w, vale 'uguaglianza

(13.7) wi=2 (w(x)ao(x)di> + w(z)as(x)

Dimostrazione. Infatti

£ (v@)aalo) L Ju@ano) T + 1 (wlelante) 7 =

ove nell’ultima uguaglianza si & utilizzata la (i) teorema 13.1.15. O

Esempio 13.1.19 Caso [a,b] compatto e funzione peso w(x) = 1.

In questo esempio considereremo 'operatore differenziale formale L definito dalla
(13.1), relativamente ad un intervallo compatto [a, b] dell’asse reale, senza esplicitare
la forma concreta delle funzioni ao, a1, a2 che ne formano i coefficienti. Supporremo
soltanto che queste funzioni siano tali che la soluzione della equazione differenziale (i)
fornisca come funzione peso la funzione identicamente 1 su [a,b]. In questo caso la
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(13.7), che & immediata conseguenza della (i), impone che l'operatore differenziale L
abbia la forma

(13.8) L= ao(m)% + a&(m)% +as(z) = % <ao(:v)%) +as(@)

A sua volta, la condizione (ii) impone che il dominio di definizione dell’operatore
differenziale L deve essere tale che per ogni coppia di vettori f, g appartenente ad esso
valga la relazione

ao(a)W (£, 9)(a) = ac ()W (f, 9)(b)

Quest’ultima condizione include come casi particolari:

(I) Le condizioni al contorno separate

{aly(a) +ay'(a) =0 con a1fl2 # aefh.

Bry(b) + B2y’ (b) =0

(IT) Le condizioni al contorno periodiche

Pertanto, sotto queste condizioni 'operatore differenziale L & formalmente autoag-
giunto rispetto al naturale prodotto interno di Lz[a,b] e tutti i suoi autovalori sono
reali.

Nella teoria delle vibrazioni delle corde elastiche vengono usate delle condizioni al
contorno separate ulteriormente particolarizzate.
Per esempio

(I-1) y(a)=0 y(b) =0 (corda con estremi fissati)
(I-2) y'(a)=0 y' () =0 (estremi liberi)
(I-3) hoy(a) =9y'(a) e —hiy(d)=1y'(b) (estremi fissati elasticamente).

Proposizione 13.1.20 Nel caso delle condizioni al contorno separate vale l'impor-
tante risultato che tutti gli autovalori sono non degeneri.

Dimostrazione. Siano yo e y due autovettori non nulli corrispondenti all’autovalore
A. Entrambi questi vettori debbono soddisfare le condizioni al contorno separate; in
particolare nel punto a:

{alyo<a)+a2ya<a> =0
Biy(a) + By'(a) =0

poiche la condizione a1 82 # a2(31 impone che uno dei due numeri a1, oz sia diverso
da zero, il precedente sistema deve soddifare la condizione

yo(a), wyo(a)

O= Y@, v

= W(yo,y)(a)

Poiche yo e y sono due soluzioni della equazione differenziale Ly = Ay avremo che
il Wronksiano si manterrd nullo in ogni altro punto di [a,b] e quindi yo e y sono
linearmente indipendenti. O
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13.2 Esempi. L’operatore — 4 con condizioni al

dx
contorno

In questo esempio vogliamo studiare il problema degli autovalori per I'operatore
— % sotto opportune condizioni al contorno che ne assicurano ’autoaggiuntezza
formale.

Prescindendo dallo specificare queste condizioni al contorno, si trattera di
risolvere la seguente equazione agli autovalori

d2
(13.9a) (de>y =y

essendo y € D(I) C C?([a,b],C) , [a,b] un intervallo compatto di R e A € C.
La precedente equazione agli autovalori diviene

(13.9b) "' + Ay =0
il cui integrale generale € espresso da
(13.10) y(x) = CretVA7 4 Cpe= VA"

Pero, come abbiamo osservato, ci interessa risolvere la equazione agli autoval-
ori (13.9a), ovvero I’equazione differenziale (13.9b), sotto opportune condizioni
al contorno che assicurino che 'operatore —dd—; sia formalmente autoaggiunto
rispetto ad una funzione peso. Come abbiamo visto nel teorema 13.1.15 del
precedente paragrafo, le funzioni peso sono determinate dalla forma dell’opera-
tore differenziale in esame in quanto debbono soddisfare ’equazione differenziale
(i). Nel nostro caso particolare, questa equazione differenziale assume la forma
(—w)" = Qu, che ammette come soluzione generale la funzione w(x) = ¢, con ¢
costante arbitraria. Si osservi che la funzione w(z) = ¢ € una funzione peso sse
¢ > 0. Noi considereremo il caso della funzione peso w(z) = 1.

Per quanto abbiamo visto nell’esempio 13.1.19 vi sono due casi particolari di
condizioni al contorno che assicurano ’autoaggiuntezza formale dell’operatore
differenziale in esame: le condizioni separate e quelle periodiche. Noi studieremo
i seguenti due casi particolari

9 B y' —Ay=0
n {z(j Mo D u@ =0
v(@) =)

Si noti che lo studio dell’equazione differenziale (13.9b) con le condizioni al
contorno (I) equivale allo studio dell’equazione agli autovalori (13.9a) per 1-

operatore differenziale (—J‘%,D(l) 1), essendo D(l); il dominio di definizioni
dell’operatore —% definito da
D) = {<p € CQ([a,bD cp(a) =) = 0}

Analogamente per ’equazione differenziale con condizioni al contorno (II) si

tratta di prendere in esame 'operatore differenziale (—%, D(); I) definito su

D11 = {y € C*([a,0])} ¢(a) = ¢(b), ¥'(a) = ¢'(b)
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Analizziamo ora i due casi separatamente
Caso I: y(a) = y(b) =0.
d2
dz?

()1 = {¢ € C*([a.b]) : p(a) = p(b) = 0}

e vogliamo dimostrare che esso

In questo caso si considera 'operatore — definito su

(i) & densamente definito in Ly([a, b]);
(ii) & lineare non limitato simmetrico;

(iii) ammette la seguente successione di autovalori non degeneri

2
2_ T C
{)\nn (b_a)Q.nl,Z...}

(iv) gli autovettori corrispondenti sono

2 _
{(pn(m): b—asm <n7rggz> :n:1,2,...}

(v) e costituiscono un sonc in Lo ([a, b]).

Per dimostrare cio teniamo presente che dobbiamo risolvere il seguente proble-
ma: individuare A € R e y € C?([a, b]),C)\{0} tali da

y(a) = y(b) = 0.

Imponendo alla soluzione generale (13.10) le condizioni al contorno richieste
avremo che

{y”+/\y =0

C1eV + Coe™™ =0
Cleiﬁa + CQe—i\/Xa =0.

Se la funzione (13.10) deve essere un autovettore corrispondente all’autovalore
A, non potra essere C; = Cy = 0 e cio ¢ possibile sse

0 = iﬁa e*iﬁa

€ )

ivVXb —ivV b )
<e v € ) ‘ — ¢~ VAb-a) _ —iVAGb-a) _ 9j4ip \f)\(b —a)

Pertanto il problema agli autovalori & soddisfatto per
sin VA(b—a) =0

ossia per tutti i valori di A\ espressi dalla relazione

(n=0,1,2...)
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col che si & dimostrata la (iii). Vediamo ora di individuare gli autovettori
corrispondenti, imponendo alla (13.10) la condizione y,(a) = 0. Si ha che

Cl 672’ Ana
0, = i

da cui possiamo porre
Cp=Che VA ¢ Ch=—Cpe'Ve

essendo C,, € C una costante opportuna, e percio 'autovettore associato all’au-
tovalore \,, ¢ espresso da

on) = O, (eimw—a) _ e—z‘\//\T,(x—a)) _
= Cp2isin/ A (z —a) =

=K, sin<n7rx — a)
b—a

ove K, ¢ una opportuna costante arbitraria. Il sistema di vettori

{gpn(x) = K, sin (nwi_a> tn= 0,1,2,...}
-a

di D(1); & ortonormale qualora si assuma K, = 1/%, come si puo facilmente
verificare. Inoltre abbiamo gia visto nel capitolo 6.1 che questa famiglia di

autovettori ¢ un sonc in Ly([a,b]) per cui

D(1)r([a,b], C) = La([a, b))
Caso II: y(a) = y(b) e y'(a) = y'(b)
L'operatore —-45 definito su
D()11 = {p € C*([a,0]) : p(a) = ¢(b), ¢'(a) = ¢'(0)}
(i) & densamente definito in Ls([a, b))
(ii) ¢ lineare non limitato e simmetrico

(iii) ammette la seguente successione di autovalori

2

2 T
{)\n:4n (b_a)z'fl—071,2,}

(iv) se si esclude lautovalore 0 ciascuno di questi autovalori ¢ duplicemente
degenere. Fissato l'autovalore A, # 0 il suo corrispondente autospazio
possiede il sonc

(a) { \/blfaewn( #8). Ll is)} |
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Oppure, alternativamente, il sonc

(bi s omin (=) U [ (2]

L’autovalore 0 non & degenere e ad esso corrisponde I'autovettore

(v) P'insieme degli autovettori di tipo (a) costituisce il sonc esponenziale in

Lo([a, b])
{ w;w ‘ne Z}

mentre Uinsieme degli autovettori di tipo (b) costituisce il sonc trigono-
metrico in Ls([a, b])

! U 2 cos 2 r—a 1,2
—_— —_— | ——|:n=
Vb—a Vb—a b—a B

2 . Tr—a
U{”b—CLSIHQWTL(b—a) .n—1,2,...}

Esplicitando nella (2) le condizioni al contorno otteniamo:

Cleiﬁa + Cge—i\[\a — Cleiﬁb + 026—1\55;
Cleiﬁa — 0267iﬁa = Cleiﬁb — Cgeiiﬁb
da cui segue
c, eiﬁa o eiﬁb +Cy 671'\511 B efiﬁb -0

o eiﬁa _ ei\/Xb — 0, e—iﬁa —ivVAb -0

— €

Questo sistema ammette soluzione non banale sse non accade che C; = Cy = 0,
OVVero sse

o (ez‘ﬁa o eiﬁb) (e—iﬁa - e-iﬁb) _
. (ei\ﬁ\a _ ez’ﬁb) <€—z‘ﬁa _ e—z‘ﬁb) -0

da cui
(eiﬁa _ eiﬁb) (e—iﬁa _ e—iﬁb) —0

ovvero ) ]
ezﬁ(b—a) _ e—iﬁ(b—a) -9
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ottenendo infine

cos VA(b—a) = 1.

Pertanto, i valori possibili di A che soddisfano le condizioni al contorno in esame
sono espresse da

VAn(b—a)=2nm (n=0,1,2,...)

da cui 42
)\n:n2ﬁ (n:O,1,2,)

Quindi, anche in questo caso gli autovalori formano una successione discreta,
divergente a +00 per n — —oo. Gli autovettori corrispndenti sono

pn(t) = CreV Mt 4 Che™ V!

Ricordando il sonc esponenziale in Lo ([a, b]) (vedi cap. 6.1) potremo modificare

leggermente la forma degli autovettori ¢, ponendo C; = me*im‘l, Cy =
nge’V A da cui otteniamo

on(t) = meVn =) LppemiVinlema) (=0 1,2,..)

Vogliamo vedere se la famiglia di autovettori {¢,} & un sistema ortonormale
per un’opportuna scelta di 71,72. A questo scopo consideriamo che per m # n
si ha che {p,|pm) = 0 mentre per m = n si ha che

b
(nlon) :/ {ﬁle—im(w—a) +ﬁ2€im(x—a)} {meim(z—a) +n26i\//\7(z—a)}dx

b b b
:/ (ﬁﬂ?l“"ﬁﬂh)dm“v‘/ ﬁ1n26—21\/>\n(9c—a)dx+/ ﬁ277162“/>\"(x_a)d$
a

a a

= (b—a) (m —7an2)

Pertanto {®,} ¢ un sistema ortonormale di autovettori per una qualsiasi scelta
71,12 soddisfacente la condizione

_ _ 1
i =2tz = 3,

diamo qui sotto una tabella corrispondente a opportune scelte di 1y, 72.

Cm [ m [en (n=0,1,2,..) ‘
— 0 L e2min(§=3)
0 b1_a b1_a62m‘n( 2=2)
= | s | a2 (552) (n#0)
i | s | iz (522) (£ 0)







Capitolo 14

Problemi di
Sturm—Liouville
di tipo polinomiale

14.1 Problemi di Sturm—Liouville Polinomiali

Nella sezione precedente abbiamo visto quali condizioni debbono essere im-
poste affinche 'operatore differenziale L ammetta funzione peso rispetto alle
quali risulti essere formalmente autoaggiunto, e quindi abbia autovalori re-
ali. La ricerca di questi autovalori per l'operatore L cosi opportunamente
definito corrisponde a quello che in letteratura viene chiamato problema di
Sturm~—Liouwville.

Vogliamo ora vedere quali ulteriori condizioni devono essere imposte relati-
vamente al cosidetto problema di Sturm-—Liouville polinomiale, ossia

quali condizioni bisogna imporre all’operatore differenziale L affin-
che, oltre a risultare formalmente autoaggiunto, la corrispondente
equazione agli autovalori ammetta soluzioni che siano polinomi di
grado qualsiasi.

Affronteremo questo problema in due passi successivi.

Primo passo

Nel primo passo analizzeremo alcune importanti conseguenze della sola con-
dizione di autoaggiuntezza formale ((i) del teorema 13.1.14) dell’operatore dif-
ferenziale formale

d2

d
3 +a1(x)— 4+ az(x), ag,a1 € c!

L =ap(x) T

Dato 'operatore L, possiamo scrivere immediatamente ’equazione differenziale
ad esso associata

(i) (w(x)ao(x))" = w(z)ar (x)
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Questa equazione differenziale pud oppure no ammettere soluzione w(z) che
sia una funzione peso, e cio dipende dal comportamento delle funzioni ag(z) e

ay(x).

Definizione 14.1.1 Diremo che l'operatore differenziale formale L ammette
funzione peso per problemi poliniomiali sse esso ammette funzione peso soluzione
della (i) e questa funzione peso soddisfa l'ulteriore condizione

(pfv) " GLQ([aaﬂ])wa per ogm'n:0,1,...

Quanto richiesto sino ad ora riguarda la struttura intrinseca dell’operatore
formale L; una volta che questi & dato, e in particolare sono date le funzioni
ap(z) e ay(x), non resta altro che risolvere la (i) sperando che la funzione w(x)
ottenuta soddisfi tutti i requisiti richiesti. Se I'operatore differenziale formale L
ammette funzione peso per problemi polinomiali, il problema di Sturm-Liouville
polinomiale consiste nel determinare quali ulteriori condizioni bisogna imporre
all’operatore L affincheé ammetta una successione di autovalori reali distinti {\,,
n =0,1,...} tali che per ogni n esista un polinomio di grado n, indichiamolo
con @, soddisfacente la equazione agli autovalori LQ,, = \,,Q.

Proposizione 14.1.2 Il dominio di definizione formale Dy, € C? N (La).,, del-
Uoperatore differenziale L per un problema di Sturm-Liouville polinomiale deve
contenere il sistema libero di vettori {z™ : n =0,1,...} e, quindi, tutti i polinoms
m .

Inoltre, ogni ™ deve essere una combinazione lineare dei primi n+1 polinomi

QTL;

(14.1) 2= 3uiQi(x)  Ban #0

Dimostrazione. Il dominio Dy, ¢ una varieta lineare di C2 N (L), che deve
contenere tutti i polinomi @, (z) = Z?:o agn):v"’j, con a # 0, che siano
soluzioni della equazione agli autovalori LQ, = A\, Q.

Se Dy, € una varieta lineare, allora per ogni n oltre a contenere @),, conterra

anche il polinomio di grado n,

n _(n)
(1) — _..n J
@n n) @ =2"+ a(n)
j=1 %0
Prendiamo in esame ora
n—1 (n—1)
<>Q(1) = aén;IH* a?i e
n Oéon et aon On

Ma Dy, sempre per la proprieta di essere una varieta lineare, sara tale da
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contenere
Q=g L gw,
" )
n a(-") ' (n) n=l (n) O[(nfl) _
) J n—j _ nfl - 1 J n—1-—j
T+ e <n> PN
j=1 Qg j=1 & " &g
o™ (n) n (n) n-l (n) (n—1)
— pn 1 n—1 _ " 1 _ 1 ] n—1-j
T wT <n) + Z NOM NN =
0 j=1 % Qg
(n)
, che & un polinomio di grado n del tipo Q) = 2 +3 0, %x I in cui
e stato eliminato il termine di grado n — 1. Continuando con questa tecnica di
eliminare via via i termini di gradon—2, ..., 1,0 si arriva al risultato cercato che
" € Dy, per ogni n, ove ' € una combinazione lineare ™ = Z?:o BniQi(x),
con B, # 0. O

Teorema 14.1.3 Affinché l'operatore differenziale formale

d2

d
d2+a1()

L:(LQ( ) dm

+ az(x)
si riferisca ad un problema di Sturm-Liouwville polimoniale é necessario che
ag, a1, a1 abbiano le sequenti forme:

ao(z) = apr? + a1z + ay
ai(x) = Bor + P
az () = o

con ag, a1, e, Bo, f1, 82,70 costanti reali.(Si ricordi che le funzioni ag, a1, as
devono essere a valori reali).

Dimostrazione. Sia @ il polinomio di grado zero soluzione della equazione
LQo = MQq. Tenendo presente che un polinomi di grado zero & una costante,
avremo che LQo = az(2)Qo = A\oQo da cui segue che as(x) = costante reale.

Sia @ il polinomio di primo grado tale che LG, = A1 Q1, allora a1 (z)Q) +
az(x)Q1 = M Q1 e quindi

ai(z) = 10 Q1 = Box + (1

Q1
In quanto Q) & una costante non nulla e Q7 & di primo grado.

Sia @2 il polinomio di secondo grado soluzione dell’equazione LQs = A2Q2
altrimenti scritta ag(z)Q% + a1(z)Q% + az(x)Q2 = X2Q2 con QF costante non
nulla, e quindi

Ay — T+
N 'YOQZ Box + B

w0(®) = o7 7

QY = apr? + a1z + as
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Corollario 14.1.4 L’eventuale funzione peso associata all’operatore differen-
ziale formale

d? d
(14.2) (ao2® + onz + 042)@ + (Boz + 51)% + Y

e data dalla formula

(14.3) w(x) = cexp </ (Bo = 2a0)z + (61 = al)dw>

apx? + oz + an
ove ¢ € una costante positiva che, d’ora in avanti, supporremo uguale a 1.

Dimostrazione. Banale conseguenza della (i). O

Teorema 14.1.5 Se l'operatore differenziale formale (14.2) ¢é tale che le cos-
tanti ag e By soddisfano le sequenti condizioni:

(i) ag e Bo mon sono entrambe nulle;
(ii) se ag e By sono entrambe non nulle allora sono dello stesso segno.
Allora la sequente funzione

1 dr, .,
——(agw)

kpw dx™

(14.4) Po(z) =

¢ un polinomio di grado m, per qualunque n = 0,1,.... La (14.4) ¢é chiamata
formula generale di Rodrigues.

Dimostrazione. Dlmostraremo un risultato preliminare. Se f(z ) ak (x)w(x)r(x),
ove k > 1er(z) =roz! +... ¢ un polinomio di grado [, (I =0,1,...), allora

(@) = ag~H(@)w(@)sis ()

ove s;+1(x) € un polinomio di grado [ + 1.
Per dimostrare questa affermazione deriviamo f(x):

() = (ak=YY (aow)r + ab = (aow)'r + alf~* (agw)r’

= (k — 1)af~2a(apw)r + af = (ayw)r + af 1(a0w)r

= ab Y w(ayr + (k — )ayr + apr’) =

= af ™ w {ro (Bo + (2(k — 1) + Dag) 2™ + ..}

Poiche rg # 0 e poiche ag e By hanno lo stesso segno se ag # 0 e By # 0, avremo
che la espressione in parentesi ¢ un polinomio di grado [ + 1.

Da questo risultato, applicato n volte a aff (x)w(x), (corrispondente al caso
particolare r(x) = 1), deduciamo che

dTL

T — (agw) = (ag(x)) w(z)ty(x) = w(x)t, ()

ove t, () & un polinomio di grado n e percio la (14.4) & un polinomio di grado
n. |
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Teorema 14.1.6 Nelle ipotesi del teorema precedente, i polinomi

{P,:n=0,1,...} espressi dalla (14.4) sono soluzione del problema di Sturm—
Liouville per l'operatore L, ossia

LP, =M\, P, perogni n=0,1,...

con

(14.5) An = aon(n+1) + Bon + o

Dimostrazione. Applicando direttamente la formula di Leibniz, ricordando
che ao(x) ¢ un polinomio al piu di grado 2 e scrivendo per semplicita D al posto

di E’ avremo
H/n +1

D" oo fwag)) = > (" ) D)0 D w)
k=0

1
" _2|_ )agD” (wag)

1
waa’kn(wpn)

= apD""? (wal) + (n + 1)an D" (waf) + (

= apk, D*(wP,) + (n + 1)apk, D(wP,) +

D’altra parte si puo ottenere

D" (ag D (wag)) = D" <a0 < wag)ag 1>>
= D" (al D(wag) + (n — 1)alayw)
= D" {al (way) + (n — 1)apalw)
_pr {wa@ (a1 + (n — 1))}
n+1

= <a1 + (n = Dag) D" (wag) + (n +1) (@) + (n — 1)ag) D" (wag)
(2) = (a1 + (n — Dag) D(wknP,) + (n+1) (@} + (n — 1)ag) (knwP,)

Mettendo assieme questi due risultati otteniamo

1
aokn D*(wPy) + (n + 1)ahkn D(wP,) + wagkn(wpn)

= (a1 + (n = Dag) D(wkn Pp) + (n + 1) {ay + (n = 1)ag) (knwPr)
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da cui segue

0 = apD*(wPy) + (2d), — a1) D(wPy) — (n + 1) <” - 24— a’1> (wP,)

= ap(wP) + 2w' P, + w"P,) + [2a( — a1](wP), + P,w")
—(n+1) <7122a6' — a'1> wh,
= (apw) P + (2aow’ + (2ay — a1) w) P+
+ (oo + (20— an) o~ o Do ("2 ot )
=aoP! + <2a01:j]/ + 2a(, — a1> P
(3) +<aog+(2a6—a1)g—(n+1)<n22a8—a’1>>Pn
La (14.4), nel caso particolare di n = 1, fornisce la relazione
(4) D(apw) = kiwPy
per cui, da un lato si ha
(5) apw + apw’ = kywPy

ovvero ag + ao% = k1 Py, da cui segue 2aj, + 2a0% — k1 Py = k1 P;; ma, per la
(4), k1P = L(apw) = L(ayw) = a;, concludendo che
/
w
(6) 2a4 + 2a0— — a1 = a;
w
D’altro lato, derivando la (5) ulteriormente segue che agw” + 2aw’ + ajw =
ky(w' Py + wPy), da cui si ottiene
1 !

(7) ao%—i—@ag—klﬂ)% =k P —ay =a; —ay

Pertanto la (3), tenuto conto della (6) e della (7), diviene

-2
aoP + a1 P, + <a'1 —aj—(n+1) <n2a8 — a1>) P, +vP, =P,

concludendo che

n(n—1
aOP,iL' + alpé + P, = <na’1 + %aé’ + ’yo> P,
che & la tesi, una volta ricordato che aj = Gy e af = 2ay. O

Sino ad ora ci siamo occupati delle conseguenze della sola condizione (i) di
autoaggiuntezza formale per l'operatore differenziale formale L in relazione al
problema di Sturm-Liouville polinomiale; ora analizzeremo alcune conseguenze
delle condizioni al contorno

(i) w(@)ao(x) [f(@)g (@) = g(x)f (2)]], =0 per ogni f,g€ Dy
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utili nell’individuare un dominio di definizione Dy tale che in esso L risulti
formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso soddisfacente la (i).

Ricordiamo che dalla autoaggiunzione formale dell’operatore L segue che se
An € Ay, sono due autovalori distinti e @, € @, i corrispondenti autovettori di
tipo polinomiale allora essi sono ortogonali in L2,,, valendo la

(Qul Q). = / 00 (@) Q@ (2)0(2)dT = b

ove le quantita c, ,, che pit semplicemente indicheremo con c,, sono delle
opportune costanti di normalizzazione.
Da cio segue che

{\/ICTL\/Eann:O,l,...}

& un son in Lo[a, 3].

Osservazione 14.1.7 Da quanto visto sino ad ora, sappiamo che

{z"}n =0,1,... & una famiglia libera di vettori di (Lz),. Inoltre, la
famiglia di polinomi {Q;}i =0,1,..., soluzioni della equazione agli au-
tovalori LQ; = A\;Q; per un problema di Sturm-Liouville polinomiale,
soddisfa le seguenti proprieta

(1) {Q:}i=0,1,... & un sistema ortonormale in (L2 ).w;
(ii) ogni elemento del son @, & combinazione lineare dei primi n + 1
elementi della famiglia {z"}, Qn(2) = >27_; an;z’ con ann # 0;
(iii) ogni elemento della famiglia libera z™ ¢ combinazione lineare dei

primi n+1 elementi del son {Q;}, 2™ = 31 BniQi(x) con Bnn # 0.
(vedi (??) proposizione (77)).

Pertanto, a meno di fattori di fase unitari, il son {Q,} & I'unico che si ot-
tiene a partire dalla famiglia libera di vettori {z"} tramite il procedimento
di ortonormalizzazione di Gram-Schmidst.

Teorema 14.1.8 Nel caso dei problemi di Sturm—Liouville polinomiali relativi
ad un intervallo compatto [a,b] le condizioni di autoaggiuntezza formale (ii)
implicano necessariamente che lim,_, .+ w(x)ag(z) e lim, ;- w(x)ag(z) siano
finiti e che valga la uguaglianza

(14.6) lim+ w(z)ap(x) = lim w(x)ap(x)

r—a r—b~
Dimostrazione. Abbiamo visto che Dy, contiene tutte le funzioni {z"™ : n =
0,1,...} e quindi la (ii) deve essere vera nel caso in cui f(z) = 1 e g(z) =

L_zn+1 fornendo il risultato
n+1

lim (w(z)ap(z)z™) — lim (w(z)ao(x)z™) =0

r—b— r—at

La quale, nel caso particolare di n = 0, diviene

lim (w(z)ap(z)) — lim (w(z)ap(z)) =0

r—b— r—at

che conduce alla tesi. O
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Osservazione 14.1.9 Nella (14.6) i limiti per z — at e 2 — b~ di
ao(x) esistono e sono finiti, in quanto ao(z) & un polinomio al pit di
secondo grado in z. Cid non implica che necessariamente devono es-
sere finiti i lim,_,,+ w(z) e lim, ,,— w(z); anzi si pud dare il caso in
cui questi limiti della funzione w(x) siano entrambi infiniti pur risultando
lim, .+ w(z)ao(z) = lim,_,,— w(z)ao(x) = 0. (In effetti, in un esempio
che tratteremo piu diffusamente nel prossimo paragrafo, si trattera di una
forma di indecisione del tipo co - 0 risolta a favore dello 0).

Corollario 14.1.10 Nelle condizioni del teorema precedente, se esistono finiti
1 limiti
w(a) = lim w(z) e w(d) = lim w(x)

z—at z—b~

e si ha che
w(a) #0 e w(b) £ 0,
allora deve necessariamente essere
ag(z) = k(z —a)(z = b).
Dimostrazione. Sotto queste condizioni la (14.6) si pud scrivere nella forma
w(b)ao(b)db" —w(a)ap(a)a™ =0

che nei casi di n =0 e n = 1 conduce al sistema

{wwmawzwmma@
w(b)ag(b)b = w(a)ag(a)a

Il quale, essendo a # b, & consistente sse w(a)ag(a) = w(b)ag(b) = 0. Tenuto
conto delle ipotesi w(a) # 0 e w(b) # 0, da quest’ultima segue ag(a) = ag(b) =0
e quindi la tesi. O

Teorema 14.1.11 Nel caso dei problemi di Sturm—Liouville polinomiali rela-
tiwi ad un intervallo [a, ] illimitato le condizioni di autoaggiuntezza formale
implicano che

(i) non esistono soluzione polinomiale se ay & la funzione identicamente nulla

su [a, B];
(i) sugli estremi infiniti deve essere

(14.7) limz"w(z) =0 per ogni n=0,1,...

(11i) sull’eventuale estremo finito deve essere

(14.8) liinw(gc)ao(x) =0

Dimostrazione. Ricordando che la funzione peso w si ottiene come soluzione
della equazione differenziale (wag)’ = wa; la condizione a; = 0 implica w(x)ag(z) =
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k, con k costante. Inoltre dovendo essere soddisfatta la seconda condizione di
autoaggiuntezza formale

(1) w(@)ag(z) [f(z)g(2) — g(@)f'(@)]|2 =0 perogni f,g € Dy

poiche i polinomi divergono all’infinito, questa condizione non potra essere sod-
disfatta nel caso in cui wag =k, f =1e g = n%‘_lx"“. Inoltre, questa parti-
colare scelta delle funzioni f e g conduce alla tesi (ii), una volta osservato che
ag(z) & un polinomio al pin di secondo grado in z.

Nell’eventuale estremo finito, diciamo ey, dell'intervallo [« 8], deve valere la
(1) nel caso particolare di f(z) =1 e g(x) = z, ossia

w(@)ao(z)]a =0

che si traduce nella w(ey)a(es) = limw(x)ag(xz) = 0, tenuto conto di quanto
ora dimostrato. (|

Riassumendo, se L € un operatore differenziale formale per il problema di
Sturm-Liouville polinomiale tale da soddisfare le condizioni (i) e (ii) del teorema
14.1.5, allora i polinomi {P,}n =0,1,... espressi dalla formula di Rodrigues
generalizzata (14.4) sono soluzioni della equazione agli autovalori LP,, = A, Py,
con gli autovalori A, dati dalla (14.5).

Se L & anche formalmente autoaggiunto nel dominio di definizione formale
Dy, rispetto alla funzione peso w, allora la famiglia {P,} ¢ costituita da vettori
mutualmente ortogonali in L2,,. D’ora in avanti supporremo di aver scelto la
costante ky,, nella (14.4) in modo tale che i vari polinomi P, siano normalizzati
in tale spazio. Pertanto, {P,} risulta essere un son in L2,, mentre {\/wP,} ¢
un son in £2. Questo risultato € pero ulteriormente rafforzato dal seguente

Teorema 14.1.12 Il sistema ortonormale dei polinomi di Sturm—Liouville { P, (z)}
é completo nello spazio di Hilbert La([a, 8])w-

Dimostrazione. Supponiamo esista una qualche funzione f € Ls([a, 5]). tale
che (f|Py),, = 0 e per ogni n. Poiche 2™ puo essere scritto come combinazione
lineare finita dei P,,, per essere esatti dei primi m-+1, otteniamo immediatamente
che (2™|f),, = 0 per ogni m. Introduciamo le funzioni

o [f@ weels | ful@) Veelo
/) {o Ve ¢ [a, ] ) {o vz ¢ [a, ]

Ovviamente, se f € L2, allora f € Lo[—00, 0]y €, per la proprieta (p-iv) delle
funzioni peso, uﬁf € Ly[—00, 00]. Da cio segue che x"|f ~ =0 per ogni n.

Consideriamo ora 'applicazione dell’operatore di Fourier-Plancherel Fsul2
al caso della funzione fw

A N ~ .
g(k) = F(fid) = B2 — lim [ fayita)e s

N—oo

La funzione g(k) appartiene allo spazio di Hilbert L2, per una nota proprieta
dell’opeartore di Fourier-Plancherel. Ora, se sviluppiamo e~ *** secondo la serie

e—ik‘m — Z (_ik')m ™
m:
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e usiamo le relazioni <xm| f > = 0, per un corollario del teorema di Lebesgue,

S

abbiamo che

In notazione operatoriale potremo scrivere J ( fu?) = 0. Ma F & un operatore in-
vertibile, in particolare & iniettivo. Quest’ultima proprieta equivale ad affermare
che l'equazione F( fﬁ)) = Ou ammette quale unica soluzione fﬁ) = Qu, ovvero
che f(x)w(x) = 0 quasi dappertutto su [—co, 0o]. Cid implica che f(z)w(z) =0
q.d. su [a, G], ed essendo w(z) > 0 su («, 8), non potra che essere f(z) =0 q.d.
su [a, ], cosicche il sistema ortonormale {P,} & completo in L.2,,.

Come conseguenza di questo risultato abbiamo che {\/wP,} & un sistema
ortonormale completo in L2. O

Verifichiamo ora la seguente proprieta:

Teorema 14.1.13 Sia L un operatore differenziale formalmente autoaggiunto
rispetto alla funzione peso associata w e soddisfacente le condizioni

(i) ag mantiene sempre lo stesso segno su [, B8] e si annulla su di un insieme
di misura nulla di tale intervallo;

(i) L soddisfa le condizioni (i) e (ii) del teorema 14.1.5 che assicurano [’e-
sistenza di una soluzione del problema di Sturm—Liouville polinomiale data
dalla formula genralizzata di Rodrigues.

Se {P, :n=20,1,...} &il sistema ortonormale completo soluzione del proble-
ma di Sturm—Liouville polinomiale per L rispetto alla funzione peso w allora
{P, :n=1,2,...} éun sistema ortonormale completo soluzione del problema
di Sturm—Liouville polinomiale per un nuovo operatore differenziale formale L
rispetto alla funzione peso w = w - ag. Dall’ipotesi

aoD?*P,, + a1DP, + a3 P, = M\ Py,

segue che
D (agD*P, + a1 DP,, + a2 P,) = D (A, P,)
ovvero
agD*(Py) + (ap + a1)D(P,) + (a} +a2) P, = A, P,
ove

ag = 040332 + a1x + o
ap + a1 = (2o + Bo)zr + (a1 + £1)
al +az = Bo+

Abbiamo pertanto ottenuto il seguente risultato preliminare
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Se I'equazione differenziale
(a0r® + arz + az)y” + (Box + 1)y + 70y = My

ammette come soluzioni i polinomi P,, (N), corrispondenti agli au-
tovalori
An = aon(n — 1) 4+ Bon + Yo

allora 'equazione differenziale
(a0r® +onz+az)y” +((2a0 + Bo)z + (a1 + 1)) ¥’ + (Bo+70)y = Ay

ammette come soluzioni i polinomi P!, (n = 1,2,...), corrispondenti
ai medesimi autovalori.

Considerato 'operatore differenziale formale
2

14.9) L = 2 —
( ) (oz” + a1z + a) ar?

I’eventuale funzione peso associata ad esso & data da

) = conp [ G0t 200N (0 B —on

ap
_ /ﬂoerﬁl B /a1
= cexp —— = cexp —_—

ao ao

/ (wao)’
= cexp = Ccwag

wagp

Quanto ora visto conduce al seguente secondo risultato

Se ap mantiene sempre lo stesso segno su [, 3] e si annulla soltanto
su di un insieme di misura nulla di [, 5] allora w(z) = w(z)ag(z) &
la funzione peso associata all’operatora differenziale formale (14.9).

+ (a0 + fo)e + (@ + 51)) 5+ (B +70)

Supposto che L soddisfi le condizioni (i) e (ii) del teorema 14.1.5, allora anche
L soddisfa le corrispondenti condizioni (i) e (ii). Sotto queste condizioni, se ap-
plichiamo all’operatore L i risultati generali visti in questo paragrafo, otteniamo
che esistera un sistema di polinomi {Pn} ortonormale completo nello spazio di
Hilbert £2,, e soddisfacente il problema di Sturm-Liouville polinomiale. Questo

sonc sara dato dall’espressione

R 1 dn
14.10 P,(x) = = —(aw
( ) () T wa dxn( 0 w)

L’autovalore corrispondente secondo la (14.5) al polinomio P, &

An = aon(n — 1) + (2a0 + Bo)n + (Bo + o)
(14.11) =agn(n+1) + Bo(n+1) + 7

Da quanto ora ricavato si ottiene che
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Sotto I'ipotesi che w(x)ag(x) sia la funzione peso associata all’oper-
atore differenziale fornale L, sia P, , | che P, sono polinomi di grado

n, entrambi corrispondenti al medesimo autovalore \,, di L.

Ricaviamo ora l'ultimo risultato utile al nostro scopo

Sotto le ipotesi precedenti, la famiglia di polinomi {P, : n=1,2,...}
é un sistema ortonormale nello spazio di Hilbert £2.

Integrando per parti

B B
/ PP way = P, P, (wag) |° —/ P, (Pl wag + P, (wap)")

(03

B B
:/ Pn (P&wa0+Pylnwal) = / Pn(Am*’YO)Pm :5n,m

[e3

Possiamo allora concludere che le due famiglie {P,,,} N e {Pn} N sono costi-

tuite da polinomi di grado n ed entrambe soddisfano le medesime condizioni del
procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt nello spazio di Hilbert
L2y a partire dalla famiglia libera di vettori {#™ : N}. Da cio segue che il poli-
nomio P}, differisce dal polinomio P, per un opportuno fattore di fase unitario
e, quindi,

La famiglia di polinomi {P,’L +1}N ¢ un sistema ortonormale com-
pleto in £2,. Essi sono soluzione del problema di Sturm-Liouville
polinomiale per 'operatore differenziale formale (14.9), i cui cor-
rispondenti autovalori sono dati dalla (14.11). A meno di fattori di
fase unitari, tali polinomi sono espressi dalla formula generalizzata
di Rodrigues (14.10).

14.2 Equazioni e polinomi di Jacobi,
Legendre, Laguerre, Hermite
In questo paragrafo applicheremo i risultati ottenuti sino ad ora al caso di alcuni

operatori differenziali formali per problemi polinomiali di frequente utilizzo nelle
applicazioni.

14.2.1 Equazioni e polinomi di Jacobi: intervallo [—1,1]:
Caso ag(r) =1 — 2.

Considerato U'intervallo [—1,1], introduciamo la seguente notazione di conve-
nienza

Bo=—-(p+q+2)
Bi=q—p
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ove p,q sono due numeri reali non necessariamente interi. In questo caso la
funzione peso si ottiene dalla formula

w(a:)ao(x):exp</ —(pra+2rtq- pd)

1— 22

:eXp(/Hx /p+1 )

=(1+ x)q+1(1 p+1

ovvero

w(z) = (1+2)%(1 - )"

Facciamo osservare che nell’intervallo [—1, 1] la condizione del teorema 14.1.5,
paragrafo precedente, che sugli estremi dell’intervallo siano finiti i limiti della
funzione w(z)ap(x) & soddisfatta sotto le condizioni:

g+1>0 p+1>0
Infatti sotto queste condizioni avremo che

lim w(x)ap(z) = hm1 w(z)ag(z) =0 per ognin =0,1,...

T——

Condizionip > —1,q > —1

Nelle ipotesi che queste condizioni siano soddisfatte, I'operatore L & formal-
mente autoaggiunto in Lo[—1, 1], ed ha la forma

d2 d
L:U*T/z)@JF {(qp)(P+Q+2)$]dx+’Yo

Cui corrisponde l'equazione agli autovettori, chiamata equazione di Jacobi di
indici p, q,

(1—a2?)y" + {(q -p)—(p+a+ 2)4 Y 40y =Ny

Gli autovalori di questo problema di Sturm-—Liouville polinomiale sono espressi
dalla relazione

A=—nn—1)—p+qg+2)n+

e a ciascun di questi autovalori corrisponde un autovettore polinomiale, indicato

(p,Q)( )

col simbolo J, , di grado n e espresso dalla formula di Rodrigues

JPD () = APD(1 — 2)7P(1 - x)fqdi

da™ (1—2>)"(1+z)?(1 —z)?

chiamato polinomio di Jacobi di grado n, ove A%p D & una opportuna costante
dipendente da n,p, q.
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14.2.2 (2) Equazione e polinomi di Legendre: caso a(z) =
1—a2? p=qg=07=0.

Il caso particolare della equazione di Jacobi corrispondente alla scelta di p =
q = 0 e o = 0 si riferisce alla funzione

ag(z)w(z) = (1 - 2?)
da cui segue che la funzione pese in esame e
w(z) =1 per ogni x € [—1,1]

In questo caso avremo che loperatore differenziale definito su Lo([—1,1]) &
espresso dall’operatore formalmente autoaggiunto, detto operatore di Legendre:
d? d

L=(1-2%)— —22—
(1-= )d:L‘2 Yz
cui corrisponde I'equazione agli autovalori (1 — 22)y” — 22y’ = py, la quale per
A = —u diviene 'equazione di Legendre
(1—2%)y"” —2zy’ — Ay =0
I polinomi J,ELO’O) vengono indicati piltt brevemente con P, (x) e sono chiamati
polinomi di Legendre. 1 polinomi di Legendre sono anche chiamati polinomi
sferici e costituiscono un sonc in Ly([—1,1]). I polinomio P, (z) ¢ autovettore

dell’operatore di Legendre corrispondente all’autovalore A\, = —p,, = n(n—1) —
2n =n(n+1).

Applicando il teorema 14.1.13 al caso dei polinomi di Legendre ora visti
avremo che

. % ¢ un sonc di polinomi rispetto a (1 —2?) conn=1,2,...

. d;;" ¢ un sonc di polinomi rispetto a (1 —2?)? conn=2,3,...

. d;fl" ¢ un sonc di polinomi rispetto a (1 —22)! conl=n,n+1,...

(3) Equazione e polinomi ultrasferici: caso ag(z) = 1 — 22, p = ¢ =

m, v = 0. Fissato un numero reale m > 1, consideriamo ora il caso del-
I'equazione di Jacobi per p = ¢ = m. Sotto queste condizioni avremo che la

funzione peso ¢
w™ (z) = (1 - z2)™

L’operatore differenziale formalmente autoaggiunto &

2

—2(m+ 1)xi

X

dz?
cui corrisponde ’equazione agli autovalori, chiamata equazione ultrasferica
(1—2%)y" —2(m+1ay + Ay =0

Percid {Jém’m)(m‘) : N} ¢ un sonc di polinomi in Lo rispetto alla funzione peso
w™(z) = (1 — x?)™, corrispondente agli autovalori \, = n(n + 1 + 2m).
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Se il numero fissato m ¢ un intero, m = N, potremo scrivere il precedente
sonc di polinomi nella forma Jl(in?;lm), conl = m,m+1,..., ove Jl(Z;lm) ¢ un
polinomio di grado | — m. Per I'unicita dei sistemi ortonormali di polinomi

ottenuto in La[—1,1],(y, tramite il procedimento di Grahm-Schmidt a partire
dalla famiglia libera z™, si ottiene che

_dmn
 dam

T ()

l—m

(m=N,l=mm+1,...)

da cui ricaviamo che per ogni intero m = N la seguente famiglia di funzioni

m/2 d" B

P (e) = (11— a?)m/2 S

(l=mm+1,...)
chiamate funzioni associate di Legendre, & un sonc in Ly[—1,1]. (4) Equazione
e polinomi di Laguerre associati: intervallo [0, 00|, caso ag(z) = x, Bo = —1, 51 >
0 Sotto queste condizioni avremo che

’(U(l')ao(l') = exp </ ﬂoxm—’_ﬁldm> — eﬁo$6ﬁ1 logz _

B1,—x

=I e

Pertanto la funzione peso in esame ¢
w(z) = 2P te

La scelta di 8y = —1 permette di soddisfare la condizione (14.7) sull’estremo
infinito

lim (z"w(x)) =0 perognin
r—+00

in quanto per x — +oo si ha (z"w(x)) ~ e~*. Osservato che per §; > 0 si

ha che nel punto z = 0, w(0)ag(0) = 0, la condizione (3.8) sara soddisfatta
nell’intervallo [0, +00).
In particolare, prendendo 1 = s+1, con s > —1, la funzione peso corrispon-
dente sara:
w(z) =ae™" per 0<z

In questo caso I'’equazione differenziale in esame sara:
ay’' + (1 —z+ )y + (v + Ny

chiamata equazione di Laguerre associata. Gli autovalori di questa equazione
differenziale sono
/\n =n ="

Il corrispondente autovettore polinomiale viene chiamato polinomio di Laguerre
di grado n e di ordine s (con s > —1) ed ¢ indicato con Lf (x), la cui formula di

Rodrigues &
X 1 X dr X .
L;(.’I;) = @x_ée—xmﬁ (ajé"_le—l)

Quindi, in L]0, +00), le funzioni

I5(x) = az:“”/Qe_(g”/Q)Lf1 (z)

n

chiamate funzioni di Laguerre associate, costituiscono un sonc.
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14.2.3 (3) Equazioni e polinomi di Hermite: intervallo
[—00,00], caso ag(z) =1, o= =2, B =0, 7 =—1

In questo caso I'equazione differenziale e
y' =22y —y = py.

Se nella precedente equazione poniamo p = —\ otteniamo la classica equazione
di Hermite
1/ /
y' =2xy'+ (A —1)y=0.

La funzione peso di questa equazione differenziale ¢

$2

w(z) =e”

e la condizione (14.7) ¢ soddisfatta in entrambi i punti infiniti —oo, +00. Gli
autovalori di questa equazione differenziale sono —\,, = p,, = —2n — 1 ovvero

Ap=2n+1

I corrispondenti autovettori polinomiali si chiamano polinom: di Hermite e
vengono indicati con H, (z) e si ottengono dalla formula di Rodrigues

2 d" )
Le funzioni ,
ho(z) = e~ @ /D H, (2)
sono chiamate funzioni di Hermite e costituiscono un sonc in La(R).
nome operatore intervallo An w(x)

Hermite d% - Qx% R 2n+1 e
Legendre (1 — xQ)% — 2z [-1,1]  n(n+1) 1
Laguerre m% +(1—z+s)L [0,+00) n x~%e”
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Capitolo 15

Operatori Normali ed
Hermitiani

15.1 Operatori definiti su coppie Hilbertiane

Citando P. Kristensen, L. Mejlbo e E. Thue Poulsen, Comm. Math. Phys., 1
(1965) 175: “Una delle principali difficolta della teoria quantistica consiste nel
fatto che se anche la teoria degli spazi di Hilbert é estremamente ben sviluppata
e sotto molti aspetti molto semplice, gli operatori sono in generale non limitati
e densamente definiti. Di conseguenza quando si ha a che fare con diversi
operatori di tal tipo sorgono difficili problemi riguardanti il loro comune dominio
di definizione. (...).

D’altra parte, sia per cio che riguarda ’attuale investigazione quanto per gli
scopi della teoria quantistica in generale, lo spazio di Hilbert sembra essere una
struttura eccessivamente ricca.

Ne segue che la scelta di uno spazio supporto, in un certo senso piu piccolo
di uno spazio di Hilbert, offre un vantaggio addizionale nella facilitazione delle
manipolazioni algebriche sugli operatori”.

Citando J. E. Roberts, J. Math. Phys., 7 1907 (1966): “Una delle principali
difficolta che sorgono nella formulazione della meccanica quantistica in spazi
di Hilbert é che, a causa della non limitatezza degli operatori che rappresen-
tano quantita fisiche, non é sempre possibile eseguire operazioni algebriche su
queste quantita fondamentali. allo scopo di essere matematicamente rigorosi é
necessario essere sempre molto attenti al dominio di definizione di un operatore”.

Analogamente A. Bohn, Lecture notes in Physics, n.78, Springer—Verlag,
(1978), afferma che “una delle principali difficolta che sorgono nella formu-
lazione della meccanica quantistica in spazi di Hilbert consiste nella impossi-
bilita di compiere sempre le operazioni algebriche sugli operatori, in generale
non limitati, che rappresentano le grandezze fisiche fondamentali.

Fortunatamente, se si adotta il punto di vista dei fisici e si agisce felicemente
sugli operatori non limitati senza alcun riguardo per il problema dei domini di
definizione non accade alcun reale disastro.

In questo modo sorge il sospetto che gli operatori in uno spazio di Hilbert
non siano i pitt semplici oggetti matematici interpretabili come osservabili fisiche
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e siamo tentati di cercare un’altra struttura matematica in cui sia permessa ogni
operazione algebrica di rilevanza fisica.”

Per ovviare a queste difficolta noi adotteremo il seguente punto di vista
consistente nel fissare una volta per tutte una coppia

(S, H)

ove S é una varieta lineare densa nello spazio di Hilbert complesso ‘H, ovvero H
é il completamento di uno spazio con prodotto interno complesso S.
L’introduzione della varieta lineare S nella coppia Hilbertiana risponde alla
necessita di permettere le operazioni algebriche sugli operatori, almeno relativa-
mente ad S, senza che ci si debba preoccupare dei lori domini di definizione, come
invece accadrebbe se ci si limitasse al solo spazio di Hilbert H. A questo scopo
introduciamo l'insieme £(S) di tutti gli operatori T" soddisfacenti le condizioni:

(op-1) Dr = ‘H (e quindi esiste un unico operatore (Dr,T*), aggiunto di
(Dr, T))

(Op—2) S Q DT N DT*
(op-3) T(S)C S, T*(S)CS.

Le condizioni (op-2) (op-3) si possono scindere nelle due condizioni separate

(op-2a) S CDr (op-2b) S CDr-
(op-3a) T(S)CS (op-3b) T*(S)CS.

Queste, a loro volta, implicano che si possono considerare le restrizioni di
T e T* a S ottenendo i due operatori, che indicheremo ancora con gli stessi
simboli,
T:5—-S8 e T : 8§ —S.

Quindi potremo porre
L(&)={T:Dr —-H con Dr=H|T:8—S,T":5— S}.

Diremo che due operatori T e Ty € £(S) sono S—uguali, indicato con T} =g
T5, sse Ty (x) = To(x) per ogni x € S.

L(S) é un’algebra associativa con unita rispetto alle usuali operazioni su
operatori intesi come definiti su S:

(Th + T2)(z) :==Thx + Tox per ogni zes
(aT)(z) :== aTy(x) per ogni reS
(Ty o Ty)(x) :=T1(T2(x)) per ogni xeS

Tale algebra non é S—commutativa nel senso che in generale non é vero
che per due generici operatori di £(S) vale la condizione che per ogni = € S,
(Ty o T3)(z) = (T3 0 Th)(x).
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Ha quindi senso introdurre lulteriore operazione di parentesi di commu-
tazione relativamente a S, intesa come 'operatore definito su S dalla:

[Tl,TQ]S = T1 OT2 7T2 OT1 .

Diremo che gli operatori T} e Tp S—commutano sse [T7, Ts]s = Os.

L’insieme £(S) munito delle operazioni +, -¢ e delle parentesi di commu-
tazione [, ]s é un’algebra di Lie; questa algebra é non vuota perché contiene
almeno due elementi, I'operatore nullo Og e 'operatore identico 1s.

Alla luce di questi discorsi, nel seguito studieremo alcune proprieta degli
operatori da § in S a se stanti, ossia indipendentemente dallo spazio di Hilbert
‘H. Pertanto, nel contesto delle coppie Hilbertiane, d’ora in avanti ometteremo
di fare esplicito riferimento nelle notazioni al simbolo S ogni qualvolta cid non
comporti ambiguita; per esempio scriveremo piu semplicemente 77 = T, O, 1,
[, ] al posto di T} =s Ts, Os, Us, [, |s e cosi via.

Lemma 15.1.1 Sia T : S — S allora T(x) = Qu per ogni x € S sse (T'xz|z) =0
per ogni x € S.

Dimostrazione. Se T(x) = 0 per ogni € S avremo che (Tz|z) = (0|z) =0
per ogni x € S.

Viceversa, sia (T'z|z) = 0 per ogni = € S. Essendo § una varieta lineare, se
z € § allora pure z + y € S e dalla ipotesi si ha

0= (T(z+y)lz+y) = (Tz|z) + (Tzly) + (Ty|z) + (Tyly) =

(15.1) = (Tz|y) + (Ty|z)

ove si é tenuto presente che (Tz|z) = (Ty|y) = 0.
Analogamente, se x e y € S allora ix +y € S per cui

0= (T(ix +y)lix +y) = (T(iz)|ix) + (T(ix)ly) + (Tyliz) + (Tyly) =
= i((Tylz) — (Taly))

Moltiplicando quest’ultima per i avremo che

(15.2)

(15.3) (Tzly) — (Tylz) = 0

Sommando membro a membro la (15.1) e la (15.3) si ottiene 2 (Tx|y) = 0 da cui
segue che (T'z|y) = 0 per ogni z,y € S; in particolare si puo assumere y = T
per avere (T'z|Tx) = 0 da cui si deduce Tz = 0. O

Osservazione 15.1.2 Il lemma precedente non é vero nel caso di spazi
con prodotto interno reali. Si consideri infatti lo spazio reale R%. L’oper-

atore
1 1 1 2
x T 0 1\ /= T
rewt o m () o () =0 ) () = ()
rappresenta una rotazione in senso orario di 7/2 del vettore z = (z', 2?).

Chiaramente (Tz|z) = ((x2, —21)|(x1,22)) = 0 per ogni z € R* ma T é
diverso dall’operatore nullo.

Pertanto la formulazione corretta del lemma precedente é la seguente:
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Lemma 15.1.3 Sia S uno spazio con prodotto interno complesso, T un op-
eratore lineare da S in S allora (Tx|x) = 0 per ogni x € S implica T =

0.

Proposizione 15.1.4 Siano dati gli operatori Ty, Ty : S — S allora Ty = T;
sse (Thzx|z) = (Tex|x) per ognix € S.

Dimostrazione. Se T} = T5 per definizione risulta Thx = Tox per ogni x € S,
da cui segue ovviamente che (Thz|z) = (Thx|z) per ogni € S. Viceversa, sia
(Thz|z) = (Tex|x) per ogni x € S da esso segue che ((T7 — Ty)x|z) = 0 per ogni
x € S e dal precedente lemma si ottiene che (T3 — To)x = 0 per ogni x € S
ovvero 11 = Ts. O

Proposizione 15.1.5 Sia T : S — S, se esiste un operatore T* : § — S sod-
disfacente 'uguaglianza (Tx|y) = (x|T*y) per ogni xz,y € S allora tale operatore
€ unico e viene chiamato 'operatore S —aggiunto dell’operatore T .

Dimostrazione. Supponiamo che gli operatori T} e 75 soddisfino le uguaglianze
(Tzly) = (z|TTy) = (z|T5y); da cid risulta che (z|T}y) = (z|T5y) ossia
(Trzly) = (Tyz|x) per ogni x,y € S; considerando = = y si ha (Tjz|z) =
(Tyxz|x) per ogni x € S e quindi T} =5 Ty. O

Osservazione 15.1.6 Proprio per come é stato definito, I'insieme £(S)
é caratterizzato dalla proprietad che ogni suo elemento (inteso come op-
eratore da § in S), T : § — S, ammette l'operatore S—aggiunto
T : S — S, che per quanto abbiamo ora visto é unico relativamente
aS.

D’ora in avanti riterremo gli elementi 7' € £(S) come operatori da S in S
e analogamente i corrispondenti operatori aggiunti verranno ritenuti come
operatori da § in §. In ogni caso, poiché la varieta lineare S é fissata una
volta per tutte, nel proseguimento del discorso useremo un formalismo in
cui ometteremo ogni riferimento ad essa.

Esempio 15.1.7 Sia {¢1,%2} una coppia di vettori di S. L’operatore Ty, 4, : S —
S, che agisce sul generico vettore x € S secondo la

Ty i1 (T) = (1) P2

é lineare, per la linearita a destra del prodotto interno, e ammette come operatore
aggiunto (Td’zﬂ/fl)* = Twlwa. Infatti,

(g (@)} = ( (W61 Jo) 2

y) = (Wila) (aly)

mentre

(@/Ton 00 0)) = (2 | Waly) vr) = (Waly) alin) -

Osservazione 15.1.8 Nell’uso della Fisica Teorica, il precedente oper-
atore, utilizzando la cosidetta notazione di Dirac, viene anche scritto nella
forma

Tpo,pr = |2 ) (1]
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intendendo di applicarlo ad un vettore ket |z) € S per ottenere

Tonlz) = (I2 )] ) = (al2) [p2)

Rispetto a questa notazione si ha
(he2)(wnl)” = hon ) (wal.

Proposizione 15.1.9 La classe di operatori L(S) € chiusa rispetto alle oper-

azioni algebriche di somma, di prodotto per scalari complesst e di composizione
ed in piu risulta:

(i) (i +To)" =Ty + T3
(i) (\T)* = \T*
(iii) (Ty o To)* = T o T3
(iv) (T*)* =T.
Dimostrazione. (i) 71,72 € £(S): si ha

(T + Ta)zly) = (Thzly) + (Taxly) =
= (2|T7y) + (2| T5y) = (=|(T7 + T5)y)

pertanto vale Ueguaglianza (T} + T5)z|y) = (z|(T} + T5)y) per ogni x,y
e quindi (Th + T2)* = Ty + T3 per la proprieta dell’unicita dell’aggiunto.

(ii) T € L(S): avremo che
(AT)zly) = A(Tzly) = (2|(AT")y)
e percido (A\T)* = A\T*.
(i) T1,T% € L£(S): risultera che
(T o Ty)aly) = (Tox|T7y) = (2|(T3 0 T7)y)
da cui segue (T} o Tp)* = T5 o T5.

(iv) T € L(S): esiste T™* e per esso vale

(T*zly) = (y|T*y) = (Tylz) — (z[Ty)

ovvero (T*x|y) = (z|Ty) per ogni z,y € S e cid prova che esiste 'aggiunto
T** di T e che questo é proprio T.

O

Osservazione 15.1.10 La proprieta (iv) assicura che se T € £(S) pure
T* € L(S) e quindi si puo considerare I’applicazione £(S) — L(S),T —
T la quale, in quanto soddisfacente le proprieta (i) — (iv), é una in-
voluzione di algebra. Pertanto, la classe di operatori £(S) é un’algebra
(associativa con unitd) con involuzione, in generale non commutativa, o
x—algebra non commutativa.
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Proposizione 15.1.11 Sia T € L(S) allora valgono le due uguaglianze:
(i) ker(T*) = R(T)*
(ii) ker(T) = R(T*)*
Dimostrazione. Poiché T*(y) = 0sse (z|T*y) = 0 per ogni z € S sse (Tz|y) =

0 per ogni z € S, la (i) é dimostrata. D’altra parte, se nella (i) sostituiamo 7
al posto di T' otteniamo ker(T**) = R(T*)1, e questa ¢ la (ii). O

Corollario 15.1.12 Per ogni T € L(S), ker(T) e ker(T™*) sono entrambi sot-
tospazi di S.

Dimostrazione. Tenuto conto che il nucleo di un operatore é una varieta lin-
eare, I’enunciato é una banale conseguenza del fatto che I'annichilatore AL di
un qualsiasi sottoinsieme A di S é un chiuso di S. O

Proposizione 15.1.13 Sia T € L(S), allora

SE—
R(T)* =R(T)
— —
Dimostrazione. Da R(T) C R(T) segue che R(T) C R(T)*.
Sia x € R(T)*, allora risulta che (T'y|z) = 0 per ogni y € S. Se prendiamo
un generico z € R(T), esiste una successione {y,} in S tale che z = lim Ty,

da cui otteniamo (z|z) = (IimTy,|z) = lim (Ty,|z) = 0, ovvero z € R(T)

concludendo che R(T)+ C R(T) . O

Proposizione 15.1.14 Nel caso di uno spazio di Hilbert H, per ogni operatore
limitato T € Lg(H) avremo che

R(T*) = Ker(T)*

Dimostrazione. Dalla (ii), Proposizione 15.1.11 si ha che R(T*)* = Ker(T) e

dalla Proposizione 15.1.13 T*~ = Ker(T); questi risultati implicano  (tenuto
presente che in uno spazio di Hilbert, per ogni sottospazio M si ha M = M++)

R(IT) = R = Ker(T)*. O

15.2 Operatori normali e Hermitiani

In questo paragrafo studieremo una particolare classe di operatori, secondo la
seguente

Definizione 15.2.1 Un operatore T € L(S) si dice S—normale (o semplice-
mente normale) sse risulta

[T,T*|=ToT*~T*oT =0.

Col simbolo N'(S) denoteremo la classe di tutti gli operatori normali.
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Proposizione 15.2.2 Sia T € L(S) allora T € N(S) sse, qualunque sia z € S
st ha che ||Tx| = ||T*z|.

Dimostrazione. Sia T' € N(S), allora per qualsiasi z € S,

2] = (Tx|Ts) = (T*zlz) = (T*Talz) =
= (TT*z|x) = (T*z|T*z) = |T*z|” .

Viceversa se per un qualsiasi z € S, ||Tz|| = | T*z||, risulta che
(TT*z|z) = (T*z|T*z) = | T*x|)* = |Tz|* = (Tx|Tz) = (T*Tx|z) .

La tesi segue quindi dalla Prop. 15.1.4 (]

Proposizione 15.2.3 Sia T € N(S), allora
ker(T) = ker(T*) = R(T)* = R(T*)* .

Dimostrazione. Se T' € N(S), ||[Tz| = ||[T*z||, da cui | Tz|| = 0 sse || T*z| =
0, ossia Tx = 0 sse T*z = 0 e cid prova la relazione ker(T) = ker(T*). Le ultime
due uguaglianze seguono dalla Prop.15.1.11 (]

Corollario 15.2.4 Sia T € N(S); allora risulta
ker(T) = ker(T)*+ e R(T) C R(T) C R(T)**.

Dimostrazione. In generale, per qualunque 7', ker(7) C ker(T)++; inoltre,

11 1\t
R(T)CR(T) = (R(T) ) = R(T)*+, ove I'ultima uguaglianza segue dal-

la Prop.15.1.11. Quest’ultima maggiorazione, tenuto conto della Prop.15.2.3,
conduce alla maggiorazione R(T) C ker(T)*, da cui si ottiene ker(T)++ C

R(T)L = R(T)* = ker(T). Sempre dalla Prop.15.2.3 si ha ker(T)* = R(T)*+ =
RI) . O

Riassumendo. Per ogni operatore normale T € N(S), i sottospazi di S,

R(T) e ker(T) sono mutuamente ortogonali:
(i) ker(T) = R(T) ;
(ii) R(T) C ker(T)> .

e inoltre varranno le relazioni

(i) ker(T) = ker(T)*+;

(ii) R(T) C ker(T)

In particolare, ker(T') é un ortospazio di S.
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Proposizione 15.2.5 Nel caso di uno spazio di Hilbert H, per ogni operatore
limitato e normale T € Ng(H) si ha che

R(T) = Ker(T)*

Dimostrazione. Dalla Proposizione 15.1.13 abbiamo che R(T)*+ = R(T)l

mentre dalla Proposizione 15.2.3 che R(T)* = Ker(T); da questi risultati segue

che R(T) - = Kex(T), i.e., R(T) = R(T) = Ker(T)". O
Esempio 15.2.6 Sia
C7ila,b] = {¢ : [a,b] — C | ¢ € C™[a,b], ¥n, ™ (a) = " (b) = 0}

allora I'operatore di derivazione

d 00 dp
2= 1 Cjla bl = Cjlasbl, o — = = ¢

ammette come operatore aggiunto

Infatti,
d bi/ - b b ,
(go¢|[0) = [ #@ v@ite = et - [ @ @do =
d
= (e[ -&v)
L’operatore di derivazione % é normale in quanto

() (@) i - (&) < (&)

Esempio 15.2.7 Sia f : R® — C una funzione fissata di classe C*°, di buon com-
portamento all’infinito, ossia tale che f(z)p(x) € S(R™) per ogni ¢ € S(R™). Allora
I'operatore di moltiplicazione per f,

Qr: SR") — SR")
p(z) = (Qrp)(z) = f(z)p(z)
é ben posto e ammette come operatore aggiunto I'operatore
Q}:S®)— S®Y)
p(z) = (Qyp)(z) = f(z)p(z)
Infatti

@t = [ Tavv@de= [ 50 [f@ew)] -

R

= (¢lQFv)

Ovviamente Q¢ é normale in quanto

(Qr 0 QF)¢(z) = f(2)f()¢(z) = fz)f(2)e(z) = (QF 0 Qr)p(z) .-
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Definizione 15.2.8 Un’operatore A € L(S) si dice Hermitiano sse risulta A* =
A.

Esempio 15.2.9 Procedendo come nel caso dell’esempio 15.2.6 si verifica che ’op-
eratore

. d .dSO .
—i— : C7[a,b] — C77]a,b], p — —i—— = —i
7z C//la, b = Cilab], In @
é hermitiano. Per abuso di linguaggio, in Meccanica Quantistica, questo operatore
viene chiamato operatore di derivazione. ]

Esempio 15.2.10 Se nel caso dell’esempio 15.2.7 si prendono in esame funzioni a
valori reali f : R™ +— R allora gli operatori di moltiplicazione Q¢ sono hermitiani. W

La classe di tutti gli operatori Hermitiani é indicata col simbolo O(S). Ogni
operatore Hermitiano é un operatore normale in quanto [A, A*] = [A, A] = O.
Pertanto

OS) = {Aec L(S): A= A"} CN(S).

L’insieme O(S) é non vuoto in quanto appartengono ad esso l'operatore nullo
O e l'operatore identico 1I.

Dalle proprieta (i) - (iv), Prop. 15.1.9, si deducono le seguenti proprieta alge-
briche relative agli operatori hermitiani:

1. (A1 + As) € O(S) per ogni Ay, Ay € O(S);
2. sia A € O(S) allora (aA) € O(S) se e solo se a € R;
3. se A1, Ay € O(S) allora (41 o Ay) € O(S) se e solo se [A1, Ag] = O.

Da queste proprieta segue che se A é un operatore hermitiano pure A", per
qualunque intero positivo n, é un operatore hermitiano e quindi se p(\) é un
qualunque polinomio a coefficienti reali nella indeterminata A, anche p(A4) é un
operatore hermitiano.

Abbiamo visto che 'operatore di commutazione [A;, Ay] = Aj0As — Ayo0 Ay
in generale non fornisce come risultato un operatore hermitiano. Un’operazione
che risulta chiusa rispetto alla classe degli operatori hermitiani é 1'operazione
di anticommutazione; precisamente se A1 e Ao sono due operatori hermitiani si
definisce anticommutatore dei due operatori ’operatore

1
[Al,AQ]J’_ = §(A1 o Ag + AQ e} Al)

che é un operatore hermitiano come si puo facilmente verificare. Se i due opera-
tori A; e As commutano, il loro anticommutatore é esattamente la composizione
degli operatori in esame:

[Al, AQ} =0 Sse [Al,Ag]Jr = Al 9 Ag.
In questo modo si ottiene facilmente che:

La struttura
(OS): +.(w): [ 1+)

consistente dell’insieme O(S) degli operatori hermitiani munito delle
usuali operazioni di somma, di prodotto per scalari reali e del prodot-
to di anticommutazione, é un algebra associativa con unita 1l abeliana.
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Introdurremo ora un’altra operazione fra operatori, la parentesi di Poisson,
che associa ad ogni coppia di operatori hermitiani un operatore che é ancora
hermitiano. Precisamente ’operatore

)
{Al, AQ} = _ﬁ[Al’ AQ] .
Verifichiamo infatti che esso é hermitiano

{A1, Ag}"

1 * -
<h[A13A2]) = *%(Al 0Ay — A0 Ay)" =

{
= ﬁ<A2 OAl - Al OAQ) = {Al,AQ}.

Inoltre é abbastanza facile verificare che l'insieme degli operatori hermitiani
munito della operazione di somma, della operazione di moltiplicazione per scalari
reali e della operazione parentesi di Poisson, é un’algebra di Lie reale:

(O(S), + =) {+ 1) -
Valgono le seguenti proprieta
1. [A1,A2]+ =0 sse Ajo0Ay=—Ay0A;s;
2. {41,A3} =0 sse AjoAy=Ay0A;.

Nel primo caso diremo che i due operatori anticommutano mentre nel secondo
caso diremo che essi commutano.

Pertanto, due operatori commutano sse la loro parentesi di Poisson é nulla, e cio
é equivalente a chiedere che la loro parentesi di commutazione sia nulla; mentre
essi anticommutano sse la loro parentesi di anticommutazione é nulla.

Esempio 15.2.11 Dall’esempio precedente segue che gli operatori

2
L SE ) —SEw) =12..0)

sono hermitiani in quanto
0? L0 ., 0

Da cio segue che se m # 0 é una costantew reale allora pure

n 0? ,
~om 92 (i=1,2,...,n)

sono operatori hermitiani e quindi, in conclusione risulta essere hermitiano anche
Poperatore Laplaciano su S(R™ - z)

n_, 52 "5

¥ = om |\ 2 a2
Infine se U : R™ — R é una funzione a valori reali e di buon comportamento all’infinito,
I'operatore

H:SR"-z) — SR" -z)
definito da

(HY)@) = 5=V + U@)()

é hermitiano. ]
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Proposizione 15.2.12 Sia A € L(S), allora A € O(S) sse (Az|z) € R per
ogni x € S.

Dimostrazione. Se A € O(S), per ogni x € S risulta (Az|z) = (x|Az) =
(Az|x) dunque (Az|z) € R.

Viceversa sia (Az|z) € R per ogni x € S, dall’esistenza dell’aggiunto segue che
(Az|x) = (x| A*x) = (essendo per ipotesi (Az|x) € R) = (A*x|z) per ognix € S
da cui si deduce A = A*. O

Proposizione 15.2.13 Se T € L(S), allora gli operatori

1 1
—(T+T" —(T-T*
STHT) e (T-T)

sono hermitiani.
Dimostrazione. Questa proposizione é una banale conseguenza delle proprieta

(i)- (iv) della aggiunzione. O

Da questo risultato e da quello che andremo ora a dimostrare, si puo ritenere
per analogia, che gli operatori hermitiani svolgano nei confronti degli operatori
di £(S) il ruolo svolto da numeri reali nei confronti dei numeri complessi.

Teorema 15.2.14 Se T € L(S) esistono due operatori hermitiani A; e Ag tali
che

T=A;+iA,
e tali operatori hermitiani sono univocamente determinati dall’operatore T dalle
A= 2047 e Av= (@ —T
= — e = — — .
L) Y]

Dimostrazione. Abbiamo gid visto che per ogni T' € £(S) i due operatori
LT +T*) e (T — T*) sono hermitiani e quindi, indicandoli rispettivamente
con Ay e As, si ha ovviamente T' = Ay + i A,.

Supponiamo ora che Ay + 1Ay = By + iBs con A, Ay, By, Bo hermitiani
allora (A1 — By) = i(B2 — As) cosicché si ha che

(1) i{(B2 — A2)z|x) é un numero reale per ogni x € S.
Ma dalla hermitianita degli operatori By e Ay segue pure
(2) ((Ba — A2)x|x) é un numero reale per ogni x € S.
La (1) e la (2) implicano necessariamente che per ogni x € S
((By — Ag)z|z) =0
da cui si ottiene By — Ay = 0, ovvero By = As, da cui segue Ay = Bj. O

Osservazione 15.2.15 Dato un generico operatore T € L(S), seguen-
do i risultati del precedente teorema, possiamo costruire i due operatori

:T—i-T AQZT_T

A
! 2 2i

per i quali valgono le proprieta:
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(i) A1 e Az sono hermitiani,
(ii) A; e Ay sono univocamente determinati da T,
(111) T=A+1Ay e T*=A; —iA,.
Per questi motivi, e per le analogie vista sopra con i numeri complessi, 1’-

operatore A si chiama parte reale di T' e operatore Ag parte immaginaria
di T, e a volte li denoteremo con T e T rispettivamente.

Esempio 15.2.16 L’operatore di derivazione % dell’esempio 15.2.6 ammette come
parte reale e parte immaginaria gli operatori hermitiani

AT _1[d _d]_g
dx T2 |dx  dx|

=\ 1 i d
(ddx) le—’_d:r

=5 —_— = —idﬁx] .

Esempio 15.2.17 Gli operatori di moltiplicazione dell’esempio 15.2.7 ammettono
come parte reale e parte immaginaria rispettivamente

@)™ = 5 [f@1 + F@u] = re(nut

@) = 5 [f@r - @] = tm(r.

Proposizione 15.2.18 Sia T € L(S) allora T € normale sse la sua parte reale
e la sua parte immaginaria commutano.

Dimostrazione.

ToT* = (Al + ZAQ)(Al - ZAQ) = A% + Ag - ’i[Al,AQ]
T*oT = (A; —iA2) (A +iAg) = AT + A3 +i[Ay, A

pertanto [T, 7% =0 sse [A;,Az] =0. O

Esempio 15.2.19 L’operatore di derivazione % dell’esempio 15.2.6 é normale in

quanto la sua parte reale (%)m = O e la sua parte immaginaria (%)(i) = —i%

commutano. ]

Esempio 15.2.20 Gli operatori di moltiplicazione Q¢ dell’esempio 15.2.7 sono nor-

mali in quanto la loro parte reale (Qf)") = Re(f)1 e quella immaginaria (Q;)" =
Im(f)U commutano. |

Proposizione 15.2.21 Se T € L(S) allora
(i) ToT" € O(S);
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(11) ker(T*) = ker(T o T*).

Dimostrazione. Si ha che (T oT*)* =T**oT* =T oT* e questo dimostra la
(i)
Verifichiamo ora che ker(T*) = ker(7T o T*). La condizione T*2 = 0 implica
TT*z = 0 e viceversa se TT*z = 0 allora ||T*z|* = (T*z|T*z) = (T'T*|z) = 0.
(I

Corollario 15.2.22 Se A € O(S) allora A?™ € O(S) per ogni n € N e in pit,
per ognin € N,
ker(A) = ker(A?) = ker(4?").

Dimostrazione. Ovvia conseguenza del punto (ii) del teorema precedente.
O

Esempio 15.2.23 Sia S uno spazio con prodotto interno e siano 1,2 due vettori
fissati di S. Facendo riferimento all’operatore T, 4, dell’esempio 15.1.7, il cui aggiunto
é Voperatore (T, w,)" = Ty, €550 ha come parte reale I'operatore hermitiano

Té}:{wg = 2 (Tyy,u1 + Tu1 4), la cui azione sul generico vettore z € S ¢é data da

TG (@) = 5 (Wl s + ol )

La parte immaginaria é I'operatore hermitiano Tf;l)’wz = 2% (Tpg 00 — Ty 0), la cud
azione sul generico vettore x € S é data da

T (&) = o ({Wnla) v — (wala) o)

Questi due operatori in generale non commutano. Infatti, posto per semplicita T =
qu):)ﬂm e TW= Tii)7w2, avremo che

(19079 (@) =1 [ L (@rla) 2 — (wale) ) =

- 4% [<1/11 (1]|z) Y2 — (Y2|x) ?/)1>1/)2 + <1Z12 (1 ]x) o — (tha]x) 1p1>1/;1] -
= i [((1]z) (1 ]2) — (W22} [[91]1%) b2 + (W12} [[92]|” — (W2]2) (Waltb1)) ¢1] -
Analogamente,

(1907) (@) = T |5 (nlo) v + (k) )| =
= 1 [(9 | ko) v+ wale) 91 Y — (w2 | @l o + ol o] =
[((Wrla) (alap) + (Wala) [[9al1?) 2 — (2] 12l + (2lz) (Y2ly1)) 1] -
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Si osservi che nel caso in cui la coppia di vettori {i1,%2} costituiscano un sistema
ortonormale si ha

(T84 0T 0 ) @) = 5 (W) 1 — (Wale) vl
(T80 4 0T 0 ) @) = 5 [Wale) w2 — Wrla) ]

Questi due operatori anticommutano

T(T) T(’i) :|

[ P12 TP, _@’

L=
(e quindi, per la Prop. 15.2.18, il corrispondente operatore Ty, », non é normale). W

Osservazione 15.2.24 Nella notazione di Dirac i precedenti operatori
vengono scritti nella forma

(r)y  _
Twl,wz -

(o) (orl + o) ()
T 1o = o (162) (Wl = o2} (0l

N —

Mentre nel caso di un s.o.n. {¢1,%2} avremo che

i '3 1

Ty 0 T80 4y = 5 (100)(301] = [952 ) 2]
i r 1

TT/(Jl)Ah °© Tiil)ﬂh - E(Wh ><7/)2| - |¢1 ><¢1|) .

Esempio 15.2.25 Nello spazio
C77la,b] = {p € C=[a,b] : ™ (a) = ¢ (b) = 0,Vn € N}
sia f : R™ — R una funzione fissata di classe C*°, 'operatore di moltiplicazione per f:

Qf :C;’?[a, b — C/Oj[a, b]
o(z) — (Qre)(x) = f()p()

é ben posto in quanto

[D“”(f : w)} (@) =3 (Z) IP @)™ (@)

k=1

e quindi f(z)e(x) é di classe C*™ e in pilt da questa relazione segue che

D¢ 9] @ = D7 70| 0) =0,
L’operatore in esame é hermitiano in quanto il suo aggiunto

[(Q»*w} (2) = T@e(e) = [Qr¢] ().
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Si osservi che con considerazioni analoghe si dimostra che ’operatore
Qs : D(R") — D(R")
p(z) — (Qrp)(z) = f(z)p(z)

é ben posto e hermitiano per una qualsiasi fissata funzione f : R"™ — R di classe C*™.
Analogamente, se f : R™ — R é una funzione di classe C* di buon comportamento

all’infinito, ossia tale che
f(z)p(z) € S(R™) per ogni ¢ € S(R™),
allora anche in questo caso 'operatore
Qs : S(R") — S(R")
plz) — (Qrp)(z) = f(z)p(2)
é ben posto e hermitiano.

Esempio 15.2.26 L’operatore

d2 oo oo
@ . C//[a,b] —>C//[a,b]

é hermitiano. Infatti
<%¥’<w>|¢<w>> = / ¢(@) V(@)de = (@) V()| - / o@) ¥ (2)dx =

- @ @) + / @ (x)dz =

= (o@) | Lvw).

Si osservi che questo operatore ¢ il quadrato dell’operatore normale (,i)’

dx
d\® &
(_%) = dz?

Esempio 15.2.27 Sia £(R) uno degli spazi D(R) oppure S(R) allora I'operatore

—i% . £(R) — E(R)
»— —i%
é hermitiano. Infatti
(migott) = [~ i82uts = ooz - [ BOw(alds -
= (o] i)

Tenuto conto che
d? . d R . d
2 (=2 =
dx? dx dx
ne segue che é anche hermitiano ’operatore

d2

Fre] :E(R) — E(R)
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Esempio 15.2.28 L’operatore

d2

é hermitiano. Infatti

<C;L;<P(x)|w(x)> = /abm"w(x)dx = o) ()% — /ab 2@ (z)de =

= w(m)lizw(x)
(#elgzv12)

Si osservi che questo operatore é il quadrato dell’operatore normale (—i),

dx
a\? &
(‘%) ~ dz?

|
Esempio 15.2.29 Sia £(R) uno degli spazi D(R) o S(R) allora 'operatore
—i E(®) — E®)
dx
dp
Y *Z@
é hermitiano. Infatti
. d gp o Foo e
(migeev) = [~ i vas = ip@ia [ i [ e0utio -
= (v Z*>
Tenuto conto che
LG R D G
dz? dx dx
ne segue che é anche hermitiano ’operatore
d2
ey : §(R) - f(R)~
|

Teorema 15.2.30 Siano S,S’ due spazi con prodotto interno unitariamente
isomorfi tramite l'operatore V : S — & allora se A € 9(S) l'operatore A =
(VoAoV™2) € OS).

Dimostrazione. Ovviamente 1'operatore

~ —1

A:8Y sAs¥ s
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é ben posto e lineare. Inoltre, per ogni ¢, 1& € S eposto e=V71p,¢= V_lz[}
avremo

(Agtd) = <UAUU¢IUw> (UaglJv) = 4plv) =
= (9]Ay) = (V" '¢lAV 1) <UU¢|ﬂAﬂw>
= (2l4v).

O

Esempio 15.2.31 Considerati gli spazi S(R",£) e S(R", z) abbiamo che la trasfor-
mata di Fourier

F: SR ¢ — SR™, z)

definita da

(Fo@ = G [ e FE e

é un operatore unitario.
Osservato che le funzioni

fi :R" = R, §:(§1,,§Z,,§n)—>fz(§) = —&i

(per i =1,2,...,n) sono di buon comportamento all’infinito, dal precedente esempio
segue che possiamo considerare gli operatori hermitiani di moltiplicazione
Qi :S(Rnaf) HS(Rnaé) (per i = 1,2,...,7’L)
P(§) — (Qip)(§) == =& - ¢(&)

Dal teorema 6 ora dimostrato seguira che saranno pure operatori hermitiani su S(R", z)
gli operatori

Qi S(Rn7£) %S(Rnag) (per 1= 1,2,...,1’1,)
definiti da
Qi=FoQioF !

Vediamo ora di dare una forma esplicita di questo operatore.

Sia ¢(z) € S(R™,z) e indichiamo la sua trasformata in S(R™, &) secondo F~' nel
seguente modo

! m/ et (€2 () da (1)

y(&) == (F~'y)(&) = i)/

da cui segue
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Allora
(Qiv)(z) = F[Qip(§)] = F[-&p(§)] =

_ W/Rnem@w@dé:

= ﬁ /R @(é)aixi <e%<£\§>> dz =

0

— il {m / @(g)e—%@lémg} = dalla (2)

L 0
= —ih E)xl

Y(z)

Abbiamo cosi ottenuto che gli operatori Q su S(R™ - z) sono espressi esplicitamente da

Qi*—zhaxi (i=1,2,...,n)
Potendo quindi concludere che gli operatori
—th 4 :SR™-z) — SR" - ) (1=1,2 n)
pr z =12,...,
S — —’L'haa‘;i

sono operatori hermitiani. |



Capitolo 16

Operatori unitari in
pre-Hilbert

16.1 Autovalori e autovettori di un operatore li-
neare

Sia S uno spazio con prodotto interno denso nello spazio di Hilbert He T : S —
S un operatore lineare; si dice che I'elemento

(A z) € Cz[S[{0}]
costituisce una coppia autovalore—autovettore sse
Tx =\

Equivalentemente si dice che A € C é un autovalore dell’operatore T sse esiste
un vettore x € S non nullo tale che Tx = Az(x # 0).

Proposizione 16.1.1 Sia T : S — S un operatore lineare le due proposizioni
sono equivalenti:

(i) X é un autovalore di T
(ii) Uoperatore (T — AI) non é iniettivo.

Dimostrazione. Se A é un autovalore di T allora esiste z # 0 tale che (T —
M)z = 0. D’altra parte é banale che (T'—AI)0 = 0 e percio operatore (T'— \I)
non € iniettivo.

Viceversa, se (T'—\I) non é iniettivo esistono due vettori diversi x1,z2 € S, 21 #
2o tali che

(T*)\I)Z‘l = (T*)\I)l‘g
Allora 21 — 29 # 0 e in pitt (T — AI)(z1 — x2) = 0.
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Esempio 16.1.2 Autovalore di un operatore matriciale

Se § é uno spazio con prodotto interno finito dimensionale con dim S = n sappiamo
che § = C", ossia che ¢ identificabile con C" tramite un opportuno operatore unitario
U, e che ogni operatore T' : S — S puo essere rappresentato tramite un operatore
matriciale M (T) = {ai;}.

Dalla Proposizione precedente si ricava che A\ é un autovalore di T se e solo se A é
un autovalore della matrice M (T'), che d’ora in avanti indicheremo pitt semplicemente
con T |

Proposizione 16.1.3 Le sequenti due proposizioni sono equivalenti:
(i) \ é un autovalore di T
(i) det (T — M) =0
Dimostrazione. A é un autovalore di T sse esiste £ € C™ non nullo tale che

(T — M)z = 0, ma per la regola di Kramer cid é possibile sse det(T — AI) = 0.
O

Esempio 16.1.4 Gli autovalori dell’operatori di spin d§, : C*> — C? definito dalla

1
matrice ((1) O) sono tutti e solo quei numeri complessi A per i quali
— 1
det(d, — \I) = det ( lA’ 7,\) =X-1=0
ossia d, possiede i due soli autovalori Ay = 1, A2 = —1. | ]

Nel caso degli spazi di dimensione finita I’equazione

ail — A a2 e A1n
o
det(T — M) =det | 20 922 @2n
Qan1 an2 Apn — A

si chiama equazione caratteristica o equazione secolare di T. T1 Polinomio
det(T — AI) = (a11a22 - - . Gpy ) A"+ (termini di grado < n) si chiama polinomio
caratteristico ed é un polinomio di grado n. Nel campo complesso un polinomio
di grado n possiede n radici non necessariamente distinte e percio T possiede al
pit n autovalori distinti.

L’insieme degli autovalori dell’operatore T' é detto spettro puntuale o discreto
di T' e viene indicato con §,(7"). Pertanto

0p(T):={AeC:3x#0t.c. Tx = Az}
Osservazione 16.1.5 Dall’esempio 16.1.4 si ricava che ogni operatore

matriciale possiede almeno un autovalore per cui in questo caso lo spettro
puntuale é non vuoto. Pero esistono operatori con spettro puntuale vuoto.
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Esempio 16.1.6 Sia dato l'operatore
Q:SR) — S(R),¢(x) — (Qv)(z) := z¢(x)

verifichiamo che il suo spettro puntuale é vuoto.
Infatti se esistesse 1 € S(R) tale che

(QY)(z) = Mp(z) perogni z€R
dovrebbe essere
(1) (= NyY(z)=0 per ogni rER

e unica funzione di S(R) (i cui elementi sono in particolare funzioni continue) soddis-
facente la precedente condizione e la funzioni identicamente nulla ¢ = 0. Osserviamo
che se si considera @@ come un operatore opportunamente definito in L2(R), anche
in questo caso esso possiede spettro puntuale vuoto in quanto l’eventuale funzione

soddsfacente la (1) é
0 perz#A
T) =
V(@) {k per x = A
con k arbitrario. Ma in L2(R) questa funzione é uguale q. d. alla funzione nulla e

percid é un elemento rappresentativo del vettore nullo di L2(R). ]

Esempio 16.1.7 L’operazione

P:S(R) = S(R),(z) — (P)(z) == —m%

ha spettro puntuale vuoto.
Infatti la corrispondente equazione agli autovalori assume la forma dell’equazione
differenziale

A
¥/() = i50()

la cui soluzione generale é data dalla funzione
¥x(z) = kek O

Questa funzione per k # 0 non é un elemento di S(R) (e nemmeno di L2(R)) mentre
per k = 0 si riduce alla funzione nulla. [ ]

Esempio 16.1.8 L’operatore isometrico di shift (destro) ha spettro puntuale vuoto.
Sia {U,} un sonc di uno spazio di Hilbert H separabile S : H — H l'operatore
isometrico di shift definito da

S(x) =" (Un|z) Upta
che puo essere univocamente determinato dall’azione sul generico elemento del s.o.n.c.
S(Un) = Un+a
Il suo aggiunto S™ é definito nel seguente modo:
{S* ) =0
S*(Un) =Un-1 pern=2,3,4,...

Supponiamo che Sx = Az e verifichiamo che necessariamente z = 0 allora Sz = 0 ed
essendo S iniettivo x = 0. Sia A # 0, allora

[e3)

Z (Un|z) Unt1 = Z (Un—1|x) U,

n=1 n=2

S()
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da cui
(th|Sz) = <u1| S Una]2) un> —0
n=2

e quindi A (U1|z) = 0 da cui (Uyp|z) = 0. Inoltre, per n > 1,

Un|Sz) = <un > (Up-alx) uK> = Up-1|z)

n=2
con
(Un|Sz) = NUnx
e quindi
Unp—
Un-sla) = Los2i2)
per n > 1: ma essendo A\ # 0 e (U1 |z) = 0 sard (U, |z) = 0 per ogni n € N. [ |

Teorema 16.1.9

(i) Se A é un operatore hermitiano, gli autovalori di A, se esistono, sono
real.

(i) Se U é un operatore isometrico, i suoi autovalori sono numeri complessi
di modulo unitario.

Dimostrazione.

(i) X € 6,(A), allora esiste z) € S\{0} tale che Ax; = Az, da cui si ottiene
che
(Azg|za) = (xa[Ay) = (22| Azy) = (Azp|T))

ovvero (A—A)||zx]| = 0. Ma essendo ||x2|| # 0 non potra che essere A = .

(ii) Analogamente se 1 € S\{0} é un autovettore dell’operatore U corrispon-
dente all’autovalore A\ € 6,(U) sara ||z,||> = (Uzx|Uzy) = |i|?||z,|* da
cui [A]? = 1.

O

Sia A un autovalore dell’operatore T definiamo
Mp(N\):={x €S : Tz = \x}.

Facciamo osservare che 0 € Mp()), ma essendo A € §,(T") Vinsieme My (N)
contiene almeno un vettore di S non banale. Pertanto Mr(X) # {0}.

Teorema 16.1.10 Sia T € L(S) e A € §,(T") allora Mr(X\) € un sottospazio di
S.

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che 0 € M (). Siano x1,x2 € My ()
allora Tax1 = Axy e Txo = Az da cul T(z1 + x2) = A(z1 + z2) e percid pure
(1 + x2) € Mrp(X). In maniera analoga si ottiene che se & € C e x € Mp()\)
pure (ax) € Mp(X).

Rimane da dimostrare che se € Mr(A) allora @ € Mr()\). Sia x € Mr())

esiste una sucessione {xﬁf‘) C Mr (M)} tale che lim xﬁﬁ) = 1z, d’altra parte ogni
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xff‘) é un autovettore di T’ corrispondente all’autovalore A e pertanto risulta

(T - )\I)ng‘) = 0 per ogni n. Da cio si deduce
0= <(T —A\D)zW|(T - )\I)x> - <x53>|(T AT - )\I)z>
e, per la continuita del prodotto interno

0 = lim <x§L’\)|(T — AT — )\I)x> - <lim N |(T — A\)*(T - )\I)x> -
= (a|(T\I)*(T = M)z) = |(T — A)=||?

ovvero (T'— M)z = 0. O

Esempio 16.1.11 Abbiamo visto che l'operatore componente x dello spin o, =
(¢ o) possiede i due autovalori —1, 1. Sara allora

o ={(z) e (2) = ()} -

={(a,—a) : ¢ € C}

analogamente si ottiene che M,.(1) = {(3,8) : 8 € C}. |

Definizione 16.1.12 Se T € L(S) e A € 0,(T) il sottospazio di S
Mr(N\)={z eS8 :Tx= Az}

si chiama autospazio di T corrispondente all’autovalore X. Chiaramente, la
diminuzione ortogonale sard dim(Mr (X)) > 1. Se dim(Mr (X)) = 1 lautovalore
A si dice non degenere mentre in tutti gli altri casi A si dira degenere con grado
di degenerazione dato da dim(Mr()N)).

Osservazione 16.1.13 L’operatore T agisce sull’autospazio Mr(\) come
Poperatore A volte operatore identico su Mz (A):

T?(Mr (X)) = My p (-

Poperatore 1I : C* — C* ammette come unico autovalore 1 che é n volte
degenere mentre 1I : [2(C) — l2(a) come unico autovalore 1 che é infinito
numerabile degenere.

T € W(S) implica (T — A\1I) € N(S) per ogni .

Proposizione 16.1.14 Sia T € N(S) allora |Tx — \z|| = |[T% — Az|| da cui
sequono i sequenti risultati

(i) Tx = Az sse T*r = \x
(i) X € 0,(T) sse X € o,(T")
(iii) Mr(X) = Mr=(})
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16.2 L’operatore di parita: esempio di opera-
tore contemporaneamente unitario e her-
mitiano

Nello spazio di Hilbert Lo(R™), si consideri una varieta lineare {(R™) densa in
Ly (R™) soddisfacente la condizione:

U(—z) € {(R™) perogni ¢(z) € La(R™).

Chiaramente gli spazi di funzioni prova D(R"™),S(R™) e lo stesso spazio di
Hilbert Lo(R™) soddisfano questa condizione. Consideriamo [’operatore di par-
ita e definito da

(Pp)(z) = p(~z)

Proposizione 16.2.1 L’operatore di parita € lineare e nihilpotente, ossia sod-
disfa la condizione: ®% = 11I.

Osservazione 16.2.2 Dal risultato precedente segue immediatamente
che 'operatore di parita ® é invertibile con inverso ®—1 = ®. Inoltre, si
ha che
" {1[, per n pari
®, per n dispari

Proposizione 16.2.3 L’operatore di parita € hermitiano.
Dimostrazione. Considerata la traformazione di coordinate
g:R" —>R" . z— g(z) :=—=x
che ammette come trasformazione inversa di coordinate
gl R =Rz —g N a)=—2z=(—21,...,~T4,...,—Tp)
le cui componenti scalari sono le n funzioni
(671 R = Rz — (97 1)ila) = —=i.

1

La matrice Jacobiana associata alla trasformazione di coordnata g~ sara allora

per cui
[(Jg—1(@)[| = I(=D)"[| =1

da questo risultato segue che, qualunque siano @, € £(R™), si avra

(oplo) = | D) = | FaEDU T @) - @l de
= / p@)(-z)dz = (ploy).
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Corollario 16.2.4 L’operatore di parita é contemporaneamente unitario e her-
mitiano.

Dimostrazione. Poiché I'operatore di parita é invertibile con inverso ®~! = &
é hermitiano, ® = ®*, avremo che esso é invertibile con ® 1 = ® = ®* e quindi
é unitario. O

Osservazione 16.2.5 Dal fatto che ® é hermitiano segue che il suo
spettro puntuale deve essere un sottoinsieme di R e dal fatto che esso
é unitario segue che i suoi autovalori hanno modulo 1. Pertanto i soli
possibili autovalori di ® sono +1 e —1.

Proposizione 16.2.6 Lo spettro puntuale dell’operatore di parita é
op(®) = {+1,-1}
I corrispondenti autospazi sono
My(+1) = {p € &(R") : p(z) = p(—2)}

My(=1) ={Y € {(R") : Y(z) = —(—2)}

pertanto, gli autovettori corrispondenti dell’autovalore +1 sono le funzioni pari
di £(R™) mentre gli autovettori corrispondenti dell’autovalore —1 sono le fun-
ziong dispari di E(R™).

Dimostrazione. Dalla nihilpotenza dell’operatore di parita segue che se @Ay
allora ) = @29y = ®(Ap,) = A\?p, da cui otteniamo che (1—M\?)py = 0 ovvero
A2 =1con)eR.

Considerato ora l'autovalore +1 avremo che un generico autovettore cor-
rispondente a questo autovalore deve soddisfare la equazione ®¢ = ¢ ovvero
©(—2z) = p(z). Mentre per il generico autovettore corrispondente all’auotvalore
—1 deve valore la equazione ®p = —p, ossia p(z) = —p(—z). O

Proposizione 16.2.7 I sequenti operatori
Py g(R") = &(R™) e P_:g(R") = &(R)

definiti dalle relazioni

1
P 71(11*@
T2

sono proiettori ortogonali soddisfacenti la proprieta : Py + P_ = 11.

Dimostrazione. Gli operatori P, e P_ sono lineari, limitati e hermitiani in
quanto sia 1I che ® sono lineari e hermitiani.
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Inoltre

=
I

(H+4o[;H+¢ﬂ:

, N

o ST +6) + 6o 51T +0)] =

1.1, 1, 1,
_z”+2¢+2¢+2¢]—

11, 1, 1
2 T30t 0ty ]

N = N = N N =
T r

_H+¢:| :P+

In maniera analoga si dimostra I'idempotenza di P_. O

Proposizione 16.2.8
i) Il proiettore ortogonale Py proietta su My4(+1
+ ¢

(i) Il proiettore ortogonale P_ proietta su My (—1)

Dimostrazione. Sappiamo che ¢ € R(Py) sse Py = ¢ ovvero sse

ola) = L[V + dlola) = 5lo(a) + o)
%@(@ = %w(—ﬁ)

plx) =p(-z) sse @& My(l).

Pertanto il sottospazio R(P4) su cui proietta Py é proprio 'autospazio My (1).
Analogamente si verifica che il sottospazio R(P-) su cui proietta P_ é l'au-
tospazio My(—1). O

Osservazione 16.2.9 Dal fatto che I'operatore di parita é in partico-
lare, normale segue che My(1) L My(—1) e quindi P L P_ . Questo
risultato si puo ottenere direttamente dalla definizione degli operatori Py
e P_ verificando che Py o P~ = P_o Py = Q.

Proposizione 16.2.10 I due autospazi My (1) L My — 1) sono mutualmente
supplementari nel senso che valgono le proposizioni

(i) Mg(1) L Mgy(=1)
(ii) E(R") = My(1) ® My(-1).

Dimostrazione. Dal fatto che Mg(1) L My (—1 segue che My (1)NMy4(—1){0}.
Inoltre essendo Py + P_ = 1 avremo che per ogni vettore ¢ € £(R") sara
¢ =PypP_pcon Pro € M(1),P_p € My(—1). O
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Definizione 16.2.11 Preso un qualsiasi vettore ¢ € E(R™) e posto

pola) = (Pro)w) = 3| ola) + ol-2)| € My(1)

p-(2) = (P-p)w) = 3 |plo) — pl-2)| € M(-)

la funzione ¢4 si chiama ‘ ‘parte pari” della funzione ¢ mentre la funzione p_
si chiama *‘parte dispari” della funzione .

16.3 Le matrici di Pauli

Le tre matrici di Pauli

(01 (0 —i (1 0
9e=\1 0 v=\i o0 7= 1o -1

intese come operatori matriciali definiti sullo spazio di Hilbert C?, sono carat-
terizzate dall’avere lo stesso spettro puntuale in quanto, come é facile verificare,
esse hanno gli stessi autovalori +1 e —1.

Considereremo ora tre casi separatamente Matrice di Pauli 0.

Abbiamo gia osservato che questo operatore ammette i due soli autovalori +1 e
—1.

Proposizione 16.3.1 Gli autospazi corrispondenti agli autovalori dell’operato-

Te 0y SONO
Mo, (+1) = {a(i) ta € C}

Moy~ {a 1) acc]

questi autospazi sono monodimensionali e quindi i due autovalori sono mnon
degneri.

Dimostrazione. Il vettore (‘Z) di C? é un autovettore di o, corrispondente

all’autovalore 41 sse
0 1\/fa\ (a
G 0)()-G)
b\ [a
()-G)
da cui a = b.

Analogamente per I"autovalore -1 avremo

()G =)
(0)=-()

da cui b = —a. O

ovvero

ovvero
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Corollario 16.3.2 I due autospazi
Mow (+1) D Moz(_l) =C?

Dimostrazione. Dal fatto che o, é un operatore autoaggiunto su C? sappiamo
che gli autospazi corrispondenti ad autovettori distinti sono ortogonali. Poiché
i due autospazi sono monodimensionali e lo spazio C? é bidimensionale, la tesi
é dimostrata. O

Proposizione 16.3.3 I seguenti operatori P, (+1) e P, (—1) definiti su C?

dalle relazioni -
a a+
P, 1 = —

o) -2(1)

sono i proiettori ortogonali che proiettano rispettivamente su My (+1) e My (—1).
Essi soddisfano inoltre la proprieta:

Py, (+1) + P, (—1) = 1I.

Dimostrazione. I due vettori ortogonali {(7), (',)} costituiscono una base di
C? e quindi ogni vettore (‘Z) di C? verra decomposto rispetto a questa base nella

seguente forma:
a\ a+b(l n a—b/1
b)) 2 \1 2 \—-1/)

Matrice di Pauli oy.
Anche questo operatore matriciale ammette i due soli autovalori +1 e 1.

Proposizione 16.3.4 Gli autospazi corrispondenti agli autovalori dell’opera-
tore oy sono

M,,(+1) = {a (:) cacC)

Mo, (~1) = {a (_1) cacC)

questi autospazi sono monodiemnsionali e quindi i due autovalori sono non
degenerti.

Dimostrazione. Il vettore (‘;) di C? é un autovettore di oy corrispondente
all’autovalore +1 sse

GO e (-0

Analogamente per I’autovalore -1 avremo

(o)) =-() ovee (5)=-()

da cui b = —1ia. O
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In maniera analoga a quanto dimostrato per o, si verifica il

Corollario 16.3.5 [ due spazi My, (+1) e My, (—1) son ortogonali e decom-
pongono lo spazio C? nella somma diretta

C?* = M,,(+1) & M, (—1).
Da questo risultato segue immediatamente la

Proposizione 16.3.6 Gli operatori P, (+1) e P, (—1) definiti su C* dalle

relazioni s /1
a—1
P, 1) =
-254()

ng(—l):a;ib<1>

—1

sono proiettori ortogonali che proiettano rispettivamente su /\/lgy (+1) e ./\/l% (—1).

Dimostrazione. I sistema ortogonale di vettori {(}), (')} ¢ una base dello
spazio C? e il generico vettore (Z) di questo spazio verra decomposto rispetto a
questa base nella forma:

(6)-=70) =)

Proposizione 16.3.7 Utilizzando i proiettori ortogonali Py, (+1), Py, (—1), Py, (+1), P, (—1)
possiamo costruire i sequenti operatori su C?:

O

1. [Py (+1) 0 P, (+1)| (§) = (H20=0 (1)

3

2. | Py (~1)0 Py (+1)| (§) = (2D (1)

—1

3

3. | Py (+1) 0 Py, (~1)| (§) = =29 (1)

b P10 B (-] @) = em0ma 1)

Dimostrazione. Banale. O

Osservazione 16.3.8 Facciamo notare che questi operatori, in quanto
ottenuti dalla composizione di due proiettori ortogonali che non commu-
tano, non sono nemmeno autoaggiunti. Si puo verificare cio con un calcolo
diretto. Per esempio

<Poy<+1> oPam<+1>(§>|<é)> -
1 1 1—1
(o)
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Corollario 16.3.9 A partire dagli operatori della proposizione precedente si
ottiene che:

1. Py, (+1) 0 P, (+1) 0 Py, (+1) = 1 P, (+1)
P, (+1)o P, (—1) 0 Py, (+1) = 1 P, (+1)
Py, (=1) 0 Py, (+1) 0 Py, (~1) = 3 Py, (1)

Py, (1) 0 Py (=1) 0 Py (~1) = 5P5,(-1)

Da cui st ricava che

(Pratt1)0 Pr, (100 P (41)) o+ (Pr (1) 0 Pry (#1) 0 Pr(-)) = 311

(P%(H) 0P, (~1)o P, (+1)) (Pgl(—l) o P,,(~1) oP%(—l)) = %11.

16.4 Operatori unitari da uno spazio in se

Teorema 16.4.1 Sia U :€= L(S) allora le sequenti asserzioni sono equivalenti
(1)) U-U*=U*oU=1
(i) R(U)=S8,{Uz|Uy) = (z|y) per ogni z,y € S
(i) R(U) = S,||Uz|| = ||z|| per ognix € S
(iv) U € invertibile con inverso tale che U~ = U*.

Dimostrazione. Sia vera la (i). Da UU* = 1 segue che U(U*(y)) = y per ogni
y € §. Quindi, per ogni y € S esiste x = U*y tale che Uz = y e cio dimostra la
suriettivita di U.

Da U*U = 1I segue che (Ux|Uy) = (z|U*Uy) = (z|y)

Abbiamo, perciod, dimostrato che la (i) implica la (ii). Dalla (ii) segue
immediatamente la (iii) qualora si prenda nella (ii) y = «.

Supponiamo ora che sia vera la (iii) e dimostriaamo la (iv). Essendo

(U Uz|z) = (Uz|Uz) = Uzl = ||z||* = (z)

abbiamo che U*U = 1. Ma la (iii) implica che U é una isometria suriettiva
lineare e quindi é invertibile e percio esiste un unico U ~! lineare tale che U~'U =
UU~! = 1. Da tutto cid segue che U* = U*1l = U*(UUY) = (U*U)U~ ! =
uu-t=v-%

Infine, la (iv) implica immediatamente la (i). O

Osservazione 16.4.2 Questo teorema afferma che nella classe degli
operatori da § in & che ammettono aggiunto, I’insieme degli operatori
unitari é 'insieme degli operatori invertibili con inverso coincidente col-
laggiunto.

Osserviamo infine che dalla (iii) segue che ogni operatore unitario ha
norma uguale a 1: |U]| = 1.
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Indicato con U(S) l'insieme degli operatori unitari su S, si vede facilmente
che, in generale, U(S) é chiuso soltanto rispetto al prodotto di composizione.
Infatti vale il seguente teorema:

Teorema 16.4.3 La coppia (U(S),0) € un gruppo, chiamato gruppo degli au-
tomorfismi unitari di S.

Dimostrazione. Siano U;U; € U(S) allora (U Usx|U1Usy) = (Usz|Usy) =
(x|y) per ogni z,y € S; ossia pure Uy o Uy € U(S). Essendo Ux = 1 si
ha che 1I € U(S) ed é il neutro rispetto al prodotto di composizione. Infine,
abbiamo visto che U~™! = V* ma se U € U(S) allora U*U = UU* = 1I implica
UU** =U*U* = U ossia Ux € U(S). O

Esempio 16.4.4 Matrice di rotazione per una particella di Spin
L’operatore Rl/Z(a7 B,7) : C* — C? definito dalla matrice

1 Cl(y—a) .
RV (a,5,) = (€20 eosy, —e 207 g
T e 2= gin g, ez cos g

é un operatore unitario.
Infatti essendo

det[Rl/?‘(a,B,fy)] — e 5@t 5@t o2 B + e 5 (1= (v=0) 2 g =
2B, . 2B
=cos” — +s —=1
g T

la matrice Rl/z(a, B,7) é invertibile. La matrice aggiunta della matrice in esame é

1 1 .

ez(@+t7) cos g, e~ 27" sin %,
Cliy_a) . 1 .

—e 20" gin g, e 20t cos g

[RY*(a, 8,7)]" = (

da cui segue che
[RY?(ar, 8, )[R (@, B, 7)) = [RY? (@, B,7)])" = [RY*(0, B,7)] = U

Infatti,

1 1y . 1 1y .
(e B+ cos B, 30 a>sm§,> < eFetNeos B (30 a)sm/g’) _

—1(y—a) . 1 “1(y—a) . _1
e 207 Dgin 8 2@+ ¢og g —e 207 gin 8 em2(aFY) o5 g
_ cos® & +sin* 2, e " cos Zsin S — e sin S cos £

=( . . ; ) o )
e sin 2 cos 2 — e" cos £ sin £ sin® 2 + cos® 2

Analogamente si procede per l'altro caso. |
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