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Spazi con Prodotto Interno
e Spazi di Hilbert





Capitolo 1

Spazi con Prodotto Interno
e Spazi di Hilbert

1.1 Introduzione

Abbiamo più volte usato lo spazio euclideo Rn le cui nozioni e proprietà fonda-
mentali sono state ottenute generalizzando le corrispondenti nozioni e proprietà
fondamentali dell’usuale spazio euclideo R3. Cos̀ı è stato in particolare per le
operazioni di somma di due vettori x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn)
e di prodotto di uno scalare α ∈ R per un vettore x di Rn:

x + y := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

αx := (αx1, αx2, . . . , αxn)

Una delle nozioni più importanti definibili su Rn é quella di prodotto scalare o
prodotto interno, che associa ad ogni coppia ordinata di vettori (x, y) di Rn un
numero reale

(1.1)
〈
x|y〉

:=
n∑

i=1

xiyi

In R3 questo prodotto interno é l’usuale prodotto scalare utilizzato, per esempio,
in Meccanica Razionale. Le più importanti proprietà del prodotto scalare sono
le seguenti:

(S–1)
〈
x|y〉

=
〈
y|x〉

(S–2)
〈
x1 + x2|y

〉
=

〈
x1|y

〉
+

〈
x2|y

〉

(S–3)
〈
αx|y〉

= α
〈
x|y〉

(S–4) 〈x|x〉 ≥ 0 per ogni x ∈ Rn

(S–5) 〈x|x〉 = 0 sse x = 0

La verifica di queste proprietà é immediata conseguenza della definizione di
prodotto interno introdotta su Rn. Da queste proprietà se ne possono dedurre
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ovviamente delle altre, per esempio che
〈
x

∣∣∣ y
1

+ y
2

〉
=

〈
x

∣∣∣ y
1

〉
+

〈
x

∣∣∣ y
2

〉

〈
x

∣∣∣ αy
〉

= α
〈
x

∣∣∣ y
〉

Ma il fatto rilevante é che la (S–4) permette di introdurre la norma (o modulo)
indotta dal prodotto interno secondo la definizione

‖x‖ :=
√
〈x|x〉 =

√√√√
n∑

i=1

(xi)2(1.2)

che é proprio la norma euclidea di Rn. Questa norma é tale da essere legata al
prodotto scalare tramite la diseguaglianza di Schwarz:

|〈x|y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖(1.3)

in cui é vero il segno uguale sse x = λy per un opportuno scalare λ ∈ R.
Dalla diseguaglianza precedente, sotto l’ipotesi che

∥∥x
∥∥ 6= 0 e

∥∥y
∥∥ 6= 0, si ricava

che

−1 ≤
〈
x|y〉

‖x‖ ‖y‖ ≤ 1(1.4)

e perciò esisterà un unico numero reale θ ∈ [ 0, π ], chiamato angolo, compreso
fra i vettori x e y, e tale che

〈
x|y〉

= ‖x‖ · ‖y‖ · cos θ .

In questo modo abbiamo ottenuto la generalizzazione dell’usuale definizio-
ne di prodotto scalare di due vettori in R3 quale prodotto delle loro norme (o
moduli) per il coseno dell’angolo compreso fra di essi.

La nozione di prodotto scalare può essere estesa allo spazio lineare complesso
Cn associando ad ogni coppia di vettori di Cn

x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn)

il numero complesso

(1.1c)
〈
x|y〉

:=
n∑

i=1

xiyi

Relativamente a questo prodotto interno sono soddisfatte proprietà analoghe a
quelle di tipo (s) viste ora nel caso di Rn, precisamente

(s–1)
〈
x|y〉

=
〈
y|x〉

(s–2)
〈
x1 + x2|y

〉
=

〈
x1|y

〉
+

〈
x2|y

〉

(s–3)
〈
αx|y〉

= α
〈
x|y〉
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(s–4) 〈x|x〉 ≥ 0 per ogni x ∈ Cn

(s–5) 〈x|x〉 = 0 sse x = 0

La (s–3) permette di introdurre la norma indotta dal prodotto interno

(1.2c) ‖x‖ :=
√
〈x|x〉 =

√√√√
n∑

i=1

|xi|2

che é la norma ‖ · ‖2 definita su Cn. Anche in questo caso varrà la proprietà
(1.3) ma da questa non sarà più possibile dedurre la (1.4) e quindi non saremo
più in grado di definire l’angolo compreso fra due vettori.

1.2 Spazi con prodotto interno

Astraendo da queste considerazioni, possiamo introdurre in maniera assiomatica
la definizione generale di spazio con prodotto interno.

Definizione 1.2.1 Si definisce spazio con prodotto interno o spazio unitario
uno spazio lineare complesso S munito di una applicazione S × S 7→ C che ad
ogni coppia ordinata (x, y) di vettori in S associa un numero complesso, indicato
con 〈x|y〉 e chiamato prodotto interno di x e y, tale che per ogni x, x1, x2, y ∈ S
e ogni α ∈ C, sono soddisfatte le condizioni:

(S–1) 〈x|y〉 = 〈y|x〉 (hermitianità)

(S–2) 〈x1 + x2|y〉 = 〈x1|y〉 + 〈x2|y〉 (additività a sinistra)

(S–3) 〈αx|y〉 = α 〈x|y〉 (antiomogeneità a sinistra)

(S–4) 〈x|x〉 ≥ 0 per ogni x ∈ Cn (non negativo)

(S–5) 〈x|x〉 = 0 sse x = 0 (non degenere)

Osservazione 1.2.2 Se S é uno spazio lineare reale, la definizione di
spazio con prodotto interno (reale) é data di conseguenza. In questo caso
tutte le precedenti condizioni rimarranno invariate ad eccezione della (S–1)
e della (S–3) in cui ovviamente non comparirà la coniugazione complessa.
In questo caso, la (S–1) viene chiamata condizione di simmetria e la (S–3)
condizione di omogeneità a sinistra.

Teorema 1.2.3 In uno spazio con prodotto interno S sono soddisfatte le seguen-
ti proprietà:

(i) 〈x|y1 + y2〉 = 〈x|y1〉 + 〈x|y2〉
(ii) 〈x|αy〉 = α 〈x|y〉
(iii) 〈0|x〉 = 0 per ogni x ∈ S

(iv) 〈x|y〉 = 0 per ogni x ∈ S implica y = 0

(v) |〈x|y〉 |2 ≤ 〈x|x〉 · 〈y|y〉 (diseguaglianza di Schwarz)
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Nella (v) il segno uguale vale sse x = λy con λ ∈ C.

Dimostrazione. (i) Dalla (S–1) e (S–2), definizione 1.2, si ha

〈x|y1 + y2〉 = 〈y1 + y2|x〉 =

= 〈y1|x〉 + 〈y2|x〉 =
= 〈x|y1〉 + 〈x|y2〉

(ii) Analogamente dalla (S–1) e (S–3), definizione 1.2, otteniamo che

〈x|αy〉 = 〈αy|x〉 = α 〈y|x〉 = α 〈x|y〉

(iii) Essendo 〈0|y〉 = 〈0x|y〉 = 0 · 〈x|y〉 = 0 questa proprietà segue dalla
(S–3), definizione 1.2.

(iv) La iv é conseguenza del fatto che fra tutti i possibili x vi é anche x = y e
perciò 〈y|y〉 = 0 implica, per la (S–5) definizione 1.2, che y = 0.

(v) Poniamo A = 〈x|x〉 , B = |〈x|y〉|, C = 〈y|y〉. Il caso B = 0 é banale.

Se B 6= 0 sia α =
〈y|x〉

B
allora

α 〈x|y〉 =
〈y|x〉 〈x|y〉
|〈x|y〉| = |〈x|y〉| = B e |α| = 1

Qualunque sia il numero reale r ∈ R, avremo che

〈x− rαy|x− rαy〉 = 〈x|x〉 − rα 〈x|y〉 − rα 〈y|x〉 + r2 〈y|y〉

L’espressione sulla sinistra, per la (S–4) definizione 1.2, é reale non negativa e
perciò

A− 2rB + r2C ≥ 0 per ogni r ∈ R
Se C 6= 0, questa disequazione in r sarà soddisfatta per ogni r ∈ R sse B2 −
AC ≤ 0, ossia sse B2 ≤ AC; altrimenti scritta come

|〈x|y〉|2 ≤ 〈x|x〉 〈y|y〉

Se C = 0 allora C = 〈y|y〉 = 0 implica y = 0 da cui

B = |〈x|y〉| = 0

Se x = λy allora

|〈x|y〉|2 = |〈λy|y〉|2 = |λ|2 |〈y|y〉|2 =

= λλ 〈y|y〉 〈y|y〉 =
= 〈λy|λy〉 〈y|y〉 = 〈x|x〉 〈y|y〉

Supponiamo ora che |〈x|y〉|2 = 〈x|x〉 〈y|y〉 e con x e y entrambi diversi dal
vettore nullo. (Se fosse x = 0 allora |〈0|y〉|2 = 〈0|0〉 · 〈y|y〉 e x = 0y;
analogamente se fosse y = 0). Sotto l’ipotesi fatta, la condizione

|〈x|y〉|2 = 〈x|x〉 〈y|y〉
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impone che 〈x|x〉 6= 0 e 〈y|y〉 6= 0 e perciò pure 〈x|y〉 6= 0. Posto allora

λ =
〈y|x〉
〈y|y〉

sarà λ 6= 0 e perciò avremo che

〈x− λy|x− λy〉 = 〈x|x〉 − λ 〈x|y〉 − λ 〈x|y〉 + |λ|2 〈y|y〉

ma

|〈x|y〉|2
〈y|y〉 =

〈y|x〉
〈y|y〉 〈x|y〉 = λ 〈x|y〉

|〈x|y〉|2
〈y|y〉 =

〈x|y〉
〈y|y〉 〈x|y〉 = λ 〈x|y〉

|〈x|y〉|2
〈y|y〉 =

|〈y|x〉|2
〈y|y〉2 〈y|y〉 = |λ|2 〈y|y〉

pertanto la (1.2) assume la forma

〈x− λy|x− λy〉 = 〈x|x〉 − |〈x|y〉|2
〈y|y〉 = 0

e ciò implica x − λy = 0 da cui x = λy. ¤

Osservazione 1.2.4 Se si applicano un numero finito di volte le con-
dizioni (S–1) e (S–2) definizione 1.2 e le proprietà (i) e (ii) del teorema
1.2.3 si ottiene che

〈 n∑

k=1

αkxk

∣∣∣ y
〉

=

n∑

k=1

αk 〈xk|y〉(1.5)

〈
x

∣∣∣
m∑

h=1

βhyh

〉
=

m∑

h=1

βh 〈x|yh〉(1.6)

Teorema 1.2.5 Se S é uno spazio con prodotto interno l’applicazione

S 7→ R, x → ‖x‖ :=
√
〈x|x〉

soddisfa le condizioni

(N–1) ‖x‖ = 0 sse x = 0

(N–2) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ (assoluta omogeneità)

(N–3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (diseguaglianza triangolare)

ossia é una norma su S detta norma indotta dal prodotto interno. Relativa-
mente a questa norma S diviene uno spazio lineare normato in cui vale la
diseguaglianza di Schwarz:

(N–4) |〈x|y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .
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Dimostrazione. La (5), definizione 1.2, implica che ‖x‖ = 0 sse x = 0.
Inoltre,

‖αx‖2 = 〈αx|αx〉 = αα 〈x|x〉 = |α|2 ‖x‖2

Rimane da dimostrare la diseguaglianza triangolare. Ma

‖x + y‖2 = 〈x + y|x + y〉 = ‖x‖2 + 2Re( 〈x|y〉 ) + ‖y‖2

applicando la (v) del teorema 1.2.3 avremo che

Re( 〈x|y〉 ) ≤ | 〈x|y〉 | ≤ ‖x‖ · ‖y‖

per mezzo della quale si ottiene la seguente maggiorazione della (1.2)

‖x + y‖2 ≤ ( ‖x‖ + ‖y‖ )2 ovvero ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ .

Infine, la diseguaglianza di Schwarz é la (1.2), teorema 1.2.3, scritta in maniera
diversa. ¤

Osservazione 1.2.6 Ogni spazio con prodotto interno munito della
norma indotta dal prodotto interno risulta essere uno spazio lineare nor-
mato.

Se lo spazio con prodotto interno é reale, sarà 〈x|y〉 ∈ R per ogni x e y ∈ S
e in questo caso la diseguaglianza di Schwarz, altrimenti scritta come

| 〈x|y〉 |
‖x‖ ‖y‖ ≤ 1 per x 6= 0, y 6= 0

assume la forma

−1 ≤ 〈x|y〉
‖x‖ ‖y‖ ≤ 1 .

Da ciò segue che esiste un unico ϑ ∈ [ 0, π ], chiamato angolo fra i vettori x e
y, tale che

〈x|y〉 = ‖x‖ ‖y‖ cos ϑ .

Proposizione 1.2.7 Se S é uno spazio con prodotto interno non banale, ossia
diverso da {0}, per ogni x ∈ S si ha

‖x‖ = sup {| 〈x|y〉 | : ‖y‖ = 1 }

Dimostrazione. Infatti,

‖x‖ =
〈
x

∣∣∣ x

‖x‖
〉
≤ sup {| 〈x|y〉 | : ‖y‖ = 1 } ≤

≤ sup {‖x‖ ‖y‖ : ‖y‖ = 1 } = ‖x‖ .

¤
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Tramite la norma indotta dal prodotto interno si può introdurre una nozione
di convergenza di una successione {xn : n ∈ N } a valori nello spazio con
prodotto interno S. Diremo che x ∈ S é il limite per n tendente all’∞ della
successione {xn}, e scriveremo

lim
n→∞

xn = x sse lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0

o, equivalentemente, sse

– per ogni numero reale ε > 0 esiste un intero positivo n0 = n0(ε) tale che
‖xn − x‖ < ε per ogni n > n0.

Il limite di una successione, se esiste, é unico in quanto se fosse x1 = lim xn e
x2 = lim xn allora

‖x1 − x2‖ ≤ ‖x1 − xn‖ + ‖xn − x2‖ → 0 per n →∞
e perciò ‖x1 − x2‖ = 0 da cui x1 = x2.

Una successione si dirà convergente sse esiste il limite per n → +∞, altri-
menti si dirà divergente. Dalla definizione di convergenza di una successione si
deducono immediatamente le seguenti proprietà:

(1) se esistono in S i lim xn = x e lim yn = y allora esiste in S pure il lim(xn +
yn) ed é

lim(xn + yn) = x + y ;

(2) se esiste in S il lim xn = x e esiste in C il limαn = α allora esiste in S il
lim(αnxn) e risulta

limαnxn = αx ;

(3) se esiste in S il limxn allora il lim‖xn‖ esiste in R ed é

lim‖xn‖ = ‖ limxn ‖ .

La struttura algebrica di spazio lineare assicura soltanto che le combinazioni
lineari finite di vettori dello spazio

k∑
n=1

αnxn

danno come risultato un vettore che appartiene ancora allo spazio. Per poter
prendere in considerazione combinazioni lineari “infinite” bisogna che lo spazio
lineare sia munito almeno di una norma tramite la quale sia possibile introdurre
la nozione di convergenza di una successione e quindi di convergenza di una
serie.

Precisamente, se {xn : n ∈ N } é una successione e { sk =
∑k

1 xn :
k ∈ N } é la successione delle somme parziali, definiamo come serie la coppia
({xn}, {sn}) costituita da una successione in S e dalla corrispondente succes-
sione delle somme parziali. Diremo che la serie in esame é convergente in S sse
esiste in S un elemento, indichiamolo con x, tale che

x = lim
k 7→∞

sk = lim
k 7→∞

(
k∑

n=1

xn

)
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tale elemento si usa denotare più comunemente con (
∑∞

n=1 xn ). Se ciò non ac-
cade la serie si dirà divergente. In genere la serie si indicherà più semplicemente
col simbolo

∑∞
n=1 xn e nel caso in cui questa serie sia convergente si ha che∑∞

n=1 xn é un ben preciso elemento di S, chiamato somma della serie.
Con questa definizione di convergenza di una serie ha senso chiedersi se sia o

no convergente in S una serie del tipo
∑∞

n=1 αnxn. Se questa serie é convergente
parleremo di combinazione lineare infinita dei vettori {xn : n ∈ N }. Per le
combinazioni lineari infinite valgono le proprietà:

(1) se
∑∞

n=1 αnxn = xα e
∑∞

n=1 βnxn = xβ sono combinazioni lineari infinite
dei medesimi vettori {xn : n ∈ N } allora

∞∑
n=1

(αn + βn)xn

é una combinazione lineare infinita dei vettori {xn : n ∈ N } ed é

∞∑
n=1

(αn + βn )xn = xα + xβ ;

(2) se
∑∞

n=1 αnxn = x é una combinazione lineare infinita dei vettori {xn :
n ∈ N } e λ ∈ C allora

∑∞
n=1(λαn)xn é una combinazione lineare infinita

dei vettori {xn : n ∈ N } e risulta

∞∑
n=1

(λαn)xn = λx .

Considerato uno spazio con prodotto interno S e preso un suo sottoinsieme
A ⊆ S diremo che un punto x ∈ S é di aderenza per A sse esiste una successione
{ an } ⊆ A, contenuta in A, tale che lim an = x. L’insieme di tutti i punti di
aderenza di A viene indicato con A e viene chiamato chiusura di A. Ovviamente
A ⊆ A e se A ⊆ B allora A ⊆ B.

Un sottoinsieme K di S si dice chiuso sse K = K. In ogni spazio con
prodotto interno sono insiemi chiusi: i singoletti {x} qualunque sia x ∈ S,
l’insieme vuoto e l’intero spazio S, la chiusura A di un qualsiasi insieme A.

Un sottoinsieme A di uno spazio con prodotto interno si dirà denso in S sse
la sua chiusura coincide con S, ossia sse A = S. Lo spazio S si dirà separabile
sse esiste in S un sottoinsieme al più infinito numerabile e denso in S.

Una successione {xn : n ∈ N } in S si dirà di Cauchy o fondamentale sse
per ogni reale ε > 0, esiste un intero positivo n0 = n0(ε) tale che ‖xn−xm‖ < ε
per ogni n, m > n0.

1.3 Spazi di Hilbert

Chiaramente, ogni successione convergente é anche una successione di Cauchy
ma in generale non é vero il viceversa. Diremo che lo spazio S é completo sse
ogni successione di Cauchy costituita da vettori di S é convergente in S.
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Definizione 1.3.1 Si definisce spazio di Hilbert uno spazio con prodotto inter-
no completo rispetto alla norma indotta dal prodotto interno.

Proposizione 1.3.2 Ogni spazio con prodotto interno finito dimensionale é
completo, ossia é uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione. Sia {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn } una base ortonormale di S, ossia una
base tale che 〈ϕi|ϕj〉 = δij . (Come vedremo in seguito ogni spazio finito di-
mensionale possiede sempre almeno una di tali basi). Sia ora {ψm : m ∈ N }
una successione di Cauchy in S ed esprimiamo il generico vettore di questa
successione quale combinazione lineare dei vettori della base ortonormale in
esame

ψm =
n∑

i=1

α
(m)
i ϕi

Essendo

‖ψm − ψl‖2 =
n∑

i=1

|α(m)
i − α

(l)
i |2

dal fatto che la successione {ψm} é di Cauchy ne segue che

lim
l,m 7→∞

|α(m)
i − α

(l)
i | = 0 per ogni i = 1, 2, . . . , n

Pertanto le successioni {α
(m)
i } sono, per ogni i = 1, 2, . . . , n, successioni di

Cauchy di numeri complessi e quindi, per la completezza di C, esisteranno degli
scalari complessi αi, per i = 1, 2, . . . , n, tali che

(1.7) lim
m 7→∞

α
(m)
i = αi

Considerato il vettore

ψ =
n∑

i=1

αiϕi ,

che é un elemento di S, dall’uguaglianza

‖ψ − ψm‖ =
n∑

i=1

|αi − α
(m)
i |2

tenuto conto della (1.7) segue che limm ψm = ψ. ¤

Se V é una varietà lineare di S, la restrizione a V del prodotto interno
definito su S, ossia il considerare i numeri complessi 〈h|k〉 al variare dei vettori
h e k in V , é un prodotto interno su V . Pertanto,

– ogni varietà lineare V di uno spazio con prodotto interno S può essere
considerata come un vero e proprio spazio con prodotto interno, una volta
munita della restrizione ad essa del prodotto interno definito su S.

Un sottoinsieme M di uno spazio con prodotto interno S si dice sottospazio
di S sse M é una varietà lineare (topologicamente) chiusa.

Proposizione 1.3.3 Tutte le varietà lineari di S di dimensione lineare finita
sono sottospazi.
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Dimostrazione. Sia M una varietà lineare finito dimensionale di S e x0 un
punto della sua aderenza: x0 ∈ M . Esisterà allora una successione {xn} ⊆ M
tale che lim xn = x0. Ma dal fatto che {xn} é convergente in S, segue che essa
é di Cauchy nello spazio con prodotto interno M , il quale, per la proposizione
2, é completo. Pertanto il limite x0 della successione {xn} non può che essere
un punto di M : x0 ∈ M . Da ciò segue che M = M , ossia che M é chiuso.

¤

La proposizione precedente assicura che tutte le varietà lineari di dimensione
lineare finita di uno spazio con prodotto interno S sono dei sottospazi di S. In
generale, però, se V é una varietà lineare di S non é detto che essa sia anche
un sottospazio di S; ossia non é detto che V sia un sottoinsieme chiuso di S.
Comunque si può dimostrare che

– la chiusura V di una varietà lineare V é sempre un sottospazio di S.

Un’altra interessante proprietà che riguarda i sottospazi di uno spazio con
prodotto interno S é la seguente

– se S é separabile tutte le sue varietà lineari sono separabili. Se S é
completo tutti i suoi sottospazi sono completi.

Quest’ultima proprietà può essere messa nella seguente forma:

– se H é uno spazio di Hilbert tutti i suoi sottospazi sono spazi di Hilbert.

1.4 Continuità del prodotto interno.

In uno spazio con prodotto interno le combinazioni lineari finite

n∑

k=1

αkxk e
n∑

h=1

βhyh

di vettori dello spazio soddisfano le relazioni (1.5) e (1.6) viste nel paragrafo
1.2. Però sappiamo che, in virtù della norma indotta dal prodotto interno, é
possibile parlare anche di combinazioni lineari infinite (numerabili)

∞∑

k=1

αkxk e
∞∑

h=1

βhyh

purché le serie siano convergenti in norma. In questo paragrafo vogliamo di-
mostrare che si possono estendere le relazioni (1.5) e (1.6) anche al caso delle
combinazioni lineari infinite e in questo risultato consiste la cosiddetta continuità
del prodotto interno.

Ricordiamo che se S é uno spazio lineare normato e f : S 7→ C un funzionale
da S in C, allora si dice che f é continuo in x0 sse

(C–i) per ogni numero reale ε > 0, esiste un numero reale δ = δ(ε, x0) tale
che ‖x− x0‖ < δ implica |f(x) − f(x0)| < ε.
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Si dirà che f é continuo (globalmente) in S sse f é continuo in ogni punto di S.
La condizione di continuità (C–i) può essere equivalentemente sostituita dalla
seguente condizione di continuità sequenziale:

(C–ii) per ogni successione {xn : n ∈ N} in S convergente a x0 la succes-
sione {f(xn) : n ∈ N} converge in C a f(x0).

Teorema 1.4.1 In uno spazio con prodotto interno S, fissato un punto x ∈ S
qualsiasi, il funzionale

Dx : S 7→ C, y → Dx(y) := 〈x|y〉
é lineare e continuo. Mentre, fissato un punto y ∈ S qualsiasi, il funzionale

Ly : S 7→ C, x → Ly(x) := 〈x|y〉
é antilineare e continuo.

Dimostrazione. La linearità di Dx é una banale conseguenza della linearità a
destra del prodotto interno e analogamente la antilinearità di Ly é una banale
conseguenza della antilinearità a sinistra del prodotto interno. Inoltre, essendo

|Dx(y) − Dx(y0)| = |Dx(y − y0)| = | 〈x|y − y0〉 | ≤ ‖x‖ · ‖y − y0‖
ed essendo x fissato, preso ε > 0, esiste δ = x

‖x‖ tale che ‖y − y0‖ < δ implica

|Dx(y) − Dx(y0)| < ε

Con lo stesso procedimento si dimostra che Ly é continuo. ¤

Abbiamo appena ricordato che in uno spazio lineare normato la continuità
é equivalente alla continuità sequenziale e perciò i risultati del teorema 1.4.1
possono tradursi nelle proposizioni:

1) se esiste in S il limite della successione {yn : n ∈ N} allora per ogni x ∈ S
fissato esiste in C il limite della successione { 〈x|yn〉 : n ∈ N } ed é

lim 〈x|yn〉 = 〈x| lim yn〉 ;

2) se esiste in S il limite della successione {xn : n ∈ N} allora per ogni y ∈ S
fissato esiste in C il limite della successione {〈xn|y〉 : n ∈ N} ed é

lim 〈xn|y〉 = 〈 lim xn|y〉 .

In particolare, se {βnyn : n ∈ N} é una successione in S tale che la cor-
rispondente serie é convergente, posto sk =

∑k
n=1 βnyn la somma parziale di

posto k e con
∑∞

n=1 βnyn = limk sk la somma della serie, avremo che

lim
k
〈x|sk〉 =

〈
x

∣∣∣ lim
k

sk

〉

cioé

lim
k

〈
x

∣∣∣
k∑

n=1

βnyn

〉
=

〈
x

∣∣∣
∞∑
1

βnyn

〉
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da cui segue

lim
k

k∑
n=1

βn 〈x|yn〉 =
〈
x

∣∣∣
∞∑

n=1

βnyn

〉

ossia abbiamo ottenuto il seguente risultato:

3) se la serie
∑∞

n=1 βnyn é convergente in S, allora per ogni x ∈ S fissato la
serie

∑∞
n=1 βn 〈x|yn〉 é convergente in C e si ha che

〈
x

∣∣∣
∞∑

n=1

βnyn

〉
=

∞∑
n=1

βn 〈x|yn〉 .

Usando lo stesso procedimento si dimostra che

4) se la serie
∑∞

n=1 αnxn é convergente in S, allora per ogni y ∈ S fissato la
serie

∑∞
n=1 αn 〈xn|y〉 é convergente in C e risulta essere

〈 ∞∑
n=1

αnxn

∣∣∣ y
〉

=
∞∑

n=1

αn 〈xn|y〉 .

Le proprietà 4 e 5 ora ottenute sono la naturale generalizzazione della (1.5)
e (1.6) sezione 1.2 e per il fatto che il prodotto interno soddisfa queste proprietà
si usa dire che esso é continuo.

1.5 Spazi lineari con norma non ottenibile da un
prodotto interno

Negli spazi in cui la norma si ottiene da un prodotto interno, presi due elementi
f e g, vale la seguente legge del parallelogramma:

‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 2‖f‖2 + 2‖g‖2

Dimostrazione.

‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 〈f + g|f + g〉 + 〈f − g|f − g〉 =
= 〈f |f〉 + 〈f |g〉 + 〈g|f〉 + 〈g|g〉 +

+ 〈f |f〉 − 〈f |g〉 − 〈g|f〉 + 〈g|g〉 =

= 2‖f‖2 + 2‖g‖2 .

¤

In R2 questo teorema ha una rappresentazione grafica corrispondente alla
seguente proprietà:

– la somma dei quadrati delle diagonali di un parallelogramma é uguale alla
somma del doppio dei quadrati dei lati.
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Per quanto visto ora ogni spazio con prodotto interno é uno spazio lineare
normato, ma esistono norme che non sono ottenibili da un prodotto interno.
Infatti nel seguente esempio considereremo una definizione di norma in uno
spazio lineare E , e mostreremo che, presi due particolari elementi di E , non é
valida la legge del parallelogramma. Ciò significherà che la norma cos̀ı definita
non é ottenibile da un prodotto interno.

Esempio 1.5.1 Sia C[(0, 2π), K] lo spazio funzionale su cui sono definite la usuale
somma di funzioni e il prodotto di una funzione per uno scalare. Consideriamo la
norma uniforme:

‖ϕ‖∞ = sup { |ϕ(x)| : x ∈ (0, 2π) }
Ora scegliamo in questo spazio funzionale i due seguenti vettori

f = max { (sin x, 0) } g = max { (− sin x, 0) }

Si verifica facilmente che

(1.8) ‖f + g‖∞ = ‖f − g‖∞ = ‖f‖∞ = ‖g‖∞ = 1

2 = (‖f + g‖2 + ‖f − g‖2) 6= (2‖f‖2 + 2‖g‖2) = 4

¥

1.6 Ortogonalità e ordine parziale di sottospazi

In questa sezione introdurremo l’importante nozione di ortogonalità nel caso
di spazi con prodotto interno e tramite essa evidenzieremo le proprietà di quei
particolari sottospazi che ammettono complemento ortogonale, i cosiddetti sot-
tospazi ortogonali. In particolare prenderemo in esame la cosiddetta “geometri-
a” degli spazi con prodotto interno, intendendo con questo termine lo studio delle
loro proprietà rispetto alla relazione d’ordine parziale di inclusione insiemistica.

Definizione 1.6.1 Due vettori x e y di uno spazio con prodotto interno S si
dicono ortogonali sse 〈x|y〉 = 0; in questo caso si usa scrivere x ⊥ y.

Se A e B sono due sottoinsiemi di S, col simbolo A ⊥ B indicheremo il fatto
che a ⊥ b per ogni a ∈ A e ogni b ∈ B. In particolare se x ∈ S, con x ⊥ A
verrà denotato il fatto che x ⊥ a per ogni a ∈ A. Infine, con A⊥ si intenderà
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l’insieme di tutti gli elementi di S ortogonali all’intero A, questo insieme viene
chiamato annichilatore di A; pertanto

A⊥ := {x ∈ S : 〈x|a〉 = 0 per ogni a ∈ A } .

Esempio 1.6.2 Banalmente { 0 }⊥ = S e S⊥ = { 0 }. ¥

Osservazione 1.6.3 Nel caso di uno spazio con prodotto interno reale,
poiché per ogni coppia di vettori x, y esiste un unico angolo ϑ ∈ [0, π]
(l’angolo “compreso” fra x e y) tale che

〈x|y〉 = ‖x‖ ‖y‖ cos ϑ ,

la condizione di ortogonalità x ⊥ y sse 〈x|y〉 = 0 é equivalente alla
usuale condizione che l’angolo compreso fra i due vettori é π/2.

Non é difficile verificare che in uno spazio con prodotto interno le seguenti
proposizioni sono fra loro equivalenti

〈x|y〉 = 0(og-i)
‖x‖ ≤ ‖x + λy‖ per ogni λ ∈ C(og-ii)

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 (teorema di Pitagora)(og-iii)
‖x + y‖ = ‖x− y‖ .(og-iv)

Proposizione 1.6.4 La relazione binaria di ortogonalità ⊥ soddisfa le seguenti
proprietà:

(i) x ⊥ y implica y ⊥ x

(ii) x ⊥ x sse x = 0

(iii) 0 ⊥ x per ogni x ∈ S
(iv) x ⊥ y implica x ⊥ (λy) per ogni λ ∈ C
(v) x ⊥ y e x ⊥ z implicano x ⊥ (y + z)

(vi) sia { yn } una successione in S convergente a y ∈ S e tale che x ⊥
yn per ogni n, allora x ⊥ y.

(vii) per ogni x, y ∈ S con x 6= 0 esiste un unico a tale che x ⊥
(ax + y).

Dimostrazione. Le prime cinque proprietà sono banali mentre per la (vi) si
osservi che se lim yn = y con 〈x|yn〉 = 0 per ogni n, allora

〈x|y〉 = 〈x| lim yn〉 = lim 〈x|yn〉 = 0

Per la (vii) si tratta semplicemente di risolvere l’equazione di primo grado in a,

0 = 〈x|ax + y〉 = ‖x‖2 a + 〈x|y〉
la quale dà

a = −〈x|y〉‖x‖2 .

¤
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Corollario 1.6.5 Sia A un qualsiasi sottoinsieme di S, il suo annichilatore A⊥

é un sottospazio di S. Quindi, in particolare A⊥⊥ = (A⊥)⊥ è un sottospazio.

Dimostrazione. La proprietà (iii), (iv) e (v) della proposizione precedente
dimostrano che A⊥ è una varietà lineare di S.

Sia {zn} ∈ A⊥, ossia per ogni n 〈 zn|a 〉 = 0 per ogni a ∈ A, tale che
lim zn = y ∈ S, allora per la (vi) si ha che y ⊥ a per ogni a ∈ A e quindi
y ∈ A⊥. ¤

1.6.1 Insiemi parzialmente ordinati di sottospazi

La famiglia P(S) di tutti i possibili sottoinsiemi di S è un insieme parzialmente
ordinato rispetto alla usuale inclusione insiemistica, la quale soddisfa le ovvie
proprietà:

A ⊆ A per ogni A ∈ P(S) (riflessiva)(or-1)
A ⊆ B e B ⊆ A implicano A = B (antisimmetrica)(or-2)
A ⊆ B e B ⊆ C implicano A ⊆ C (transitiva)(or-3)

L’ordine è parziale perché può accadere che per due generici sottoinsiemi A e
B non sia né A ⊆ B né B ⊆ A. In questo caso A e B si dicono inconfrontabili
o non comparabili.

Se {Aj : j ∈ J } è una collezione di sottoinsiemi di S, un sottoinsieme M di
S si dice maggiorante sse Aj ⊆ M per ogni j ∈ J . Un sottoinsieme M0 di S si
dice estremo superiore della collezione sse M0 è un maggiorante ed è contenuto
in tutti i maggioranti di {Aj : j ∈ J }. L’estremo superiore di {Aj : j ∈ J }
viene indicato con

∨{Aj : j ∈ J }
Esso esiste, è unico e coincide con l’unione insiemistica della collezione {Aj :
j ∈ J }; cioè

(1.9a) ∨{Aj : j ∈ J } = ∪{Aj : j ∈ J }

Si possono introdurre in maniera duale le nozioni di minorante e di estremo
inferiore o massimo dei minoranti ∧{Aj : j ∈ J }. In questo caso avremo

(1.9b) ∧{Aj : j ∈ J } = ∩{Aj : j ∈ J }

Un insieme parzialmente ordinato per cui esistono l’estremo superiore e l’estremo
inferiore di ogni collezione di elementi scelti in esso viene detto reticolo completo.

Se indichiamo con Σ(S) la famiglia di tutti i sottospazi di S, si ha che Σ(S)
è ancora un insieme parzialmente ordinato rispetto all’inclusione insiemistica.

Chiaramente se { Sj : j ∈ J } è una qualsiasi famiglia di sottospazi di S,
l’intersezione insiemistica ∩{Sj : j ∈ J } è ancora un sottospazio di S. Da
ciò segue che esiste in Σ(S) l’estremo superiore della famiglia { Sj : j ∈ J },
ossia un sottospazio di S che contiene tutti gli Sj e che è contenuto in tutti i
sottospazi contenenti gli Sj . Precisamente sarà

(1.10a) ∨{Sj : j ∈ J } = ∩{M ∈ Σ(S) : Sj ⊆ M per ogni j ∈ J }
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mentre risulta banalmente che

(1.10b) ∧{Sj : j ∈ J } = ∩{Sj : j ∈ J }
Pertanto anche Σ(S) è un reticolo completo in cui l’estremo inferiore coincide
con la intersezione insiemistica, ma in cui l’estremo superiore non coincide con
l’unione insiemistica. Per esempio, nel caso di R2 presentato in figura 1.1

S1

S2

y

x

Figura 1.1: Due sottospazi 1-dimensionali in R2

avremo che

S1 ∧ S2 = S1 ∩ S2 = { 0 }
S1 ∨ S2 = R2 6= S1 ∪ S2

Una caratterizzazione dell’estremo superiore è fornita dalla seguente

Proposizione 1.6.6 Se { Sj : j ∈ J } è una famiglia di sottospazi di S sarà

∨j { Sj : j ∈ J } = Sp(∪{Sj : j ∈ J })

Dimostrazione. Se M è un maggiorante di { Sj : j ∈ J } avremo che Sj ⊆ M
per ogni j ∈ J da cui ∪Sj ⊆ M e quindi

Sp(∪Sj) ⊆ M

concludendo che Sp(∪Sj) ⊆ M . Dall’ovvia proprietà che Sj ⊆ Sp(∪Sj) per
ogni j ∈ J otteniamo la tesi. ¤

Da quanto visto sino ad ora possiamo introdurre l’applicazione

(1.11) ⊥ : P(S) 7→ Σ(S), A → A⊥

che ad ogni sottoinsieme A di S fa corrispondere il suo annichilatore (che, in
virtù del corollario 1.6.5, è un sottospazio di S). Se A è un sottoinsieme di S,
l’annichilatore (A⊥)⊥ dell’annichilatore A⊥ di A verrà indicato con A⊥⊥ :

A⊥⊥ := (A⊥)⊥

Proposizione 1.6.7 Se A e B sono due sottoinsiemi di S varranno le proprietà

A ⊆ A⊥⊥(oc-1)

A ⊆ B implica B⊥ ⊆ A⊥(oc-2)

A ∩ A⊥ = {0}(oc-3)
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Dimostrazione. Sia a ∈ A allora preso un generico y ∈ A⊥ avremo in
particolare che a ⊥ y, da cui a ∈ A⊥⊥. Pertanto a ∈ A implica a ∈ A⊥⊥.

Sia A ⊆ B e x ∈ B⊥, ovvero x ⊥ B, allora a maggior ragione x ⊥ A.
Pertanto x ∈ B⊥ implica x ∈ A⊥.

Se a ∈ A ∩A⊥ allora 〈a|a〉 = 0, da cui a = 0. ¤

Corollario 1.6.8 L’applicazione di annichilazione soddisfa l’ulteriore proprietà:

(A⊥⊥)⊥ = A⊥

Dimostrazione. Dalla (oc-1), A ⊆ A⊥⊥, per la (oc-2) segue che

(A⊥⊥)⊥ ⊆ A⊥

Inoltre applicando la (oc-1) al caso particolare di A⊥ sarà

A⊥ ⊆ (A⊥)⊥⊥ = (A⊥⊥)⊥

¤
Considerato l’insieme parzialmente ordinato (P(S), ⊆, ∅, S) abbiamo visto

che esso è un reticolo completo avente come elemento minimo l’insieme ∅ e come
elemento massimo l’insieme S. Infatti

∅ ⊆ A ⊆ S per ogni A ∈ P(S)

Nella teoria degli insiemi parzialmente ordinati una applicazione soddisfacente
le condizioni (oc-1), (oc-2) e (oc-3) viene chiamata ortocomplementazione debole
o intuizionista . Facciamo osservare che rispetto a questa ortocomplementazione
le seguenti tre proprietà sono equivalenti

A ⊥ B(dog-1)

A ⊆ B⊥(dog-2)

B ⊆ A⊥(dog-3)

Analogamente (Σ(S), ⊆, { 0 }, S, ⊥) è un reticolo completo debolmente or-
tocomplementato avente come elemento minimo il sottospazio banale { 0 } e
come elemento massimo il sottospazio banale S.

1.6.2 Ortospazi

In questa sezione studieremo una particolare famiglia di sottospazi, gli ortospazi,
caratterizzata da interessanti proprietà rispetto alla relazione d’ordine parziale
di inclusione insiemistica.

Proposizione 1.6.9 Siano M1 e M2 due varietà lineari di S tali che M1 ∩
M2 = { 0 }. Allora posto

M1 + M2 := {x1 + x2 : x1 ∈ M1, x2 ∈ M2 }
avremo che essa è una varietà lineare tale che ogni y ∈ M1 + M2 può essere
rappresentato in maniera univoca come somma

y = x1 + x2 con x1 ∈ M1 e x2 ∈ M2

In questo caso, per evidenziare questa proprietà, useremo indicare con M1⊕M2

la varietà lineare M1 + M2 che verrà chiamata somma diretta di M1 e M2.
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Dimostrazione. Supponiamo che

x1 + x2 = x̂1 + x̂2 con x1, x̂1 ∈ M1 e x2, x̂2 ∈ M2

allora x1 − x̂1 = x2 − x̂2 con (x1 − x̂1) ∈ M1 e (x2 − x̂2) ∈ M2 ma essendo
M1 ∩ M2 = { 0 } non potrà che essere x1 − x̂1 = x2 − x̂2 = 0 da cui x1 = x̂1

e x2 = x̂2. ¤
Se V1 e V2 sono due varietà lineari di S tali che V1 ⊥ V2 allora banalmente

V1 ∩ V2 = { 0 }
In questo caso potremo costruire la varietà lineare V1 ⊕ V2 la quale, in

generale, soddisferà la condizione V1 ⊕ V2 ⊆ S.

Proposizione 1.6.10 Siano V1 e V2 due varietà lineari di S mutualmente
ortogonali, V1 ⊥ V2, e tali che V1 ⊕ V2 = S allora

V2 = V ⊥
1 e V1 = V ⊥

2(i)

V1 = V ⊥⊥
1 e V2 = V ⊥⊥

2(ii)
V1 e V2 sono due sottospazi di S(iii)

S = V1 ⊕ V ⊥
1 = V2 ⊕ V ⊥

2(iv)

Dimostrazione. Dall’ipotesi V1 ⊥ V2 segue che V2 ⊆ V ⊥
1 . Sia ora z ∈ V ⊥

1 ⊆
S, dall’ipotesi S = V1 ⊕ V2 risulta z = z1 + z2 con x1 ∈ V1 e x2 ∈ V2; allora
si ha

0 = 〈z|x1〉 = 〈x1 + x2|x1〉 = |x1|2

e perciò x1 = 0. Da ciò si deduce z = x2 ∈ V2. Pertanto V ⊥
1 ⊆ V2. Ossia

V2 = V ⊥
1 . In maniera analoga si ricava V1 = V ⊥

2 .
Dalla prima di queste due segue che V ⊥⊥

2 = V ⊥
1 la quale, per la seconda,

conduce al risultato V2 = V ⊥⊥
2 . Analogamente si dimostra che V1 = V ⊥⊥

1 .
Infine, da questi ultimi risultati applicando il corollario 1.6.5, si otterrà che V1

e V2 sono sottospazi di S.
La (ii) segue banalmente dell’ipotesi V1 ⊕ V2 = S e dalla (i). ¤

Osservazione 1.6.11 Da quanto visto sino ad ora potremo concludere
che se M è un generico sottospazio di S, avremo che M ⊥ M⊥ da cui
possiamo al più dedurre che M ⊕ M⊥ ⊆ S. Anzi, come vedremo in
seguito,

condizione necessaria e sufficiente affinché S sia uno spazio di
Hilbert è che per ogni sottospazio M si abbia M ⊕M⊥ = S.

Potremo allora isolare quei particolari sottospazi M di S per cui M⊕M⊥ =
S e chiamarli sottospazi ortogonali o ortospazi.

Definizione 1.6.12 Un sottospazio M di S si dirà ortogonale sse

S = M ⊕M⊥

L’insieme di tutti i sottospazi ortogonali di S verrà indicato con E(S). Pertanto

E(S) := {M ∈ Σ(S) : M ⊕M⊥ = S }
Per essi valgono le proprietà
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a) Se M è un sottospazio ortogonale, dalla (ii) proposizione 1.6.10 segue imme-
diatamente che M = M⊥⊥.

b) Se M è un sottospazio ortogonale allora M⊥ è pure ortogonale. Infatti:
M ⊕M⊥ = M⊥ ⊕M⊥⊥ = S.

Verifichiamo ora che la classe dei sottospazi ortogonali è non vuota in quanto
tutti i sottospazi di dimensione finita sono ortogonali.

Proposizione 1.6.13 Se M è un sottospazio finito dimensionale di S allora

M ⊕ M⊥ = S
Dimostrazione. Considerata una base ortogonale {u1, u2, . . . , uk } in M sia
x un generico vettore di S. Posto

y =
k∑

i=1

〈ui|x〉 ui e z = x − y

avremo che per ogni j = 1, 2, . . . , k

〈uj |z〉 =
〈
uj

∣∣∣ x−
k∑
1

〈ui|x〉 ui

〉
=

= 〈uj |x〉 −
k∑
1

〈uj |x〉 〈uj |ui〉 = 0

e perciò z ⊥ M . Quindi, per ogni x ∈ S esistono y ∈ M e z ∈ M⊥ tali
che x = y + z. ¤
Proposizione 1.6.14 Se M1 ed M2 sono sottospazi completi di S e M1 ⊥ M2,
allora la varietà lineare M1 ⊕M2 è completa.

Dimostrazione. Sia {xn} una successione di Cauchy in M1 ⊕ M2: poniamo
xn = x′n + x′′n con x′n ∈ M1 e x′′n ∈ M2. Dal teorema di Pitagora avremo che

‖x′n − x′m‖2 +
∥∥∥x

′′
n − x

′′
m

∥∥∥
2

=
∥∥∥(x′m − x′n) + (x

′′
m − x

′′
n)

∥∥∥
2

=

=
∥∥∥(x′m + x

′′
m) − (x′n + x

′′
m)

∥∥∥
2

=

= ‖xm − xn‖2 −→
n,m 7→∞ 0

Da ciò segue che {x′n} è una successione di Cauchy in M1 e {x′′n} è una
successione di Cauchy in M2. Poiché M1 e M2 sono completi avremo che x′n 7→
x′ ∈ M1 e x

′′
n 7→ x

′′ ∈ M2 e quindi

lim xn = lim x′n + lim x
′′
n = x′ + x

′′ ∈ M1 ⊕ M2

¤
Corollario 1.6.15 Se M1 e M2 sono due sottospazi di uno spazio di Hilbert H
con M1 ⊥ M2 allora M1 ⊕M2 è un sottospazio di H.

Dimostrazione. Se M1 e M2 sono sottospazi allora essi sono in particolare dei
chiusi di uno spazio completo H e quindi sono pure completi. Ma per il teorema
precedente ciò implica che M1 ⊕M2 è un chiuso di detto spazio. ¤





Capitolo 2

Esempi di Spazi con
prodotto interno

2.1 Introduzione

In questo capitolo tratteremo diffusamente alcuni dei più notevoli esempi di
spazio con prodotto interno. Gli spazi trattati hanno tutti la importante carat-
teristica di essere intensamente usati nelle applicazioni pratiche.

2.2 Esempi di spazi con prodotto interno

Esempio 2.2.1 Lo spazio lineare Cn é uno spazio di Hilbert complesso e separabile
relativamente al prodotto interno definito per ogni coppia di vettori appartenenti a Cn

x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn)

dalla legge:

〈
x|y〉

:=

n∑
i=1

xiyi .

La norma indotta dal prodotto interno é in questo caso

‖x‖ =

√√√√
n∑

i=1

‖xi‖2 .

¥

Esempio 2.2.2 Lo spazio lineare l2(N, C), a volte indicato con l2, costituito da tutte
le successioni x = ( xn : n ∈ N ), indicate più semplicemente con x = (xn), a valori
in C e di quadrato sommabile, ossia tali che

∑∞
n=1 ‖xn‖2 é una serie convergente, é

uno spazio lineare complesso rispetto alle operazioni di addizione e di moltiplicazione
esterna su K definte nel seguente modo: Se α ∈ K,
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x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) e y = (y1, y2, . . . , yn, . . . ) ∈ l2(N,K) allora

x + y : = (x1 + y1 , x2 + y2 , . . . , xn + yn, . . . )

αx : = (αx1 , αx2 , . . . , αxn, . . . ) .

Questo spazio lineare diventa uno spazio di Hilbert complesso e separabile rispetto al
prodotto interno definito, per ogni coppia di vettori appartenenti a l2, dalla legge:

〈
x|y〉

:=

∞∑
n=1

xnyn .

La norma indotta da questo prodotto interno é espressa da

‖x‖ =

√√√√
∞∑

n=1

‖xn‖2 .

¥

La verifica che le definizioni ora date sono ben poste segue dal seguente Lemma.

Lemma 2.2.3 Se x, y ∈ K sono due qualsiasi numeri complessi (o reali) allora
valgono le diseguaglianze:

|x| · |y| ≤ 1
2
(|x|2 + |y|2)(2.1)

|x + y|2 ≤ 2 ‖x ‖2 + 2 ‖ y ‖2(2.2)

Dimostrazione. Dalla ovvia maggiorazione 0 ≤ (|x| − |y|)2 segue che 0 ≤
|x|2 + |y|2 − 2|x| · |y|, i.e., 2(|x| · |y|) ≤ |x|2 + |y|2.

D’altra parte, da

|x + y|2 = (x + y) · (x + y)
= xx + yy + xy + yx

= |x|2 + |y|2 + 2Re(x · y)

≤ |x|2 + |y|2 + 2|x · y|

Tenuto conto del risultato appena ottenuto possiamo porre la ulteriore maggio-
razione |x + y|2 ≤ |x|2 + |y|2 + (|x|2 + |y|2), ovvero |x + y|2 ≤ 2(|x|2 + |y|2) .

¤

La (2.2) implica immediatamente che la operazione di somma é ben posta.
Per quanto riguarda la definizione di prodotto interno dalla (2.1) segue che

k∑
n=1

‖xnyn‖ ≤ 1
2

(
k∑

n=1

‖xn‖2 +
k∑

n=1

‖yn‖2
)

da cui si ottiene che la serie di numeri reali non negativi

(2.3) rk =
k∑

n=1

‖xnyn‖
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é convergente, e quindi di Cauchy, in R+. Considerata la successione di numeri
complessi

(2.4) αk =
k∑

n=1

xnyn

avremo che per h < k

|αk − αh| = |xh+1yh+1 + . . . + xkyk|
≤ |xh+1yh+1|+ . . . + |xkyk|

=
k∑

n=1

|xnyn| −
h∑

n=1

|xnyn|

= rk − rh

Dal fatto che la (2.3) è una successione di Cauchy in R+ e da questa maggio-
razione segue che anche la (2.4) è di Cauchy in C, ed essendo C completo, che
la (2.4) è convergente in C: ∃∑∞

n=1 xnyn ∈ C :

∞∑
n=1

xnyn = lim
k→∞

k∑
n=1

xnyn

Esempio 2.2.4 Lo spazio d2(N, C)

Indicato con d2(N, C) o, più brevemente, con d2 l’insieme di tutte le successioni di
numeri complessi x = (xn) definitivamente nulle, ossia tali che gli elementi non nulli
sono in numero finito, si verifica immediatamente che d2 é una varietà lineare di l2,
densa in questo spazio di Hilbert, che a sua volta si può considerare come uno spazio
con prodotto interno

〈
x|y〉

=
∑

xnyn. ¥

Esempio 2.2.5 Lo spazio s2(N, C).

Con s2(N, C) o, più semplicemente, con s2 intenderemo l’insieme di tutte le successioni
di numeri complessi x = (xn) a rapida decrescita, ossia tali che per un qualsiasi intero
non negativo r le serie di numeri reali

∑
(n + 1)r ‖xn‖2 sono convergenti:

s2(N, C) := { ( xn ) :
∑

(n + 1)r ‖xn‖2 < +∞ per ogni r ∈ N+ } .

Lo spazio s2, munito delle usuali operazioni fra successioni, é una varietà lineare di l2,
come si deduce dalle ovvie relazioni

∑
(n + 1)r ‖c′n + c′′n‖2 ≤ 2

(∑
(n + 1)r ‖c′n‖2 +

∑
(n + 1)r ‖c′′n‖2

)
;

∑
(n + 1)r ‖αcn‖2 = ‖α‖2

∑
(n + 1)r ‖cn‖2 .

Lo spazio s2 é uno spazio con prodotto interno
〈
x|y〉

=
∑

xnyn contenente a sua
volta lo spazio d2. Da quest’ultimo risultato segue che pure s2 é una varietà lineare
densa in l2. ¥
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Possiamo ora dare un esempio concreto di uno spazio di Hilbert non sepa-
rabile modificando leggermente la definizione dello spazio di Hilbert l2(N, C).
Ricordiamo che una successione (xn) in l2(N, C) può anche essere denotata con
il simbolo di funzione x : N 7→ C. Fatta questa osservazione possiamo analizzare
il seguente:

Esempio 2.2.6 Sia l2(R, C) l’insieme delle funzioni ϕ : R 7→ C soddisfacenti le due
condizioni:

i) la funzione ϕ assume il valore zero per tutti i punti R ad eccezione di un insieme
di punti al più numerabile;

ii) la somma dei quadrati dei valori assoluti della funzione in questi punti é finita.

Entrambe queste due proprietà possono essere formalmente espresse in maniera più
breve ponendo: ∑

x∈R
‖ϕ(x)‖2 < +∞ .

In quanto segue indicheremo più semplicemente con l2(R) lo spazio l2(R, C).

Le usuali operazioni di somma di funzioni in l2(R) e di prodotto di uno scalare
per una funzione in l2(R) danno ancora funzioni appartenenti a l2(R) e perciò l2(R)
risulta essere uno spazio lineare complesso. Inoltre gli stessi ragionamenti fatti nel
caso dell’esempio 2.2.2 conducono al risultato che la definizione

〈ϕ|ψ〉 :=
∑

x∈R
ϕ(x) ψ(x)

per ogni ϕ ∈ l2(R) e ogni ψ ∈ l2(R) é ben posta; in più essa definisce un prodotto
interno su l2(R) rispetto al quale l2(R) diviene uno spazio di Hilbert. La norma indotta
dal prodotto interno sarà:

‖ϕ‖ =

√ ∑

x∈R
‖ϕ(x)‖2 .

Consideriamo, per ogni ν ∈ R fissato, la funzione

eν : R 7→ C

definita dalla legge

eν(x) :=

{
1 per x = ν

0 per x 6= ν

sarà allora eν ∈ l2(R). Introdotte le sfere sν di centro eν e raggio 1/
√

2 verifichiamo
che per ν 6= µ sarà sν ∩ sµ = ∅. Infatti se ϕ ∈ sν ∩ sµ allora

‖eν − eµ‖ ≤ ‖eν − ϕ‖ + ‖ϕ− eµ‖ < 1/
√

2 + 1/
√

2 = 2

mentre

‖eν − eµ‖ =

√ ∑

x∈R
‖eν(x) − eµ(x) ‖2 =

√
2

in contrasto coll’ipotesi ora assunta.

Sia ora A un sottoinsieme di l2(R) ovunque denso in l2(R). Allora ogni sfera sν

conterrà almeno un elemento di A ed essendo queste sfere a due a due disgiunte vi
saranno tanti elementi distinti in A almeno quante sono le sfere sν per ν ∈ R, ossia
A conterrà almeno tanti punti quanti sono i punti di R. Pertanto, ogni insieme denso
in l2(R) ha almeno la cardinalità del continuo e perciò l2(R) non é separabile. ¥
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Osservazione 2.2.7 Se J é un insieme totalmente ordinato di indici,
potremo considerare lo spazio di Hilbert l2(J,C) definito, in analogia col-
l’esempio 2.2.6, come lo spazio delle funzioni ϕ : J 7→ C, nulle su tutto
J ad eccezione di al più una infinità numerabile di punti e a quadrato
sommabile.

Abbiamo cosi visto un esempio di uno spazio con prodotto interno completo
e non separabile. Daremo ora un esempio di uno spazio con prodotto interno
separabile e non completo.

Esempio 2.2.8 Si consideri lo spazio lineare complesso C([a, b], C), scritto più sem-
plicemente C([a, b]), delle funzioni definite sul compatto [a, b] e a valori in C. Se
ϕ : [a, b] 7→ C indicheremo con

u : [a, b] 7→ R e v : [a, b] 7→ R

rispettivamente le funzioni parte reale e parte immaginaria di ϕ. Le funzioni u e v
appartengono a C([a, b] ; R) e perciò sono integrabili secondo Riemann. In questo caso
risulta essere ϕ = u + iv e si definisce

∫ b

a

ϕ(x) dx :=

( ∫ b

a

u(x) dx

)
+ i

( ∫ b

a

v(x) dx

)

Chiaramente questo integrale soddisfa le seguenti proprietà:

∫ b

a

[ ϕ(x) + ψ(x) ] dx =

∫ b

a

ϕ(x) dx +

∫ b

a

ψ(x) dx(2.5)

∫ b

a

λϕ(x) dx = λ

∫ b

a

ϕ(x) dx(2.6)

∫ b

a

ϕ(x) dx =

( ∫ b

a

ϕ(x) dx

)
.(2.7)

Inoltre se ϕ e ψ ∈ C( [a, b] ) allora pure ϕψ e ϕψ sono elementi di C( [a, b] ) e
perciò integrabili secondo Riemann. Da tutto ciò segue che la seguente definizione é
ben posta

〈ϕ|ψ〉 :=

∫ b

a

ϕ(x) ψ(x) dx

e che essa ha le proprietà di un prodotto interno. La norma indotta dal prodotto
interno

‖ϕ‖ =

√ ∫ b

a

‖ϕ(x)‖2 dx

é la norma della convergenza in media quadratica. In C([a, b] ) la diseguaglianza di
Schwarz assume la forma

∥∥∥∥
∫ b

a

ϕ(x) ψ(x) dx

∥∥∥∥ ≤
√ ∫ b

a

‖ϕ(x)‖2 dx ·
√ ∫ b

a

‖ψ(x)‖2 dx .

Lo spazio C([a, b]) non é completo: basterà considerare il caso di C([−1, 1]) in cui la
successione {ϕn : n ∈ N } definita dalla legge

ϕn(x) :=





−1 per − 1 ≤ x ≤ −1/n

nx per − 1/n ≤ x ≤ 1/n

1 per 1/n ≤ x ≤ 1
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é di Cauchy ma non é convergente in C([−1, 1]). Anzi essa “converge” in media
quadratica ad una funzione che non appartiene allo spazio C([−1, 1]), precisamente
alla funzione discontinua

f(x) :=

{
−1 per x ∈ [−1, 0)

1 per x ∈ [0, 1]

La famiglia P([a, b]) dei polinomi definiti su [a, b] e a coefficienti complessi é densa in
C([a, b]) secondo la norma indotta dal prodotto interno, ossia secondo la convergenza
in media quadratica:

P([a, b])
2

= C([a, b]) .

C([a, b]) é separabile in quanto ogni elemento di C([a, b]) é approssimabile bene quanto
si vuole secondo la norma da polinomi complessi in [a, b]. Ma ogni polinomio complesso
può essere approssimato in norma bene quanto si vuole da polinomi complessi i cui
coefficienti hanno parte reale e parte immaginaria razionale. Pertanto, indicato con
Pr([a, b]) la famiglia dei polinomi di quest’ultimo tipo, avremo che ogni elemento di
C([a, b]) é approssimabile bene quanto si vuole tramite elementi di Pr([a, b]) ossia

Pr( [a, b] )
2

= C( [a, b] )

Poiché Pr( [a, b] ) contiene una infinità numerabile di elementi, ne segue che C( [a, b] )
é separabile. ¥

Esempio 2.2.9 Se indichiamo con E(I) uno degli spazi lineari delle funzioni prova
D(I) oppure S(I), non é difficile verificare, con considerazioni analoghe a quelle fatte
nell’esempio 2.2.6, che E(I) é uno spazio con prodotto interno

〈ϕ|ψ〉 :=

∫

I

ϕ(x) ψ(x) dx .

A questo prodotto interno é associata la norma

‖ϕ‖ =

√ ∫

I

‖ϕ(x)‖2 dx .

Ciascun E(I), in quanto spazio con prodotto interno, non é completo ma é separabile
perché contiene la famiglia dei polinomi definiti su I a valori complessi. ¥

Esempio 2.2.10 Considerato ora lo spazio lineare

L2(I) = {f : I 7→ C | misurabili,

∫

I

|f |2 < ∞}

(delle funzioni misurabili secondo Lebesgue su I e di quadrato sommabili), esso può
essere munito del prodotto interno

〈f |g〉 :=

∫

I

fg

dal quale si ottiene la norma

‖f‖ =

√ ∫

I

‖f‖2 .
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Rispetto a questa norma L2(I) è completo e quindi è uno spazio di Hilbert. Ricordiamo
che gli elementi di L2(I) non sono singole funzioni ma classi di equivalenza di funzioni
mutuamente uguali q.d. (ossia, una classe di equivalenza é costituita da funzioni
f, g : I 7→ C misurabili e di quadrato sommabili tali che l’insieme dei punti di I {x ∈
I : f(x) 6= g(x)} é contenuto in un insieme di misura nulla. Infine, se si caratterizza
ciascuna classe di equivalenza di L2(I) tramite opportuni elementi rappresentativi,
valgono le inclusioni

D(I) ⊆ S(I) ⊆ L2(I)

con D(I) e S(I) entrambi densi in L2(I):

D(I) = S(I) = L2(I)

¥

Esempio 2.2.11 Prima di procedere nella presentazione del successivo esempio fac-
ciamo osservare che C é uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto interno, con
corrispondente norma espressi dalle

〈x|y〉C = x y e ‖x‖C =
√
〈x|x〉C = |x| .

Sotto queste condizioni, lo spazio di Hilbert

Cn = {x = (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ C}
ha il prodotto interno che si scrive nella forma

(2.8)
〈
x|y〉

=

n∑
i=1

〈xi|yi〉C .

e quindi la norma indotta nella forma

(2.9) ‖x‖ =

√√√√
n∑

i=1

‖xi‖C

Considerata adesso una n-upla di spazi con prodotto interno, {S1, . . . ,Sn}, non
necessariamente uguali fra di loro ma tutti sul medesimo corpo K, si costruisca
l’insieme

n∑⊕

i=1

Si := {x = (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Si}

Questo insieme diviene uno spazio lineare su K attraverso le usuali operazioni
componente per componente

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

λ (x1, x2, . . . , xn) := (λx1, λx2, . . . , λxn)

che diviene uno spazio con prodotto interno rispetto a

(2.10)
〈
x|y〉

:=

n∑
i=1

〈xi|yi〉Si
.

la cui norma indotta é

(2.11) ‖x‖ =

√√√√
n∑

i=1

‖xi‖Si
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Lo spazio con prodotto interno cosi costruito

n∑
i=1

⊕
Si

si chiama spazio somma diretta finita degli spazi Si; nel caso in cui tali spazi siano
tutti uguali fra di loro, Si = S, indicheremo la somma diretta finita n-volte di S col
simbolo

n∑⊕
S oppure Sn .

Colle stesse tecniche usate per dimostrare la completezza di Cn si può dimostrare
che nel caso in cui tutti gli spazi in questione siano di Hilbert, Si = Hi, allora anche
la somma diretta finita

n∑
i=1

⊕
Hi

é uno spazio di Hilbert. Ovviamente

Cn =

n∑⊕
C .

Il caso particolare dello spazio somma diretta finita n-volte dello spazio di Hilbert
L2(Rk, C)

n∑⊕
L2(Rk, C)

consiste nei vettori del tipo
f = (f1, f2, . . . , fn)

con le funzioni fi : Rk 7→ C (per i = 1, 2, . . . , n ) soddisfacenti la condizione:

(2.12) fi ∈ L2(Rk, C) .

Questo spazio é uno spazio lineare complesso rispetto alle operazioni di addizione e di
moltiplicazione per scalari complessi definite dalle formule:

(f1(x), . . . , fn(x)) + (g1(x), . . . , gn(x)) :=

= (((f1) + (g1))(x), . . . , ((fn) + (gn))(x))

α (f1(x), . . . , fn(x)) := ((αf1)(x), . . . , (αfn)(x)) .

Mentre il prodotto interno é dato da

(2.13)
〈
f |g〉

=

n∑
i=1

∫

Rk

f igi

con associata la norma indotta

(2.14) ‖f‖ =

√√√√
n∑

i=1

∫

Rk

‖fi‖2 .

Nel caso in cui k = 3, questi spazi di Hilbert vengono usati in Meccanica Quantis-
tica per descrivere le particelle dotate di spin s. Precisamente:

– Il caso n = 2 descrive particelle di spin s = 1/2; in questo caso ogni f possiede
due componenti che vengono indicate con

f(x) = (f1/2(x), f−1/2(x) )
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– Il caso n = 3 descrive particelle di spin s = 1 e ogni f consiste di tre componenti
indicate con

f(x) = (f1(x), f0(x), f−1(x) ) .

– Il caso n = 4 descrive particelle di spin s = 3/2 e ogni f consiste di quattro
componenti indicate con

f(x) = ( f3/2(x), f1/2(x), f−1/2(x), f−3/2(x) ) .

– Il caso n = 5 descrive particelle di spin s = 2 e ogni f consiste di cinque
componenti

f(x) = ( f2(x), f1(x), f0(x), f−1(x), f−2(x) ) ;

e cosi via. ¥

Esempio 2.2.12 Vogliamo dare alcune interessanti generalizzazioni dello spazio di
Hilbert l2(N, C). In primo luogo ricordiamo che, come abbiamo visto nel precedente
esempio, C é uno spazio di Hilbert il cui prodotto interno e la cui norma sono espresse
rispettivamente da:

〈x|y〉C = xy e ‖x‖C = ‖x‖ .

Pertanto potremo porre

l2(N, C) :=

{
x : N 7→ C |

∞∑
n=1

. ‖xn‖2C < +∞
}

e indicare il prodotto interno di l2(N, C) sotto la forma

(2.15)
〈
x|y〉

=

∞∑
n=1

〈xn|yn〉C

e la norma indotta sotto la forma

(2.16) ‖x‖ =

√√√√
∞∑

n=1

‖xn‖2C .

Fatte queste premesse, si consideri uno spazio con prodotto interno qualsiasi S, il
cui prodotto interno e la cui norma siano indicate rispettivamente con

〈x|y〉S e ‖x‖ S =
√
〈x|x〉S .

Possiamo introdurre l’insieme

l2(N, S) :=

{
x : N 7→ S|

∞∑
n=1

. ‖xn‖2S < +∞
}

delle successioni a valori in S e a quadrato sommabili e, con le stesse tecniche usate
nel caso dello spazio l2(N, C), si può verificare che esso é uno spazio lineare, rispetto
alle ovvie operazioni, su cui si può definire il prodotto interno

(2.17)
〈
x|y〉

=

∞∑
n=1

〈xn|yn〉S

dal quale si ricava la norma

(2.18) ‖x‖ =

√√√√
∞∑

n=1

‖xn‖2S .
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Inoltre se S é uno spazio di Hilbert (S = H) la stessa dimostrazione usata nel caso di
l2(N, C) permette di verificare che l2(N, H) é completo, ossia é uno spazio di Hilbert.

Una ulteriore generalizzazione di questo procedimento che, per ciò che riguarda le
dimostrazioni, non si discosta da quanto visto nel caso l2(N, C) é la seguente. Si con-
sideri una successione {Sn : n ∈ N} di spazi con prodotto interno e con corrispondente
norma espressi rispettivamente da

〈x|y〉Sn
e ‖x‖Sn =

√
〈x|x〉Sn

.

Si definisce somma diretta degli spazi Sn, indicata con il simbolo
∑⊕ Sn, l’insieme

∑⊕Sn :=
{
{xn : n ∈ N, xn ∈ Sn } :

∑
‖xn‖2Sn

< +∞
}

munito delle ovvie operazioni di somma e di prodotto per uno scalare

{xn } + { yn } := {xn + yn }
λ {xn } := {λxn } .

Rispetto a queste operazioni
∑⊕ Sn é uno spazio lineare che diviene uno spazio con

prodotto interno

(Σ–1) 〈{xn} | {yn}〉 :=
∑

〈xn|yn〉Sn

da cui si ricava la norma

(Σ–2) ‖{xn}‖ =
√ ∑

‖xn‖2Sn
.

Ovviamente se tutti gli spazi Sn sono di Hilbert (Sn = Hn) la loro somma diretta∑⊕ Hn é pure uno spazio di Hilbert. Si osservi che l2(N, S) =
∑⊕ Sn con ogni

Sn = S. ¥

Esempio 2.2.13 In questo esempio vogliamo analizzare una interessante analogia.
Prima però di introdurre questo esempio dobbiamo premettere alcune considerazioni.
In questo esempio indicheremo con [0, k]N la totalità dei numeri interi compresi fra
0 e k e con [0,∞]N l’insieme di tutti gli interi non negativi.

Il generico elemento dello spazio di Hilbert Ck+1 sarà perciò identificabile con una
funzione

x : [0, k]N 7→ C, n → x(n);(a)

il prodotto interno su Ck+1 sarà esprimibile come

〈x|y〉 =

k∑
n=0

x(n) y(n)(1–a)

la norma ottenuta da questo prodotto interno come

‖x‖ =

√√√√
k∑

n=0

‖x(n)‖2 .(2–a)

Nel caso dello spazio di Hilbert Ck+1, la (1–a) o la (2–a) non pongono alcun
problema di convergenza. Ciò non accade nel caso dello spazio di Hilbert l2 i cui
elementi possono essere considerati come funzioni

(b) x : [0, ∞]N 7→ C, n 7→ x(n)

tali da soddisfare le condizioni:
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(i–b) per ogni k ∈ N esistono le somme
∑k

n=0 ‖x(n)‖2 ;

(ii–b) esiste limk 7→∞
∑k

n=0 ‖x(n)‖2 < +∞ .

In questo caso si pone per definizione

∞∑
n=0

|x(n)|2 = lim
k 7→∞

k∑
n=0

|x(n)|2 .

Sotto queste condizioni, sono ben poste la definizione di prodotto interno

〈x|y〉 =

∞∑
n=0

x(n) y(n)(1–b)

e la conseguente nozione di norma

‖x‖ =

√√√√
∞∑

n=0

‖x(n)‖2 .(2–b)

In un certo qual modo lo spazio C([0, b]) può essere messo in analogia con Ck+1

nel senso che il generico elemento di tale spazio é una funzione continua

ϕ : [0, b] 7→ C, x → ϕ(x) .(a’)

Il prodotto interno su C([0, b]) é definito da

〈ϕ|ψ〉 :=

∫ b

0

ϕ(x)ψ(x) dx(1–a’)

cui é associata la norma indotta

‖ϕ‖ =

√ ∫ b

0

‖ϕ(x)‖2 dx .(2–a’)

Le analogie con le corrispondenti relazioni (a), (1–a) e (2–a) viste nel caso dello spazio
Ck+1 sono evidenti. Si tratta di sostituire formalmente al parametro “discreto n il
parametro “continuo x e al simbolo di

∑
quello di

∫
dx.

Vediamo ora come si possa introdurre l’analogo di l2. A questo proposito ricor-
diamo che una funzione continua

ϕ : [0, ∞] 7→ C, x → ϕ(x)(b’)

si dice impropriamente a quadrato integrabile secondo Riemann sse soddisfa le con-
dizioni:

(i-b’) per ogni b ∈ [0, ∞] esistono gli integrali (secondo Riemann)
∫ b

0
‖ϕ(x)‖2 dx ;

(ii-b’) esiste limb7→∞
∫ b

0
‖ϕ(x)‖2 dx .

In questo caso si usa porre per definizione

∫ ∞

0

‖ϕ(x)‖2 dx = lim
b7→∞

∫ b

0

‖ϕ(x)‖2 dx .

Indicato con L2C([0, ∞]) l’insieme delle funzioni continue a quadrato integrabile su
[0, ∞] si verifica facilmente che, rispetto alle usuali operazioni fra funzioni, L2C([0, ∞])
é uno spazio lineare complesso su cui é definibile il prodotto interno



38 CAPITOLO 2. Esempi

〈ϕ|ψ〉 :=

∫ ∞

0

ϕ(x) ψ(x) dx(1-b’)

con associata la norma indotta

‖ϕ‖ =

√ ∫ ∞

0

‖ϕ(x)‖2 dx .(2-b’)

Abbiamo cos̀ı visto che L2C([0, ∞]) possiede proprietà (b’), (2.2.13), (2.2.13),
(1-b’), e (2-b’), analoghe alle corrispondenti proprietà (b), (2.2.13), (2.2.13), (1–b)
e (2–b) di l2. Si può passare formalmente da un caso all’altro sostituendo i parametri
“discreti n con quelli “continui x e le

∑
con gli

∫
dx.

Bisogna però osservare che mentre Ck+1 e l2 sono completi in norma, gli spazi
C([0, b]) e L2C([0, ∞]) non sono completi.

In analogia con L2C([0, ∞]) si può introdurre lo spazio L2C([−∞, 0]) e definire

∫ 0

−∞
‖ϕ(x)‖2 dx = lim

b 7→−∞

∫ 0

b

‖ϕ(x)‖2 dx .

Lo spazio L2C([−∞, ∞]) richiede qualche considerazione ulteriore. Diremo che
ϕ : [−∞, ∞] 7→ C continua appartiene a L2C([−∞, ∞]) o, più semplicemente, a
L2C(R), sse esiste a ∈ R tale che

ϕ | [−∞, a] ∈ L2C([−∞, a]) e ϕ | [a, +∞] ∈ L2C([a, +∞]) .

In questo caso porremo

∫ ∞

−∞
‖ϕ(x)‖2 dx =

∫ a

−∞
‖ϕ(x)‖2 dx +

∫ ∞

a

‖ϕ(x)‖2 dx .

Non é difficile verificare che

〈ϕ|ψ〉 :=

∫ ∞

−∞
ϕ(x) ψ(x) dx

definisce un prodotto interno su L2C(R) da cui si ricava la norma

‖ϕ‖ =

√ ∫ +∞

−∞
‖ϕ(x)‖2 dx .

Ovviamente, pure L2C([−∞, 0]) e L2C(R) sono spazi con prodotto interno non com-
pleti in norma. ¥



Capitolo 3

Sistemi ortonormali
completi

3.1 Introduzione

In questo capitolo studieremo la possibilità di esprimere i vettori degli spazi
con prodotto interno come combinazioni lineari infinite di opportune basi i cui
vettori sono tutti di norma uno e a due a due ortogonali (o basi ortonormali).

In particolare, si dimostrerà che per gli spazi separabili esiste sempre una
base ortonormale di questo tipo e che tutte le basi ortonormali hanno la medes-
ima cardinalità, chiamata dimensione ortonormale dello spazio.

La nozione di ortogonalità è stata già introdotta nel capitolo

3.2 Sistemi ortonormali di vettori

In questo paragrafo introdurremo gli elementi teorici essenziali per giungere alla
definizione di base ortonormale in spazi con prodotto interno.

Definizione 3.2.1 Sia A un insieme totalmente ordinato di indici, finito o
infinito, anche non numerabile. Un insieme {uα : α ∈ A } di elementi di uno
spazio con prodotto interno S si dirà sistema ortogonale sse 〈uα|uα′〉 = 0 per
α 6= α′. Un sistema ortogonale si dirà ortonormale sse ‖uα‖ = 1 per ogni
α ∈ A. Chiaramente {uα : α ∈ A } é un sistema ortonormale sse

(3.1) 〈uα|uα′〉 = δα,α′ .



40 CAPITOLO 3. Sistemi ortonormali completi

Esempio 3.2.2 Nello spazio di Hilbert l2 l’insieme numerabile

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, . . .)

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, . . .)

...
...

en = (0, 0, 0, . . . , 1, . . .)

...
...

é un sistema ortonormale. ¥

Proposizione 3.2.3 In uno spazio con prodotto interno S valgono le seguenti
proprietà:

(i) un sistema ortogonale é una famiglia libera di vettori sse non contiene il
vettore nullo;

(ii) un sistema ortonormale é sempre una famiglia libera;

(iii) se {uα : α ∈ A } é un sistema ortogonale libero allora
{

uα

‖uα‖ : α ∈ A

}

é un sistema ortonormale.

Dimostrazione. (i) Se {uα : α ∈ A } é una famiglia libera allora certa-
mente il vettore nullo non può appartenere ad essa.

Viceversa, se {uα : α ∈ A } é un sistema ortogonale non contenente il
vettore nullo, considerata l’equazione nelle indeterminate λαi

∑

αi ∈ I

λαiuαi = 0 ,

ove con I si é indicato un qualsiasi sottoinsieme finito di A, avremo che per ogni
αj ∈ I sarà:

0 =
〈
uαj |0

〉
=

〈
uαj

∣∣∣
∑

αi ∈ I

λαiuαi

〉
=

∑

αi ∈ I

λαi

〈
uαj |uαi

〉

da cui 0 = λαj ‖uαj‖2 per ogni αj ∈ I. Dal fatto che il vettore nullo non
appartiene al sistema ortonormale segue che ogni ‖uαj‖ 6= 0 e quindi λαj =
0 per ogni αj ∈ I.

Le (ii) e (iii) sono banali conseguenze della (i). ¤

Definizione 3.2.4 Sia {uα : α ∈ A } un sistema ortonormale di vettori di S
e x un elemento di S. Si chiamano coefficienti di Fourier di x rispetto al sistema
ortonormale {uα : α ∈ A } i numeri complessi 〈uα|x〉, per ogni α ∈ A.
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Teorema 3.2.5 In uno spazio con prodotto interno S, se {uα : α ∈ A } é un
sistema ortonormale qualsiasi, valgono le proprietà:

(i) per ogni x ∈ S si ha che 〈uα|x〉 = 0 salvo al più per una infinità
numerabile di indici, dipendente in generale da x.

(ii)
∑

α∈A

| 〈uα|x〉 |2 ≤ ‖x‖2, ∀x ∈ S. (Diseguaglianza di Bessel)

Dimostrazione. Verifichiamo in primo luogo che se {ui : i = 1, 2, . . . , n} é un
sistema ortonormale finito allora

n∑

i=1

| 〈ui|x〉 |2 ≤ ‖x‖2 per ogni x ∈ S .

Da

0 ≤ ‖x −
n∑

i=1

〈ui|x〉 ui ‖2 =

=
〈
x −

∑

i

〈ui|x〉 ui

∣∣∣ x −
∑

j

〈uj |x〉 uj

〉
=

= 〈x|x〉 −
∑

j

〈uj |x〉 〈x|uj〉 −

−
∑

i

〈ui|x〉 〈ui|x〉 −
∑

i,j

〈ui|x〉 〈uj |x〉 〈ui|uj〉 =

= ‖x‖2 −
∑

i

| 〈ui|x〉 |2

segue la relazione cercata.
Fissato un intero positivo n, siano

F = { | 〈uα|x〉 |2 : | 〈uα|x〉 |2 6= 0 }

Fn = { | 〈uα|x〉 |2 : 1/n ≤ | 〈uα|x〉 |2 }

Chiaramente

F =
∞⋃

n=1

Fn

e verifichiamo che Fn possiede al più n‖x‖2 elementi. Infatti, se{ | 〈uαj |x
〉 |2 : j = 1, 2, . . . , k

}
é un qualsiasi insieme finito di elementi di

Fn, avremo che
1/n ≤ | 〈uαj |x

〉 |2

da cui segue
k

n
≤

k∑

j=1

| 〈uαj |x
〉 |2 ≤ ‖x‖2
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e perciò k ≤ n‖x‖2. Ossia ogni sottoinsieme finito estratto da Fn non può con-
tenere più di n‖x‖2 elementi e perciò Fn non può contenere né infiniti elementi
(altrimenti sarebbe possibile estrarne più di n‖x‖2) né un numero di elementi
finito e maggiore di n‖x‖2. Da ciò segue che F é al più infinito numerabile.

La (ii) risulta essere una conseguenza immediata di quanto ora dimostrato
e della diseguaglianza di Bessel per un numero finito di elementi. ¤

Esempio 3.2.6 Per quanto visto nel teorema precedente, preso un fissato x ∈ S,
l’insieme di indici

A(x) := {α ∈ A : 〈uα|x〉 6= 0 }
é al più infinito numerabile e dipende dalla scelta di x. Per esempio, se consideriamo lo
spazio di Hilbert non separabile l2(R) é facile verificare che la famiglia { eν : ν ∈ R },
ove eν : R 7→ C é definito dalla legge

eν(x) :=

{
1, x = ν

0, x 6= ν

é un sistema ortonormale.

Preso ϕ ∈ l2(R), sia R(ϕ) := { ν ∈ R : ϕ(ν) 6= 0 }. Per come é stato definito
l2(R) sappiamo che R(ϕ) é al più infinito numerabile e tale che

∑

ν∈R(ϕ)

|ϕ(ν)|2 < +∞ .

Se consideriamo i coefficienti di Fourier { 〈eν |ϕ〉 : ν ∈ R } di ϕ rispetto al sistema
ortogonale { eν : ν ∈ R } si ottiene che

〈eν |ϕ〉 =
∑

eν(x) ϕ(x) = ϕ(ν)

e quindi

R(ϕ) = { ν ∈ R : ϕ(ν) 6= 0 } = { ν ∈ R : 〈eν |ϕ〉 6= 0 } .

¥

Proposizione 3.2.7 Se S é separabile tutti i sistemi ortonormali di tale spazio
sono al più infinito numerabile.

Dimostrazione. Se S é separabile esiste un suo sottoinsieme {xn : n ∈ N }
al più infinito numerabile e denso in S. Sia ora {uα} un sistema ortonormale in
S e consideriamo le sfere s1/2(uα) di centro uα e raggio 1/2. Queste sfere sono
disgiunte per α1 6= α2 in quanto

‖uα1 − uα2‖ =
√
〈uα1 − uα2 |uα1 − uα2〉 =

√
2

Siccome i vari uα sono elementi di S e {xn} é denso in S, ogni sfera s1/2(uα)
contiene almeno un elemento di {xn} e due sfere di centro diverso, uα1 6= uα2 ,
non hanno punti in comune. Da ciò segue che l’insieme di queste sfere, e perciò
l’insieme {uα}, contiene al più una infinità numerabile di elementi. ¤
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3.3 Sistemi ortonormali completi

Considerato lo spazio di Hilbert separabile Cn sia { e1, e2, . . . , en } un suo
sistema ortonormale. Dalla (ii), proposizione 3.2.3, segue che

{
e1, e2, . . . , en

}
é una famiglia libera costituita da n vettori e perciò essa é una base lineare.
Preso, allora, un qualsiasi x ∈ Cn avremo che

x =
n∑

i=1

γiei

dove i coefficienti γi sono univocamente determinati. Dalla relazione precedente
segue che per ogni j = 1, 2, . . . , n

〈
ej |x

〉
= γj

e perciò x si esprime univocamente rispetto alla base {ei} secondo la combi-
nazione lineare

(3.2) x =
n∑

i=1

〈ei|x〉 ei

coinvolgente i coefficienti di Fourier 〈ei|x〉 del vettore x rispetto al sistema
ortonormale {ei}.

Se avessimo scelto in Cn un sistema ortonormale { e1, e2, . . . , ek } costituito
da un numero di elementi k strettamente minore di n, avremmo potuto calcolare
comunque i coefficienti di Fourier 〈ei|x〉 per ogni vettore x ∈ Cn e individuare
il vettore

x̂ =
k∑

i=1

〈ei|x〉 ei

il quale, in generale, é diverso da x.

Esempio 3.3.1 In C3, scelto il sistema ortonormale { e1, e2 } con e1 = (1, 0, 0) e
e2 = (0, 0, 1), preso il vettore x = (i, π, −3i) sarà

〈e1|x〉 = i 〈e2|x〉 = −3i

e perciò
x̂ = 〈e1|x〉 e1 + 〈e2|x〉 e2 = (i, 0, −3i)

ottenendo in questo caso un vettore x̂ 6= x.
In ogni caso, il vettore (x − x̂) é ortogonale a e1 e e2 e quindi alla varietà lineare

(e perciò al sottospazio) generato da { e1, e2 }. ¥

Sia ora S uno spazio con prodotto interno e {uα} un suo sistema ortonor-
male. Fissato un qualsiasi vettore x ∈ S potremo considerare la corrispondente
successione dei coefficienti di Fourier { 〈uα|x〉 } che per quanto visto nel teorema
2.1 sono tutti nulli ad eccezione di un insieme al più numerabile di elementi.
Nel seguito la scrittura ∑

α

〈uα|x〉 uα

significherà che i coefficienti 〈uα|x〉 sono nulli ad eccezione al più di una infinità
numerabile di elementi e che si prenderà in esame la corrispondente serie in S,
che potrà essere convergente oppure no.
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Viene allora naturale chiedersi se la serie

(3.3)
∑
α

〈uα|x〉 uα

analoga alla (3.2), é convergente in S secondo la norma e, nel caso di risposta
affermativa, indicato con

x̂ =
∑
α

〈uα|x〉 uα

il vettore limite della serie, verificare sotto quali condizioni é assicurato che
x = x̂, ossia che

x =
∑
α

〈uα|x〉 uα .

In generale, nulla ci assicura che la serie (3.3) sia convergente in S. In questo
modulo dimostreremo però che

(A) Se S é uno spazio separabile esiste sempre almeno un sistema ortonormale
{un} tale che per ogni x ∈ S la serie

∞∑
n=1

〈un|x〉 un

sia convergente ed in più si abbia

x =
∞∑

n=1

〈un|x〉 un .

(B) Tutti i sistemi ortogonali soddisfacenti la (A) hanno la medesima cardi-
nalità.

Prima di raggiungere questi obiettivi premettiamo alcuni risultati. In primo
luogo, indicheremo con

(3.4) ∨{uα} = Sp({uα})
la chiusura della varietà lineare generata da {uα}. Ricordiamo che ∨{uα} é un
sottospazio di S.

Proposizione 3.3.2 Sia {un} un sistema ortonormale in S al più infinito nu-
merabile e {αn} una corrispondente successione di numeri complessi. Costruite
le somme parziali

sk =
k∑

n=1

αnun

per ogni fissato vettore x dello spazio S avremo che:

(i) ‖x − sk‖ assume il suo valore minimo al variare della successione {αn}
sse αn = 〈un|x〉 per n = 1, 2, . . . , k. In questo caso si ottiene

(3.5) ‖x −
k∑

n=1

〈un|x〉 un‖2 = ‖x‖2 −
k∑

n=1

| 〈un|x〉 |2 ;



3.3. Sistemi ortonormali completi 45

(ii) l’elemento (x− sk) ⊥ ∨{u1, . . . , uk } sse αn = 〈un|x〉 per n = 1, 2, . . . , k.

Dimostrazione. (i) Tramite facili calcoli si ottiene

‖x − sk‖2 =
〈
x −

k∑
n=1

αnun

∣∣∣ x −
k∑

m=1

αmum

〉
=

= ‖x‖2 −
k∑

n=1

αn 〈x|un〉 −
k∑

n=1

αn 〈un|x〉 +
k∑

n=1

αnαn .

Ora, considerato che

|αn − 〈un|x〉|2 = (αn − 〈un|x〉) (αn − 〈un|x〉) =

= |αn|2 − αn 〈un|x〉 − αn 〈x|un〉 + |〈un|x〉|2

avremo che

‖x − sk‖2 = ‖x‖2 −
k∑

n=1

|〈un|x〉|2 +
k∑

n=1

|αn − 〈un|x〉|2 .

Da questo risultato, osservando che il primo e il secondo termine del sec-
ondo membro non dipendono dalla scelta di {αn} e che il terzo termine
dà sempre un contributo positivo alla somma, otteniamo che al variare di
{αn} la quantità ‖x − sk‖ assume il valore minimo sse

αn = 〈un|x〉 per n = 1, 2, . . . , k .

(ii) D’altra parte, indicato con y il generico elemento di ∨{u1, u2, . . . , uk} se
0 = 〈x− sk|y〉 per ogni y ∈ ∨{u1, u2, . . . , uk } avremo che in particolare
0 = 〈x− sk|uj〉 per j = 1, 2, . . . , k. Da ciò segue che

0 =
〈
x −

k∑
n=1

αnun

∣∣∣ uj

〉
= 〈x|uj〉 −

k∑
n=1

αn 〈un|uj〉 = 〈x|uj〉 − αj

e quindi αj = 〈uj |x〉 per j = 1, 2, . . . , k.

Viceversa, se αn = 〈un|x〉 per n = 1, 2, . . . , k allora indicato il generico
elemento di Sp{u1, u2, . . . , uk} con

ŷ =
k∑

j=1

βjuj

avremo che

〈
x −

k∑
n=1

〈un|x〉 un

∣∣∣ ŷ
〉

=
〈
x −

∑
n

〈un|x〉 un

∣∣∣
∑

j

βjuj

〉
=

=
∑

j

βj 〈x|uj〉 −
∑

nj

〈un|x〉βj 〈un|uj〉 =

=
∑

j

βj 〈x|uj〉 −
∑

j

βj 〈x|uj〉 = 0 .
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Abbiamo cos̀ıottenuto che l’ipotesi

αn = 〈un|x〉 per n = 1, 2, . . . , k

implica che
(x − sk) ⊥ Sp{u1, u2, . . . , uk } .

Considerato ora y ∈ ∨{u1, u2, . . . , uk }, avremo che esiste una succes-
sione

{ ŷj } ⊆ Sp{u1, u2, . . . , uk }
tale che y = limj 7→∞ ŷj . Pertanto

〈x − sk|y〉 = 〈x − sk| lim ŷj〉 = lim 〈x − sk|ŷj〉 = 0

per ogni y ∈ ∨{u1, u2, . . . , uk }.
¤

Osservazione 3.3.3 Se il sistema ortonormale che interviene sulla prece-
dente proposizione 3.3.2 é infinito numerabile, potremo costruire la suc-
cessione delle somme parziali

s1, s2, . . . , sk =

k∑
n=1

αnun, . . .

Se invece il sistema ortonormale in questione é finito, {u1, u2, . . . , uh },
considereremo ancora la successione delle somme parziali

s1, s2, . . . , sh, sh+1, . . . , sk, . . .

ove si assume che

sj =

j∑
n=1

αnun per j = 1, 2, . . . , h

sh = sh+1 = . . . = sk = 0 per k ≥ h .

Teorema 3.3.4 Sia S uno spazio con prodotto interno e {uα : α ∈ A } un
sistema ortonormale, allora le seguenti proposizioni sono fra loro equivalenti:

(i) ∨{uα } = S (completo)

(ii) per ogni x ∈ S la serie
∑

α 〈uα|x〉 uα é convergente in S ed é

x =
∑
α

〈uα|x〉 uα

(basico)

(iii) per ogni coppia x, y di elementi di S si ha

〈x|y〉 =
∑
α

〈x|uα〉 〈uα|y〉

(uguaglianza di Parseval)
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(iv) per ogni x ∈ S vale l’uguaglianza (di Parseval)

‖x‖2 =
∑
α

| 〈uα|x〉 |2

(chiuso)

Dimostrazione. Daremo la dimostrazione nel caso di uno spazio separabile,
con lievi modifiche essa può essere adattata al caso generale

(i) ⇒ (ii). Supponiamo sia vera la (i), allora, fissato x ∈ S, per ogni ε > 0 esiste un
elemento

k0∑
n=1

αnun ∈ Sp{un}

tale che

‖x −
k0∑

n=1

αnun‖ < ε .

Ma allora dalla (i) proposizione 3.3.2 avremo che a maggior ragione dovrà
essere

‖x −
k0∑

n=1

〈un|x〉 un‖ < ε .

Sia allora k ≥ k0, dalla (3.5) avremo che

0 ≤ ‖x −
k∑

n=1

〈un|x〉 un‖2 = ‖x‖2 −
k∑

n=1

|〈un|x〉|2 =

= ‖x‖2 −
k0∑

n=1

|〈un|x〉|2 −
k∑

n=k0+1

|〈un|x〉|2 =

= ‖x −
k0∑

n=1

〈un|x〉 un‖2 −
k∑

n=k0+1

|〈un|x〉|2

< ε2 −
k∑

n=k0+1

|〈un|x〉|2

e, perciò, per ogni ε > 0 esiste k0 tale che ogni k > k0 risulta essere

‖x −
k∑

n=1

〈un|x〉 un‖ < ε

ossia

lim
k 7→∞

k∑
n=1

〈un|x〉 un =
∞∑

n=1

〈un|x〉 un = x .
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(ii) ⇒ (iii). Se é vera la (ii), posto

x =
∞∑

n=1

〈un|x〉 un e y =
∞∑

m=1

〈um|y〉 um

avremo che

〈x|y〉 =
〈 ∞∑

n=1

〈un|x〉 un

∣∣∣
∞∑

m=1

〈um|y〉 um

〉
=

=
∑
n,m

〈un|x〉 〈um|y〉 〈un|um〉 =

=
∞∑

n=1

〈x|un〉 〈un|y〉 .

(iii) ⇒ (iv). La (iv) é una banale conseguenza della (iii) qualora si ponga in quest’ul-
tima y = x.

(iv) ⇒ (i). Supposto che la (iv) sia vera, dalla 1.6.4 proposizione (i) che

x = lim
k 7→∞

(
k∑

n=1

〈un|x〉 un

)

per ogni x ∈ S e perciò, essendo

k∑
n=1

〈un|x〉 un ∈ Sp{un}

sarà S = ∨{un }.
¤

Definizione 3.3.5 Diremo che un sistema ortonormale é completo (SONC)
sse soddisfa ad una, e quindi a tutte, le condizioni del teorema precedente.

Se {uα} é un SONC, per la (ii), teorema 3.3.4, ogni elemento x ∈ S si potrà
esprimere come combinazione lineare infinita

(3.6) x =
∑
α

〈uα|x〉 uα

chiamata sviluppo in serie di Fourier di x rispetto al SONC {uα}. Per questo
motivo, i SONC vengono anche chiamati basi ortonormali.

Esempio 3.3.6 In Kn il sistema ortonormale {e1, . . . , en}, ove

ek = (δk1, δk2, . . . , δkk, . . . , δkn) = (δkj : j = 1, 2, . . . , n)

é completo in quanto ogni elemento x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn é esprimibile nel
seguente modo

x =

n∑

k=1

〈
ek|x

〉
ek .
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Pertanto, la base canonica di Kn é un SONC, ossia é una base ortonormale.
Analogamente, in l2 il sistema ortonormale {en : n ∈ N}, ove

en = (δn1, δn2, . . . , δnn, . . .) = (δnj : j ∈ N)

é completo. Pertanto l2 ammette una base ortonormale infinita numerabile che, per
analogia coll’esempio ora visto, viene chiamata base ortonormale canonica di l2.

Infine, in l2(R) il sistema ortonormale { eν : ν ∈ R } con

eν(x) = (δν,x : x ∈ R)

é un SONC e quindi l2(R) ammette la base ortonormale canonica { eν : ν ∈ R } che
ha la cardinalità del continuo. ¥

Osservazione 3.3.7 Si osservi che se {uα} é un sonc di S, allora la (i),
teorema 3.3.4, scritta nel seguente modo

Sp({uα}) = S ,

esprime il fatto che la varietà lineare Sp({uα}), costituita da tutte le
combinazioni lineari finite a coeffecenti complessi della famiglia {uα}, é
densa in S.

Verificheremo ora che in effetti vale un risultato analogo sotto condizioni
meno restrittive.

Per semplicità di linguaggio, d’ora in avanti, col termine numero complesso
razionale intenderemo un numero complesso z ∈ C la cui parte reale e parte
immaginaria sono numeri razionali; ossia z = (q1, q2) ∈ C, con q1, q2 ∈ Q.
Ovviamente, l’insieme dei numeri complessi razionali é identificabile con Q2 ed
é, quindi, un insieme infinito numerabile denso in C.

Corollario 3.3.8 Sia {uα} un SONC di uno spazio con prodotto interno S.
Indicata con Spr({uα}) la varietà lineare di tutte le combinazioni lineari finite
con coefficenti complessi razionali degli elementi del SONC, allora si ha che
Spr({uα}) é densa in S.

Dimostrazione. Dalla (i) del teorema 3.3.4 abbiamo che se {uα} é un sonc
allora per un qualsiasi x ∈ S fissato vale la proprietà che per ogni ε > 0 esiste una
combinazione lineare finita yε =

∑n
k=1 αkuk ∈ Sp({uα}) tale che ‖x− yε‖ < 1

2ε.
Inoltre, per 1 ≤ k ≤ n scegliamo un numero complesso razionale αr

k tale che
|αk − αr

k| < ε
2n . Costruito il vettore yr

ε =
∑n

k=1 αr
kuk ∈ Spr({uα}), avremo che

‖x− yr
ε‖ ≤ ‖x− yε‖+ ‖yε − yr

ε‖

≤ 1
2
ε +

n∑

k=1

|αk − αr
k| <

1
2
ε + n

ε

2n
= ε

Operando le scelte ε = 1
n possiamo concludere che per ogni vettore x ∈ S,

esiste una successione {yr
n} ⊆ Spr({uα}) tale che lim‖x − yr

n‖ = 0, ovvero che
Spr({uα}) = S. ¤
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Proposizione 3.3.9 Se {uα} é un SONC in S, valgono le ulteriori proprietà
fra loro equivalenti:

(i) {uα} non é sottoinsieme proprio di alcun altro sistema ortonormale di S
(massimale)

(ii) 〈uα|x〉 = 0 per ogni α implica x = 0. (totale)

Dimostrazione. Per il teorema 3.3.4, se {uα} é un SONC, per esso varrà
l’uguaglianza di Parseval (iv). Supposto ora che {uα} non sia massimale, esisterà
un elemento v ∈ S tale che ‖v‖ = 1 e 〈uα|v〉 = 0 per ogni α. Ma per la (iv)
si ha che ‖v‖2 =

∑ |〈uα|v〉|2 e ciò implicherebbe ‖v‖ = 0 contro l’assunzione
‖v‖ = 1.

Verifichiamo ora che la (i) implica la (ii). Sia 〈uα|x〉 = 0 per ogni α; se
x 6= 0 possiamo porre ‖x‖ = 1 ed allora {uα} ∪ {x} é un sistema ortonormale
contro l’ipotesi (i) che {uα} sia massimale. Quindi non può che essere x = 0.

¤

Osservazione 3.3.10 La precedente proposizione dimostra che ogni
SONC é un sistema ortonormale massimale. Esistono spazi con prodot-
to interno che ammettono sistemi ortonormali massimali che non sono
completi, come nel seguente esempio.

Esempio 3.3.11 Sistema ortonormale massimale che non é una base ortonormale.
(da S. P. Gudder, Inner product spaces, Amer. Math. Monthly, 81 (1974) 29-36)

Sia H uno spazio con prodotto interno separabile con base ortonormale { e1, e2, . . . },
considerato il vettore di H,

f =

∞∑
n=1

1

n
en

sia

S = Sp { f, e2, e3, . . . } .

Allora é facile verificare che β = {e2, e3, . . . } é un sistema ortonormale massimale in
S ma β non é una base ortonormale poiché f non é della forma

f =

∞∑
2

cnen .

¥

Da una semplice applicazione del lemma di Zorn si ottiene che:

Proposizione 3.3.12 In ogni spazio con prodotto interno esiste sempre un
sistema ortonormale massimale.

Possiamo quindi enunciare e dimostrare il seguente risultato

Proposizione 3.3.13 Tutti i sistemi ortonormali massimali in uno spazio con
prodotto interno hanno la medesima cardinalità.

Dimostrazione. Siano α e β due sistemi ortonormali massimali con cardinalità
A e B rispettivamente. Se A oppure B é finita lo spazio é finito dimensionale
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e quindi A = B essendo α e β due basi lineari. Supponiamo allora che α e β
siano entrambe infinite. Per u ∈ α, sia

β(u) = { vβ ∈ β : 〈u|vβ〉 6= 0 } .

Per il teorema 3.2.5, β(u) é al più infinito numerabile. Poiché α é massimale,

β ⊆ ∪{β(uα) : uα ∈ α }

e quindi
B ≤ (A · ℵ0) = A .

Per simmetria si ottiene la conclusione cercata. ¤

Definizione 3.3.14 Per dimensione ortogonale di uno spazio con prodotto in-
terno intenderemo la cardinalità comune a tutti i suoi sistemi ortonormali mas-
simali.

Osservazione 3.3.15 Come vedremo nel prossimo esempio, esistono
spazi con prodotto interno che non hanno basi ortonormali. Per questi
spazi si può comunque parlare di dimensione secondo quanto previsto dalla
precedente definizione.

D’altra parte sappiamo che ogni base ortonormale é un sistema ortonor-
male massimale e quindi se uno spazio con prodotto interno ammette una
base ortonormale la dimensione dello spazio coincide con la cardinalità di
questa base ortonormale.

Esempio 3.3.16 Spazio con prodotto interno che non ammette basi ortonormali.
(da S. P. Gudder, Inner product spaces, Amer. Math. Monthly, 81 (1974) 29-36).

Sia H = l2([0, 1]) lo spazio di Hilbert delle successioni di quadrato sommabile
definite sul compatto [0, 1] e indichiamo con

Z ([0, 1]) = { z1, z2, . . . , zk, . . . }

l’insieme totalmente ordinato rispetto ad un ordine prefissato dei razionali in [0, 1] e
con Q ([0, 1]) l’insieme degli irrazionali in [0, 1]. Considerata la successione dei vettori
di l2:

β = { yz1 , yz2 , . . . , yzk , . . . }
con yzk (n) = δk,n, essi sono linearmente indipendenti e quindi possono essere estesi
ad una base lineare di Hamel per l2:

β ∪ β1 = { yz1 , yz2 , . . . } ∪ { yλ : λ ∈ Q } .

Fissato α ∈ [0, 1] definiamo il vettore fα di H nel seguente modo:
se α ∈ Z([ 0, 1 ]), allora fα(x) = { δα,x } se α ∈ Q([ 0, 1 ]), allora

fα(x) =





1 x = α

yα(x) x = zn

0 negli altri casi

Sia G = Sp { fα : α ∈ [0, 1] } la varietà lineare generata da questa famiglia di vettori,
si avrà allora che
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1. G = H é una varietà lineare densa nello spazio di Hilbert H.

2. { fα : α ∈ Z } é un sistema ortonormale massimale in G.

In questo modo abbiamo ottenuto che

(a) dim G < dim H.

Infatti, la dim G, per la (2), é infinito numerabile mentre la dimensione di H é c (cardi-
nalità del continuo), in quanto basterà considerare il SONC canonico { eν : ν ∈ [0, 1] }.

Dalla (a) segue la seguente proprietà:

(b) G non ha alcuna base ortonormale β0.

Infatti, poiché G = H , se fosse β0 una base ortonormale per G sarebbe pure una
base ortonormale per H e quindi dim G = dim H contro la (a).

(c) Il sistema ortonormale massimale { fα : α ∈ Z } non é una base ortonormale.

¥

3.4 Procedimento di ortonormalizzazione
di Gram-Schmidt

Mentre in ogni spazio con prodotto interno esiste sempre almeno un sistema
ortonormale massimale, l’esempio 3.3.16, sezione 3.3, mostra il caso di uno
spazio con prodotto interno in cui non esiste alcuna base ortonormale. Risulta
allora importante individuare una classe sufficientemente ampia di spazi con
prodotto interno per la quale sia assicurata l’esistenza di almeno una base
ortonormale. Come andremo a dimostrare ora questa classe é quella degli spazi
con prodotto interno separabili.

Proposizione 3.4.1 Se {un} é un SONC allora pure { eiϑn un }, ove ϑn ∈ R
sono degli scalari reali arbitrari, é un SONC.

Dimostrazione. Se {un} é un SONC allora
〈
eiϑn un|eiϑm um

〉
= ei(ϑm −ϑn) 〈un|um〉 = δn,m .

Inoltre

x =
∑

〈un|x〉 un =
∑

ei(ϑn −ϑm) 〈un|x〉 un =

=
∑ 〈

eiϑn un|x
〉

eiϑn un .

Quindi pure { eiϑn un } é un SONC. ¤

Teorema 3.4.2 (Procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt).
Sia S uno spazio con prodotto interno, non necessariamente separabile, e

{xn} una famiglia libera di vettori di S, al più infinita numerabile. Allora é
possibile costruire in S una famiglia di vettori {un} tale che:

(i) {un} é un sistema ortonormale
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(ii) ciascun uk é combinazione lineare dei primi k elementi di {xn}:

uk =
k∑

j=1

αkjxj con αkk 6= 0 ;

(iii) ciascun xk é combinazione lineare dei primi k elementi di {un}:

xk =
k∑

i=1

βkiui con βkk 6= 0 ;

(iv) ogni altra famiglia di vettori {ûn} avente la medesima cardinalità di {un}
e soddisfacente le precedenti condizioni (i), (ii) e (iii) si ottiene dalla
famiglia {un} moltiplicando i suoi elementi per fattori complessi di modulo
unitario, chiamati anche fattori di fase. In formule

ûn = eiϑnun per ogni n ;

(v) i sottospazi ∨{xn} e ∨{eiϑnun} generati dalle due famiglie {xn} e {eiϑnun}
sono coincidenti.

Dimostrazione. Cerchiamo l’elemento u1 che soddisfi le condizioni (i), (ii) e
(iii). Dovrà essere

‖u1‖ = 1 , u1 = α11x1 , x1 = β11u1 .

Perciò
α11 = 1/β11 e 1 = 〈u1|u1〉 = |α11|2 〈x1|x1〉

da cui segue che α11 deve soddisfare la equazione:

|α11| =
1

‖x1‖ .

Se prendiamo α11 = 1/‖x1‖ é chiaro che questa scelta é determinata uni-
camente dalla relazione precedente se si prescinde da fattori moltiplicativi di
modulo uno. Pertanto, l’elemento cercato é

u1 =
x1

‖x1‖ .

Procediamo ora per induzione supponendo di aver costruito tutti gli elementi
{u1, u2, . . . , uk−1} in modo da verificare le condizioni (i), (ii) e (iii). Conside-
riamo il sistema avente come incognite il vettore hk ∈ S e i (k− 1) scalari βkj ,
per j = 1, 2, . . . , k − 1:

{
xk = βk1u1 + βk2u2 + . . . + βk,k−1uk−1 + hk (1)
〈uj |hk〉 = 0 per j = 1, 2, . . . , k − 1 (2)

Gli scalari βkj , eventualmente tutti nulli, sono univocamente determinati
dalla (1) e dalla (2) in quanto

0 = 〈uj |hk〉 =
〈
uj

∣∣∣ xk −
k−1∑

i=1

βkiui

〉
= 〈uj |xk〉 − βkj
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e perciò dovrà essere

(3) βkj = 〈uj |xk〉 , per j = 1, 2, . . . , k − 1

Se tutti gli scalari βkj sono nulli, allora hk = xk 6= 0 in quanto {xn} é
una famiglia libera. Se almeno uno dei βkj 6= 0 allora deve essere hk 6= 0 in
quanto, altrimenti, per la (ii) risulterebbe che xk é una combinazione lineare dei
precedenti vettori {x1, x2, . . . , xk−1} contro l’ipotesi che {xn} é una famiglia
libera.

In ogni caso hk 6= 0 e perciò ‖hk‖ 6= 0 e sarà lecito porre

(4) uk =
hk

‖hk‖ .

Ovviamente ‖uk‖ = 1 e dalla (2) si ha che {u1, u2, . . . , uk−1, uk} é un
sistema ortonormale. Inoltre dalla (1) ricaviamo che

(5) uk =
1

‖hk‖ ( xk − βk,1u1 − βk,2u2 − . . . − βk,k−1uk−1 )

(6) xk = βk,1u1 + βk,2u2 + . . . + βk,k−1uk−1 + ‖hk‖uk .

Dall’ipotesi che {u1, u2, . . . , uk−1} soddisfano la (ii) segue, dalla (5), che
pure uk soddisfa la (ii) con

αkk =
1

‖hk‖ 6= 0 .

D’altra parte, la (6) permette di affermare che la (iii) é soddisfatta per xk con

βkk = ‖hk‖ 6= 0 .

In questo modo, tenendo presente le (1), (3) e (4), siamo in grado di costruire
induttivamente la famiglia ortonormale {un} partendo dalla famiglia libera {xn}
per mezzo del seguente procedimento:

h1 = x1 u1 =
x1

‖x1‖ =
h1

‖h1‖
h2 = x2 − 〈u1|x2〉 u1 u2 =

h2

‖h2‖
...

...

hk = xk −
k−1∑

j=1

〈uj |xk〉 uj uk =
hk

‖hk‖
...

...

La famiglia {un} cos̀ı ottenuta soddisfa le condizioni (i), (ii) e (iii). Inoltre, dalle
(ii) e (iii) segue che Sp{xn} = Sp{un} da cui otteniamo che ∨{xn} = ∨{un}.
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Si può osservare che ad ogni stadio di questo procedimento costruttivo l’unica
ambiguità sta nel fatto che la scelta di hk é determinata a meno di un fattore
moltiplicativo di norma uno. Infatti, se al posto di {u1, . . . , uk−1} avessimo
preso il vettore

ûj = eiϑj uj per j = 1, 2, . . . , k

avremmo avuto il corrispondente vettore

ĥk = xk −
k−1∑

j=1

〈ûj |x〉 ûj = hk

ossia, il procedimento costruttivo non ne avrebbe risentito e, dalla proposizione
1, ne avremmo ricavato che {ûn} é ancora un sistema ortonormale il quale
soddisfa ovviamente le condizioni (i),(ii),(iii) e (iv).

Supponiamo infine che {ûn} sia un altro sistema ortonormale avente la
medesima cardinalità di {un} e soddisfacente a sua volta le condizioni (i)-(iii).
Se {ûn} soddisfa la (ii), ogni ûn é combinazione lineare di {x1, x2, . . . , xk}, men-
tre per la (iii), ora dimostrata, ogni xi, (i = 1, 2, . . . , k), é combinazione lineare
di {u1, u2, . . . , ui} concludendo che

(7) ûk =
k∑

l=1

αklul .

Siccome {un} soddisfa la (ii) avremo che ogni ul é combinazione lineare di
{x1, x2, . . . , xl} mentre dal fatto che per ipotesi {ûn} soddisfa la (iii) segue che
ogni xj , (j = 1, 2, . . . , l), é combinazione lineare di {û1, û2, . . . , ûj} concludendo
che

(8) ul =
l∑

j=1

βlj ûj (l = 1, 2, . . . , k) .

Dalla (7) segue che

(9) 〈ûk|uh〉 =
k∑

l=1

αkl 〈ul|uh〉 = αkh (h = 1, 2, . . . , k)

mentre dalla (8) abbiamo

〈ûk|ûh〉 =
〈
ûk

∣∣∣
h∑

j=1

βhj ûj

〉
=

=
h∑

j=1

βkj 〈ûk|ûj〉 = 0 per h = 1, 2, . . . , k − 1

(10)

Dalle (9) e (10) segue αkh = 0 per h = 1, 2, . . . , k− 1 e, quindi, sotto queste
condizioni la (7) si riconduce a

(11) û = αkkuk qualunque sia k .

Rimane da verificare che αkk 6= 0. In effetti, essendo per la (i) ‖ûk‖ = ‖uk‖,
per qualunque k, dalla precedente relazione (11) otteniamo |αkk| = 1.
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Infine, se ûn = eiϑnun allora ogni elemento
∑

αnûn ∈ Sp({ûn}) sarà anche
un elemento

∑
αnûn =

∑(
αneiϑn

)
un ∈ Sp({un}); viceversa, ogni elemento∑

βnun ∈ Sp({un}) sarà anche un elemento
∑(

βne−iϑn
)
ûn ∈ Sp({ûn}). Da

Sp({un}) = Sp({ûn}) = Sp({xn}) segue la (v). ¤

Esercizio 3.4.3 Nello spazio C3 si applichi il procedimento di Gram-Schmidt
alla terna di vettori

x1 = (1, 1, 0) x2 = (2, −1, 0) x3 = (0, 1, 1) .

Teorema 3.4.4 Sia S uno spazio con prodotto interno, allora:

(i) S é separabile sse esiste in S un SONC finito o infinito numerabile.

(ii) S ha dimensione lineare finita sse esiste in S un SONC finito.

Dimostrazione. (i) Se S é separabile, esiste in S un sottoinsieme {xn} denso
in S e al più infinito numerabile. Da {xn} si estrae un sottoinsieme {xnk

} cos-
tituente una famiglia libera esaminando successivamente gli elementi
x1, x2, . . . , xn, . . . e selezionando ad ogni stadio quelli che sono linearmente
indipendenti da quelli selezionati negli stadi precedenti. Chiaramente ogni vet-
tore xn é combinazione lineare finita di alcuni vettori della famiglia estratta
{xnk

}, perciò
Sp {xn } = Sp {xnk

}
da cui segue che anche

∨{xnk
} = ∨{xn }

ma quest’ultimo é uguale a S, essendo {xn} denso in S. Applicando il pro-
cedimento di Gram-Schmidt alla famiglia libera {xnk

} si ottiene un sistema
ortonormale finito o infinito numerabile x tale che

Sp {unk
} = Sp {xnk

}

e quindi tale che
∨{unk

} = ∨{xnk
} = S .

Allora dalla (i) teorema 3.3.4 sezione 3.3 segue che {unk
} é un sistema ortonor-

male completo finito o infinito numerabile.
Viceversa, sia {un} un SONC in S finito o infinito numerabile. Sappiamo che

l’insieme Spr({un}) di tutte le combinazioni lineari fatte con elementi di {un}
tramite coefficienti complessi a parte reale e a parte immaginaria razionale é
denso in S ed é infinito numerabile e quindi S é separabile.

(ii) Se S ha dimensione lineare finita, diciamo n, un SONC in S, essendo
una famiglia libera, non può contenere più di n elementi.

Viceversa se {uj} é un SONC in S finito, questo SONC é tale che Sp{uj} =
S ed é in più una famiglia libera, quindi {uj} é una base lineare per S contenente
un numero finito di elementi. ¤

Osservazione 3.4.5 La dimostrazione ora fatta dell’esistenza di al-
meno un SONC per ogni spazio con prodotto interno separabile si ot-
tiene per mezzo di un procedimento costruttivo basato sul procedimento
di Gram-Schmidt. Precedentemente abbiamo dato esempi di spazi con
prodotto interno non separabili per i quali non esistono SONC.
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Nel caso degli spazi di Hilbert, anche non separabili, si può dimostrare,
utilizzando l’assioma della scelta ma senza dare un procedimento costrut-
tivo, l’esistenza di almeno un SONC. Perciò soltanto nel caso di spazi
con prodotto interno non separabili e non completi, non si é in grado di
assicurare l’esistenza di almeno un SONC.

Il viceversa del punto (ii) del precedente teorema può assumere la seguente
forma:

Corollario 3.4.6 In uno spazio con prodotto interno S di dimensione finita
ogni SONC é una base lineare di S.

Vediamo ora il seguente

Corollario 3.4.7 In uno spazio con prodotto interno separabile S tutti i SONC
hanno la stessa cardinalità. Precisamente si ha che:

(i) Se S ha dimensione lineare finita n, tutti i SONC hanno n elementi e sono
basi lineari di S.

(ii) Se S ha dimensione lineare infinita, tutti i SONC sono infinito numerabile.

Dimostrazione. Se S ha dimensione lineare finita la tesi segue dal fatto che
tutti i SONC sono delle basi. Se S ha dimensione lineare non finita, la (ii) del
teorema 3.4.4 assicura che ogni SONC in S é infinito perché se ve ne fosse uno
finito, S avrebbe dimensione lineare finita. D’altra parte la proposizione 3.2.7
pag. 42 assicura che in questo caso i SONC in S sono infinito numerabile. ¤

Osservazione 3.4.8 La cardinalità comune a tutti i SONC di uno
spazio con prodotto interno separabile é la dimensione ortogonale dello
spazio secondo quanto visto nella definizione 3.3.14 sezione 3.3.

In uno spazio con prodotto interno S separabile non bisogna confondere il
concetto di dimensione come cardinalità comune a tutte le basi lineari di S
(dimensione “lineare”) con quello di dimensione come cardinalità comune
di tutti i SONC di S (dimensione “ortogonale”). Come abbiamo visto, se
la dimensione ortogonale di S é finita anche quella lineare é finita e uguale
alla prima; in questo caso quindi non c’é distinzione tra dimensione lineare
e dimensione ortogonale.

Esempio 3.4.9 Nello spazio con prodotto interno l2 la base canonica {en} é una
base ortonormale che non é una base lineare.

Nello spazio con prodotto interno d2 la base canonica é sia una base lineare che una
base ortonormale. Pertanto d2(C) ha dimensione lineare coincidente alla dimensione
ortogonale, essendo entrambe ℵ0. ¥





Capitolo 4

SONC in spazi di Hilbert

4.1 Sonc in spazi di Hilbert

Le considerazioni svolte sino ad ora e relative ai sistemi ortonormali completi
riguardano spazi con prodotto interno, sia che essi siano completi sia che non
lo siano. Vogliamo adesso analizzare le analoghe proprietà riguardanti gli spazi
di Hilbert, separabili o non. Ricordiamo che da quanto visto nell’osservazione
3.4.5 a pag. 56, gli spazi che presentano un comportamento anomalo per ciò che
riguarda i SONC sono quelli non completi e non separabili in quanto, per essi,
potrebbero non esistere SONC.

Teorema 4.1.1 Fisher-Riesz Sia H uno spazio di Hilbert, {un : n ∈ N } un
suo sistema ortonormale infinito numerabile e {αn} una generica successione
di numeri complessi, allora:

la serie
∑

αnun é convergente in H sse la serie
∑ |αn|2 é conver-

gente in R.

Nel caso la serie precedente sia convergente, indicata con x̂ la somma della serie,
ossia x̂ =

∑
αnun, si ha che

αn = 〈un|x〉 e ‖x̂‖2 =
∑

|αn|2

Dimostrazione. Posto

sn =
n∑

i=1

αiui ∈ H e δn =
n∑

i=1

|αi|2

avremo che

‖sn − sm‖2 = ‖
n∑

i=m+1

αiui‖2 =
n∑

i=m+1

|αi|2 = |δn − δm|

per ogni m e ogni n > m. Pertanto la successione {sn} é di Cauchy sse é di
Cauchy la successione {δn}. Tenendo conto della completezza di H e di R la
prima parte dell’asserto é dimostrata.
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Posto x̂ =
∑

αnun avremo che

〈un|x̂〉 =
〈
un

∣∣∣
∑

n

αnun

〉
=

∑
n

αn 〈um|un〉 = αm

Infine da

‖x̂ −
n∑

i=1

〈ui|x〉 ui‖2 =
〈
x̂ −

n∑

i=1

〈ui|x〉 ui

∣∣∣ x̂ −
n∑

j=1

〈uj |x〉 uj

〉
=

= ‖x̂‖2 −
n∑

i=1

|αi|2

segue che ‖x̂‖ =
∑ |αn|2. ¤

Corollario 4.1.2 Se H é uno spazio di Hilbert separabile e {un} un SONC
allora

H =

{ ∞∑
n=1

αnun : αk ∈ C,

∞∑
n=1

|αk|2 < ∞
}

Dimostrazione. Per il teorema precedente, se {αn} é una successione di nu-
meri complessi tale che

∑ |αn|2 < ∞ allora la serie
∑

αnun ∈ H. Viceversa, se
x ∈ H allora x =

∑ 〈un|x〉un con
∑ |αn|2 = ‖x‖. ¤

Corollario 4.1.3 Sia {uα : α ∈ A} un sistema ortonormale in uno spazio di
Hilbert H; qualunque sia l’elemento x di H valgono le proprietà:

(i) la serie
∑
α

〈uα|x〉 uα é convergente in H.

(ii) indicato con x̂ =
∑
α

〈uα|x〉 uα la somma della serie, si ha che

(x − x̂) ∈ (∨{uα})⊥ e 〈uα|x〉 = 〈uα|x̂〉 , ∀α

Dimostrazione. Fissato un generico x ∈ H, consideriamo i suoi coefficienti di
Fourier 〈uα|x〉 e costruiamo l’espressione

∑
α

〈uα|x〉 uα

Per la (i) teorema 3.2.5 sezione 3.2 l’espressione precedente o é una somma
finita o é una serie. Nel primo caso non c’é alcun problema di convergenza in H,
mentre nel secondo caso la diseguaglianza di Bessel, (ii) teorema 3.2.5 sezione
3.2, assicura che ∑

α

| 〈uα|x〉 |2 ≤ ‖x‖2 < +∞

e quindi il teorema 4.1.1 ci permette di affermare che
∑
α

〈uα|x〉 uα
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é convergente in H. In ogni caso, qualunque sia l’elemento x ∈ H, l’espressione
∑
α

〈uα|x〉 uα

individua un elemento x̂ ∈ H, tale che

〈uα|x̂〉 = 〈uα|x〉
secondo i risultati del teorema di Fisher-Riesz.

Verifichiamo ora che (x − x̂) ∈ (∨{uα})⊥. In primo luogo si osservi che

〈uα|x− x̂〉 = 〈uα|x〉 − 〈uα|x̂〉 = 0

per ogni α ∈ A. Da questo risultato segue che x − x̂ é ortogonale ad ogni
combinazione lineare di elementi appartenenti a Sp{uα}, ossia a ogni xn ∈
Sp{uα}. Infine sappiamo che x̂ ∈ Sp{uα} sse esiste una successione {xn} di
elementi appartenenti a Sp{uα} convergente a x̂, ossia tale che lim xn = x̂. Ma
per quanto abbiamo appena visto 〈xn|x− x̂〉 = 0 e perciò lim 〈xn|x− x̂〉 = 0,
ma da questa segue che

〈lim xn|x− x̂〉 = 0

ossia che 〈x̂|x− x̂〉 = 0, per ogni x̂ ∈ ∨({uα}). ¤

Corollario 4.1.4 Abbiamo pertanto ottenuto un risultato che differenzia gli
spazi completi da quelli che non possiedono questa proprietà. Ossia

negli spazi di Hilbert, se {uα : α ∈ A} é un sistema ortonormale,
per ogni x ∈ H lo sviluppo in serie di Fourier

∑ 〈uα|x〉 uα di x
rispetto al SON é ben posto ed é convergente in H.

Come si é già osservato, ciò non é vero in generale in spazi non completi.
Sempre nel caso degli spazi non completi abbiamo visto che le quattro proprietà
del teorema 3.3.4 sezione 3.3 sono fra loro equivalenti e vengono assunte come
proprietà che definiscono i SONC. Da queste proprietà si deducono quindi la (i)
della proposizione 3.3.9 pag. 50), la quale, a sua volta, é equivalente alla (ii)
della proposizione 3.3.9 pag. 50).

Verifichiamo ora che nel caso degli spazi di Hilbert dalla (ii) della propo-
sizione 3.3.9 pag. 50), ossia dalla condizione

(4.1) 〈uα|x〉 = 0 per ogni α ∈ A implica x = 0

si deduce che {uα : α ∈ A} é un SONC.
Infatti, poiché H é completo avremo che

∑ 〈uα|x〉 uα é convergente in H,
valendo inoltre (vedi (ii) corollario 4.1.3) che

〈
uα

∣∣∣ x−
∑

〈uj |x〉 uj

〉
= 0 per ogni α ∈ A

Ma dalla (4.1) segue che x − ∑ 〈uα|x〉 uα = 0 e cioé che

x =
∑

〈uα|x〉 uα

Abbiamo cos̀ı dimostrato il seguente teorema:
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Teorema 4.1.5 Sia H uno spazio di Hilbert e {uα : α ∈ A} un sistema
ortonormale in H. Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

(i) {uα : α ∈ A} non é un sottoinsieme proprio di alcun altro sistema
ortonormale in H.

(ii) 〈uα|x〉 = 0, per ogni α ∈ A implica x = 0.

(iii) ∨{uα} = H

(iv) per ogni x ∈ H si ha che x =
∑ 〈uα|x〉 uα

(v) Per ogni coppia x, y di elementi di H si ha

〈x|y〉 =
∑

〈x|uα〉 〈uα|y〉

(vi) per ogni x ∈ H si ha

‖x‖2 =
∑

| 〈uα|x〉 |2

Osservazione 4.1.6 Si dovrebbe osservare che la dimostrazione dell’equi-
valenza delle proposizioni (iii), (iv), (v) e (vi) é stata fatta nel teorema
3.3.4 sezione 3.3 sotto la condizione di separabilità dello spazio. Ques-
ta condizione in effetti non é essenziale e l’equivalenza delle precedenti
proposizioni si può dimostrare senza la condizione restrittiva di separa-
bilità.

Tramite l’assioma della scelta si dimostra che in ogni spazio di Hilbert es-
iste almeno un SONC. Inoltre, anche per gli spazi di Hilbert, indipendente-
mente dalla separabilità, si può dimostrare che tutti i SONC hanno la medesima
cardinalità potendo quindi dire che

la cardinalità comune a tutti i SONC di uno spazio di Hilbert si
chiama dimensione ortogonale dello spazio.

Potremo perciò suddividere la classe degli spazi di Hilbert in tre sottoclassi:

(1) La sottoclasse degli spazi di Hilbert di dimensione finita: tutti gli spazi
di questa classe sono separabili e hanno dimensione lineare coincidente con
quella ortogonale.

(2) La sottoclasse degli spazi di Hilbert di dimensione infinito numerabile: tutti
gli spazi di questa sottoclasse sono separabili.

(3) La sottoclasse degli spazi di Hilbert di dimensione superiore alla infinità
numerabile: tutti gli spazi di questa sottoclasse sono non separabili.
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4.2 Sonc in coppie spazio pre Hilbert-spazio di
Hilbert

In questo paragrafo dimostreremo un risultato che sarà particolarmente utile
nel seguito.

Sia (S, H) una coppia costituita da uno spazio di Hilbert H e da una varietà
lineare S di H densa in H e il cui prodotto interno é la restrizione del prodotto
interno definito in H.

Sotto queste condizioni, ovviamente, se {uα} é un SONC in H i cui elementi
sono tutti vettori di S allora {uα} é un SONC per lo spazio S. Viceversa
dimostreremo ora che

Teorema 4.2.1 Ogni SONC in S é anche SONC in H.

Dimostrazione. Infatti, supposto che {uα} sia un SONC in S, scelto un qual-
siasi vettore x ∈ H per la (i) corollario 4.1.3 possiamo costruire il vettore di
H,

x̂ =
∑

〈uα|x〉 uα

Consideriamo il vettore x − x̂ dalla (ii) del corollario 4.1.3, sappiamo che

(4.2) (x − x̂) ∈ Sp( {uα} )

Ovviamente Sp({uα}) ⊆ S e preso un generico vettore y ∈ S, essendo {uα}
un SONC di S, avremo che

y =
∑

〈uα|y〉 uα

da cui segue che
y ∈ Sp( {uα} )

in quanto esiste la successione delle somme parziali

{
sk =

k∑
1

〈uα|y〉 uα : k ∈ N
}

contenuta in Sp({uα}) e convergente a y.
Pertanto abbiamo dimostrato che S ⊆ Sp({uα}) e quindi sarà

S = Sp( {uα} ) = H

Grazie a questo risultato abbiamo che (x − x̂) ∈ H⊥ e ciò implica che

x = x̂ =
∑

〈uα|x〉 uα

ovvero la tesi. ¤
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4.3 Sonc nello spazio di Hilbert R2

Nel caso dello spazio di Hilbert reale R2 si possono caratterizzare tutti i sonc in
due classi, secondo quanto dimostrato nella seguente proposizione.

Proposizione 4.3.1 Ogni base ortonormale in R2 può essere scritta in una
delle seguenti due forme alternative per un qualche angolo ϕ:

{ (cos ϕ, sin ϕ), (− sin ϕ, cosϕ) }
{ (cos ϕ, sin ϕ), ( sin ϕ, − cos ϕ) }

Dimostrazione. Supponiamo che {u, v} sia un qualsiasi SONC in R2. Posto
u = (α, β) avremo che

1 = ‖u‖2 = α2 + β2

da cui si ottiene che
|α| ≤ 1 con α ∈ R

Pertanto, esisterà un unico angolo ϑ ∈ [0, π] tale che α = cos ϑ e ciò implica
che

β2 = 1 − cos2 ϑ = sin2 ϑ

da cui segue β = ± sin ϑ. Poiché

± sinϑ = sin(±ϑ)
cosϑ = cos(±ϑ)

esisterà un angolo ϕ tale che α = cos ϕ, β = sin ϕ e quindi

u = (cos ϕ, sin ϕ)

Analogamente, procedendo per v, esisterà un angolo ψ tale che

v = (cos ψ, sin ψ)

Ora, da
0 = 〈u, v| 〉 = cos ϕ cosψ + sin ϕ sin ψ = cos(ψ − ϕ)

seguirà che

ψ − ϕ =
π

2
+ kπ =

(
2k + 1

2

)
π

da cui

cosψ = cos
(

ϕ +
2k + 1

2
π

)
= ± (− sin ϕ)

sin ψ = sin
(

ϕ +
2k + 1

2
π

)
= ± (cos ϕ)

¤
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4.4 Integrale diretto di spazi di Hilbert

In analogia con quanto visto nell’esempio 2.2.11 sezione 2.2 pag. 33, in ques-
ta sezione daremo alcune importanti generalizzazioni dello spazio di Hilbert
L2(I, C). In primo luogo facciamo osservare che una funzione f : I → C é un
vettore dello spazio L2(I, C) sse sono soddisfatte le condizioni:

(i) per ogni numero α ∈ C la funzione

I 7→ C, x → 〈f(x)|α〉C
é misurabile secondo Lebesgue.

(ii)
∫

I
‖f(x)‖2C dx < +∞.

Di queste due condizioni la (i) può sembrare curiosa, però essa é equivalente a
richiedere che la f sia una funzione misurabile. Infatti, se f é misurabile anche

αf : I 7→ C, x 7→ (αf)(x) = αf(x) = 〈f(x)|α〉C
é misurabile per ogni α ∈ C e se αf é misurabile per ogni α ∈ C, preso in
particolare α = 1 avremo che anche f é misurabile.

L’usuale prodotto interno su L2(I, C) e la corrispondente norma si possono
anche scrivere nella forma:

〈f |g〉 =
∫

I

〈f(x)|g(x)〉C dx(4.3)

‖f‖ =

√ ∫

I

‖f(x)‖2C dx(4.4)

Considerato ora uno spazio di Hilbert qualsiasi H possiamo introdurre l’in-
sieme L2(I, H) costituito da tutte le funzioni a valori vettoriali f : I 7→ H
soddisfacenti le condizioni:

(i–a) per ogni vettore h ∈ H la funzione

I 7→ C, x → 〈f(x)|h〉H
é misurabile. In questo caso diremo che la funzione a valori vettoriali f é
misurabile.

(ii–a) ∫

I

‖f(x)‖2H dx < +∞

Le operazioni di somma di vettori e di moltiplicazione di un vettore per uno
scalare sono definite su L2(I, H) attraverso le formule:

(f + g)(x) := f(x) + g(x)
(αf)(x) := αf(x)

Facciamo osservare che se f e g sono due funzioni a valori vettoriali e { en } é
un sonc fissato in H, dalla uguaglianza

〈f(x)|g(x)〉H =
∑

n

〈f(x)|en〉H 〈en|g(x)〉H
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segue che pure la funzione I 7→ C, x → 〈f(x)|g(x)〉H é misurabile. Inoltre
dalla diseguaglianza

2 | 〈f(x)|g(x)〉H | ≤ ‖f(x)‖2H + ‖g(x)‖2H
e dalla (ii-a) segue che l’integrale della precedente funzione misurabile

∫

I

〈f(x)|g(x)〉H dx

esiste finito. In conclusione ha senso introdurre su L2(I, H) il prodotto interno

(1-a) 〈f |g〉 =
∫

I

〈f(x)|g(x)〉H dx

da cui si induce la norma

(2-a) ‖f‖ =

√ ∫

I

‖f(x)‖2H dx

La verifica che la (1-a) definisce un prodotto interno per L2(I, H) é imme-
diata. In particolare, la completezza di L2(I, H) si dimostra con argomenti
analoghi a quelli usati per dimostrare la completezza di L2(I, C).

Lo spazio di Hilbert ora introdotto é quindi l’insieme

L2(I, H) = {f : I 7→ H | valgono (i-a), (ii-a)}

4.4.1 Esempio: Caso particolare I = R3 e H = Cn

In questo caso avremo lo spazio di Hilbert L2(R3, Cn) costituito da tutte le
funzioni

f : R3 7→ Cn, x → f(x) = (f1(x), . . . , fn(x) )

con fi : R3 7→ C per i = 1, 2, . . . , n soddisfacenti le condizioni:

(i–a) per ogni vettore h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ Cn la funzione R 7→ C definita
da

x → 〈f(x)|h〉Cn =
n∑

i=1

fi(x)hi

é misurabile.

(ii–a)
∫
R3 ‖f(x)‖ 2

Cn dx =
∑n

i=1

∫
R3 |fi(x)|2 dx < +∞

Risulta immediato verificare che le condizioni (i–a) e (ii–a) sono equivalenti
all’unica condizione

(a) fi ∈ L2(R3, C) per ogni i = 1, 2, . . . , n

Il prodotto interno in L2(R3, Cn) é definito da

(1) 〈f |g〉 =
n∑

i=1

∫

R3
f igi

con associata la norma

(2) ‖f‖ =

√√√√
n∑

i=1

∫

R3
|fi|2
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Osservazione 4.4.1 Dal confronto delle (a), (1) e (2) del presente es-
empio di costruzione dello spazio di Hilbert L2(Rk,Cn) colle (a), (1) e (2)
dell’esempio 2.2.11 sezione 2.2 relativo allo spazio di Hilbert

∑n⊕L2(Rk,C),
ti accorgerai che abbiamo a che fare collo stesso spazio di Hilbert in
entrambi i casi:

n∑⊕
L2(Rk,C) = L2(Rk,Cn)





Capitolo 5

SONC in spazi funzionali

5.1 Sistemi ortonormali completi polinominali
in L2 [ a, b ]

In quel che segue, tranne esplicita menzione, [ a, b ] denoterà un intervallo com-
patto in R.

Proposizione 5.1.1 La famiglia

{xn(t) := tn : t ∈ [ a, b ], n = 0, 1, . . . }

é una famiglia libera di vettori in L2[ a, b ].

Dimostrazione. Consideriamo
n∑

j=0

λjxj = 0, ove 0 é il vettore nullo di L2[ a, b ].

Allora dovrà essere
n∑

j=0

λjt
j = 0, q.o. in [ a, b ],

ovvero, scritto per esteso,

λ0 + λ1t + . . . + λntn = 0, q.o. in [ a, b ]

Ma questi é un polinomio in t di grado n il quale, nel caso in cui non sia q.o.
nullo, ammette al più n valori in [ a, b ] che lo annullano. Pertanto la relazione∑

λjt
j = 0, q.o. in [a, b], é vera sse

λ0 = λ1 = . . . = λn = 0

Dal teorema 3.4.2 sappiamo che il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt (G.S.) permette di costruire, a partire dalla famiglia libera {tn} ⊆
L2[a, b] una famiglia di vettori

{Pn(t) : t ∈ [ a, b ] , n = 0, 1, 2, . . . } ⊆ L2[a, b]

tale che:

(i) {Pn } é un son;
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(ii) Pn(t) =
n∑

j=0

αnj tj , con αn n 6= 0

(iii) tn =
n∑

i=0

βni P i(t), con βn n 6= 0

e tale famiglia {Pn(t) } é determinata da queste tre proprietà in maniera uni-
voca, a meno di fattori di fase di modulo 1. Si osservi che dalla (ii) segue che
Pn(t) é un polinomio di grado n. ¤

Teorema 5.1.2 Il son polinomiale in L2[ a, b ] (unico a meno di fattori di
fase) {Pn(t) } ottenuto tramite il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt a partire dalla famiglia libera {xn(t) := tn } é completo.

Dimostrazione. Poiché [ a, b ] é compatto, sappiamo che

C[ a, b ]
(2)

= L2[ a, b ] (1)

Inoltre, dal teorema di approssimazione di Weierstrass si ricava che:

∀f ∈ C[ a, b ], ∃ { pk } ⊆ P [ a, b ] t.c. lim ‖pn − f‖∞ = 0 (2)

Sappiamo pure che su C[ a, b ], la convergenza uniforme implica la convergenza
in media quadratica, e dunque da (2) otteniamo:

∀f ∈ C[ a, b ], ∃ { pk } ⊆ P [ a, b ] t.c. lim ‖pn − f‖2 = 0 (3)

e questa equivale a dire che:

C[ a, b ] ⊆ P[ a, b ]
(2)

(4)

la quale, unita alla (1), ci dà:

P[ a, b ]
(2)

= L2[ a, b ] (5)

Tenendo allora presente che Sp{tn} = P[ a, b ], e ricordando che i Pn(t) ottenuti
con il procedimento di ortonormalizzazione di G.S. soddisfano a:

∨{tn} = ∨{Pn(t) }
dalla (5) ricaviamo immediatamente

∨{Pn(t) } = L2[ a, b ]

che é equivalente a dire che il son {Pn(t) } é in effetti un sonc. ¤

Esempio 5.1.3 In L2 [−1, 1] i primi tre elementi ottenuti direttamente usando il
procedimento di ortonormalizzazione di G.S. a partire dalla famiglia libera {xn(t) =
tn} sono i seguenti

P 0(t) =
1√
2

P 1(t) =

√
3

2
t

P 2(t) =

√
5

2

(
3

2
t2 − 1

2

)

¥
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5.2 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendre sono i polinomi che costituiscono il sonc analizzato nel
paragrafo precedente, nel caso particolare in cui l’intervallo compatto in esame
é [−1, 1].

Proposizione 5.2.1 In L2 [−1, 1] il sonc polinomiale ottenuto secondo il pro-
cedimento del teorema precedente é espresso, a meno di fattori di fase unitari,
dalla formula:

(5.1) Pn(t) =
(

2n + 1
2

)1/2 1
2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n

La relazione
Pn(t) =

1
2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n

si chiama formula di Rodrigues e si può porre sotto la forma alternativa:

(5.2) Pn(t) =
1

2nn!

n∑

m≥p

(−1)n−m

(
n

m

)
2m!

(2m− n)!
t2m−n

ove

p =
{

n
2 per n pari

n+1
2 per n dispari

Il polinomio (5.2), che é un polinomio di grado n, é chiamato polinomio di
Legendre.

Dimostrazione. Il son del procedimento di ortonormalizzazione di G.S. é de-
terminato univocamente, a meno di fattori di fase arbirari, dalle condizioni
(i)-(iii). Pertanto, se le funzioni (5.1) soddisfano queste tre condizioni esse, a
meno di fattori di fase unitari, costituiscono il sonc cercato. Procediamo allora

nella dimostrazione che le (5.1) soddisfano la (i). A questo scopo, consideriamo

Rn(t) :=
dn

dtn
(t2 − 1)n

che, a meno di un fattore costante, coincide con Pn(t). In primo luogo comin-
ciamo col verificare che {Rn(t) }n é un sistema ortogonale.

Sia n 6= m. Possiamo supporre n > m. Allora:
∫ 1

−1

Rn(t)Rm(t)dt =
∫ 1

−1

dn

dtn
(t2 − 1)n dm

dtm
(t2 − 1)m dt

(integrando per parti)

=
dn−1

dtn−1
(t2 − 1)n dm

dtm
(t2 − 1)m

∣∣∣∣
1

−1

−
∫ 1

−1

dn−1

dtn−1
(t2 − 1)n dm+1

dtm+1
(t2 − 1)m dt
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Ora, poiché
dn−1

dtn−1
(t2 − 1)n = (t2 − 1) [ . . . ], risulterà

∫ 1

−1

Rn(t)Rm(t)dt = −
∫ 1

−1

dn−1

dtn−1
(t2 − 1)n dm+1

dtm+1
(t2 − 1)mdt

Procedendo in tal modo n volte, otteniamo
∫ 1

−1

Rn(t) Rm(t)dt = (−1)n

∫ 1

−1

(t2 − 1)n dm+n

dtm+n
(t2 − 1)m dt

Ora, essendo n > m, sarà n + m > 2m, e perciò
dm+n

dtm+n
(t2 − 1)m = 0 cosicché

∫ 1

−1

Rn(t)Rm(t)dt = 0 per n 6= m

Ne segue immediatamente che
∫ 1

−1

Pn(t)Pm(t)dt = 0 per n 6= m

Andiamo ora a verificare che ogni Pn ha norma unitaria
∫ 1

−1

(Pn(t))2 dt =
2n + 1

2n+1 · (n!)2

∫ 1

−1

dn

dtn
(t2 − 1)n dn

dtn
(t2 − 1)n dt

procedendo come prima con Rn(t)

=
(2n + 1)(−1)n

22n+1 · (n!)2

∫ 1

−1

(t2 − 1)n d2n

dt2n
(t2 − 1)n dt

Ma

(t2 − 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−kt2k

e perciò:

d2n

dt2n
(t2 − 1)n =

d2n

dt2n

(
(−1)n + (−1)n−1nt2 + (−1)n−2

(
n

2

)
t4

+ . . . +
(

n

n− 1

)
(−1) t2n−2 + t2n

)
= (2n)!

Ne segue: ∫ 1

−1

(Pn(t))2dt =
(2n + 1)!(−1)n

22n+1(n!)2

∫ 1

−1

(t2 − 1)ndt

Posto t = sin ϑ, avremo che:
∫ 1

−1

(t2 − 1)ndt =
∫ π/2

−π/2

− cos2n ϑ cos ϑdϑ

= −
∫ π/2

−π/2

cos2n+1 ϑdϑ =
2n+1(n!)2

(2n + 1)!(−1)n
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Per cui ∫ 1

−1

(Pn(t))2dt = 1

Abbiamo cos̀ı dimostrato che {Pn} soddisfa la (i). Verifichiamo ora che esso
soddisfa la (ii). Ricordiamo che:

dn

dtn
tp =

{
p!

(p−n)! t
p−n n ≤ p

0 n > p

Da cui si ottiene la

(1)
dn

dtn
t2m =

{
(2m)!

(2m−n)! t2m−n n ≤ 2m

0 n > 2m

Poiché

dn

dtn
(t2 − 1)n =

dn

dtn

[
n∑

m=0

(
n

m

)
(−1)n−mt2m

]
(2)

=
n∑
0

(
n

m

)
(−1)n−m dn

dtn
t2m

Possiamo considerare i due casi:

10 Caso: n pari. Allora la (1) implica in questo caso particolare

(3)
dn

dtn
(t2 − 1)n =

n∑

m= n
2

(
n

m

)
(−1)n−m (2m)!

(2m− n)!
t2m−n

20 Caso: n dispari. Ancora la (1) implica che:

(4)
dn

dtn
(t2 − 1)n =

n∑

m= n+1
2

(
n

m

)
(−1)n−m (2m)!

(2m− n)!
t2m−n

In entrambi i casi si ottiene un polinomio di grado n, e perciò Pn é un polinomio
di grado n: la (ii) é cos̀ı verificata. Si osservi che le (3) e (4) dimostrano la (5.2).

Diamo ora una traccia della verifica della (iii). Vogliamo in sostanza trovare,
per ogni n fissato, degli scalari bn0, bn1, . . . , bnn, con bnn 6= 0, in modo che sia

(5) tn = bn0P 0(t) + bn1P 1(t) + . . . + bnnPn(t)

Abbiamo prima dimostrato che ogni P k é un polinomio di grado k e dunque é
della forma:

(6) P k(t) = ak0 + ak1t + ak2t
2 + . . . + akktk

ove gli akj sono determinati dalla formula (2.1). (Per la semplice linea con-
cettuale della dimostrazione di (iii) non ci serve in questo momento trovare



74 CAPITOLO 5. SONC in spazi funzionali

l’effettivo valore degli akj , cosa che lasciamo per esercizio al lettore). Tramite
la (6), la (5) diviene:

tn = bn0a00 + bn1(a10 + a11t) + bn2(a20 + a21t + a22t
2)+

+ bn3(a30 + a31t + a32t
2 + a33t

3)
+ . . . + bnn(an0 + an1t + . . . + anntn)

ovvero

tn = (bn0a00 + bn1a10 + bn2a20 + . . . + bnnan0)
+ (bn1a11 + bn2a21 + bn3a31 + . . . + bn,n−1an−1,n + bnnan1) t

+ (bn2a22 + bn3a32 + . . . + bnnan2) t2

+ . . . +

+ (bn, n−1an−1, n−1 + bnnan, n−1) tn−1

+ bnnann tn

Ne segue, per il noto principio d’identità dei polinomi (due polinomi sono uguali
sse hanno gli stessi coefficienti), che deve essere:

bn0a00 + bn1a10 + bn2a20 + bn3a30

+ . . . + bn,n−1an−1,0 + bnnan0 = 0

bn1a11 + bn2a21 + bn3a31 + . . . + bn,n−1an−1,1 + bnnan1 = 0

bn2a22 + bn3a32 + . . . + bn,n−1an−1,2 + bnnan2 = 0
...

bn,n−1an−1,n−1 + bnnan,n−1 = 0

bnnann = 1

Risolvendo tale sistema, mettendo al posto degli akj i loro effettivi valori, si
determinano i coefficenti bn0 , . . . , bnn cercati. ¤

Esempio 5.2.2 I primi polinomi di Legendre calcolati secondo la (5.2) sono:

P0(t) = 1

P1(t) = t

P2(t) =

(
3

2

)
t2 −

(
1

2

)

P3(t) =

(
5

2

)
t3 −

(
3

2

)

P4(t) =

(
35

8

)
t4 −

(
15

4

)
t2 +

3

8

¥
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Proposizione 5.2.3 L’equazione differenziale di Legendre

(t2 − 1)y′′ + 2ty′ − λy = 0

ammmette come soluzione il polinomio di Legendre Pn(t) in corrispondenza del
valore

λ = n(n + 1)

Dimostrazione. Dall’identità

(t2 − 1)
d

dt
(t2 − 1)n = 2nt(t2 − 1)n

segue:

(1)
dn+1

dtn+1

[
(t2 − 1)

d

dt
(t2 − 1)n

]
− dn+1

dtn+1

[
2nt(t2 − 1)n

]
= 0

Ricordiamo che se f, g ∈ Cn, allora

dn

dtn
[ f · g ] =

n∑
m=0

(
n

m

)
dmf

dtm
· dn−mg

dtn−m

Ne segue:

dn+1

dtn+1

[
(t2 − 1)

d

dt
(t2 − 1)n

]
(2)

=
n+1∑
m=0

(
n + 1

m

)
dm

dtm
(t2 − 1)

dn+2−m

dtn+2−m
(t2 − 1)n

= (t2 − 1)
dn+2

dtn+2
(t2 − 1)n + 2t(n + 1)

dn+1

dtn+1
(t2 − 1)n

+ n(n + 1)
dn

dtn
(t2 − 1)n

Analogamente si ha:

(3)
dn+1

dtn+1

[
2nt(t2 − 1)n

]
=

n+1∑
m=0

(
n + 1

m

)
dm

dtm
(2nt)

dn+2−m

dtn+2−m
(t2 − 1)n

= 2nt
dn+1

dtn+1
(t2 + 1)n + 2n(n + 1)

dn

dtn
(t2 − 1)n

Sostituite le due relazioni (2) e (3) nella (1), si ricava

(4) (t2 − 1)
dn+2

dtn+2
(t2 − 1)n + 2t

dn+1

dtn+1
(t2 − 1)n − n(n + 1)

dn

dtn
(t2 − 1)n = 0

Ricordando che

Pn(t) =
1

2n · n!
dn

dtn
(t2 − 1)n
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si ricava

(t2 − 1)P
′′
n (t) + 2tP

′
n(t) − n(n + 1)Pn(t) =

=
1

2nn!

[
(t2 − 1)

dn+2

dtn+2
(t2 − 1)n + 2t

dn+1

dtn+1
(t2 − 1)n−

−n(n + 1)
dn

dtn
(t2 − 1)n

]
=

=(dalla (4)) = 0

¤

Osservazione 5.2.4 Introdotto l’operatore

L = (t2 − 1)
d2

dt2
+ 2t

d

dt

opportunamente definito in una varietà lineare DL di L2[−1, 1], avremo
che L è lineare e l’equazione differenziale di Legendre assume la forma di
una equazione agli autovalori:

Ly = λy, per y ∈ DL

Il polinomio di Legendre Pn(t) é pertanto un autovettore di L corrispon-
dente all’autovalore

λ = n(n + 1)

Si osservi che si può anche porre

L =
d

dt

[
(t2 − 1)

d

dt

]

5.3 Polinomi di Hermite

Se vogliamo estendere il ragionamento fatto nel paragrafo 2 a proposito del-
la famiglia libera di vettori {tn}, intesi come elementi dello spazio di Hilbert
L2(a, b), nella situazione più generale degli spazi di Hilbert L2(α, β), per es-
empio L2(−∞,∞) (oppure L2(0,∞) o L2(−∞, 0)), ci troviamo di fronte al
problema che le funzioni tn non appartengono a tali spazi. Una possibilità di
risolvere questa situazione consiste nel moltiplicare i vettori di tale famiglia per
una opportuna funzione peso w(t) in modo tale che la successione {w(t)tn} sia
costituita da funzioni appartenenti allo spazio di Hilbert in esame. Per esempio,
nel caso dello spazio di Hilbert L2(R) si assegna come funzione peso la funzione
w(t) = e−

1
2 t2 , ove il fattore 1

2 nell’esponente é preso per un semplice motivo di
convenienza formale. In questo paragrafo ci occuperemo appunto di questo caso
particolare.

Consideriamo allora in L2(R) la famiglia di funzioni

{ tn e−
1
2 t2 : n = 0, 1, . . .}

ottenuta moltiplicando ogni elemento della famiglia {tn} di C∞(R) per la fun-
zione peso w(t) = e−

1
2 t2 . Si ha il seguente
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Teorema 5.3.1 La famiglia { tn e−
1
2 t2 } é una famiglia linearmente indipen-

dente in L2(R).

Dimostrazione. Dimostriamo innanzi tutto che la famiglia appartiene a L2(R).
Dato che

lim
|t|7→∞

(tn e−
1
2 t2) = 0

le funzioni continue tn e−
1
2 tn

sono maggiorate da qualche costante βn > 0. Ne
segue che

∫ ∞

−∞
t2n e−t2 dt ≤ β2n

∫ ∞

−∞
e−

1
2 t2 dt = β2n

√
2π < ∞

ovvero tn e−
1
2 t2 ∈ L2(R). Inoltre, essendo e−

1
2 t2 6= 0, per ogni t ∈ R, avremo

che la condizione

n∑
0

αktk e−
1
2 t2 = e−

1
2 t2

(
n∑
0

αktk

)
= 0, ∀t ∈ R

é verificata sse α0 = . . . = αk = 0. Tramite il Processo di Ortonormalizzazione

di Gram-Schmidt é possibile ottenere una famiglia {un} di vettori di L2(R),
unica a meno di fattori di fase arbirari, tale che:

(i) {un} é un son

(ii) un(t) =
(∑n

j=0 anj tj
)

e−
1
2 t2 , con ann 6= 0

(iii) tn e−
1
2 t2 =

∑n
i=0 bni ui (t), con bnn 6= 0

¤

Osservazione 5.3.2 Si osservi che dalla (ii) si ha che gli elementi del
son sono della forma

un(t) = Hn(t)e−
1
2 t2

con Hn(t) polinomio di grado n.

Esercizio 5.3.3 Si trovino i primi due elementi del son costruito tramite il
procedimento di Gram-Schmidt a partire dalla famiglia libera { tn e−

1
2 t2 }:

Iniziamo col determinare il primo elemento. Avremo

q0 = e−
1
2 t2 da cui ‖q0‖2 =

∫ ∞

−∞
e−t2dt =

√
π

e, quindi,

u0 =
q0

‖q0‖ =
1

π
1
4
e−

1
2 t2

Per ciò che riguarda il secondo elemento, sappiamo che

q1 = te−
1
2 t2 −

〈
u0

∣∣∣ t e−
1
2 t2

〉
u0
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ma 〈
u0

∣∣∣ te−
1
2 t2

〉
=

∫ ∞

−∞

te−t2

π1/4
dt = −1

2
e−t2

π1/4

∣∣∣∣∣

∞

−∞
= 0

per cui

‖q1‖2 =
∫ ∞

−∞
t2e−t2dt = −1

2
e−t2t

∣∣∣∣
∞

−∞
+

∫ ∞

−∞

1
2
e−t2dt =

1
2
√

π

concludendo che

u1 =
√

2 t e−
1
2 t2

π
1
4

= − 1
(2
√

π)
1
2

e−
1
2 t2 (−2 t)

I termini della famiglia che si ottengono continuando questo procedimento
sono della forma

un(t) =
(−1)n

(2n · n!
√

π)1/2
e−

1
2 t2 Hn(t)

Teorema 5.3.4 Considerata la funzione definita da

(5.3) Hn(t) = (−1)net2 dne−t2

dtn

essa soddisfa la

(5.4) e2xt−x2
=

∞∑
0

Hn(t)
n!

xn

Dimostrazione. Infatti, per ogni t fissato, lo sviluppo in serie rispetto alla
variabile x della funzione e2xt−x2

sarà esprimibile nel seguente modo

e2xt−x2
= et2−(t−x)2 = et2e−(t−x)2 =

∞∑
0

Hn(t)
n!

xn

ove
∂n

∂xn

(
e2xt−x2

) ∣∣∣∣
x=0

= Hn(t)

Ma

∂n

∂xn

(
e2xt−x2

) ∣∣∣∣
x=0

= et2 ∂n

∂xn

(
e−(t−x)2

) ∣∣∣∣
x=0

= (ponendo w = (t− x))

= (−1)n et2 ∂n

∂wn

(
e−w2

) ∣∣∣∣
w=t

= (−1)net2 dn

dtn

(
e−t2

)

¤
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Esempio 5.3.5 Notiamo subito che, tramite la (5.3), possiamo ottenere i primi
elementi

H0(t) = 1

H1(t) = et2(−2te−t2) = 2t

H2(t) = −2et2
[

d

dt
(te−t2)

]
= −2 + 4t2

Anche la (5.4) può essere usata per trovare facilmente le prime funzioni Hn.

e2xt−x2
=

∞∑
0

Hn(t)

n!
xn = H0(t) + H1(t) x +

H2(t)

2
x2 +

H3(t)

6
x3 + . . .

e2xt−x2
= 1 + (2xt − x2) +

(2xt− x2)2

2
+ . . . =

= 1 + 2xt + (2t2 − 1)x2 +
1

3
(4t3 − 6t)x3 + . . .

Confrontando le due serie abbiamo

H0(t) = 1

H1(t) = 2t

H2(t) = 4t2 − 2

H3(t) = 8t3 − 12t

¥

Teorema 5.3.6 Per ogni intero non negativo n le funzioni Hn(t) sono polinomi
di grado n espressi estesamente dalla formula

(5.5) Hn(t) = n!
N∑

j=0

(−1)j 2n−2j

j!(n− 2j)!
tn−2j

dove N = n
2 , se n é pari, e N = (n−1)

2 , se é dispari.

Questi polinomi si chiamano polinomi di Hermite. La (5.3) si chiama formu-
la di Rodrigues e la funzione al primo membro della (5.4) funzione generatrice
dei polinomi di Hermite.

Dimostrazione.

e2xt−x2
=

∞∑

i=0

(2xt)i

i!

∞∑

j=0

(−x2)j

j!
=

∞∑

i=0

∞∑

j=0

(−1)j2itixi+2j

i!j!

se poniamo i + 2j = n ed eliminiamo l’indice i, la precedente relazione diviene

e2xt−x2
=

∞∑
n=0




N∑

j=0

(−1)j2n−2jtn−2j

(n− 2j)!j!


 xn
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dove N = n
2 se n é pari e N = (n−1)

2 se n é dispari, ma

e2xt−x2
=

∞∑
n=0

Hn(t)
n!

xn

allora

Hn(t) = n!
N∑

j=0

(−1)j 2n−2j

j!(n− 2j)!
tn−2j

¤

Teorema 5.3.7 Sia hn(t) = (−1)ne
1
2 t2 dn

dtn e−t2 con 0 ≤ n < ∞, allora il
polinomio di Hermite di grado n si può esprimere nella seguente forma

(5.6) Hn(t) = (−1)net2 dne−t2

dtn
= hn(t) e

1
2 t2

Inoltre, la famiglia {
hn

||hn|| =
1

||hn||Hn(t) e−
1
2 t2

}

è una base ortonormale di L2(R), ottenuta applicando il processo di ortonor-
malizzazione di Gram-Schmidt alla famiglia {tn e−

1
2 t2}. Le funzioni hn sono

dette funzioni di Hermite.

Dimostrazione. Al solito, per verificare che la famiglia

(1)
{

hn

||hn||
}

é un sonc ottenuto tramite il processo di ortonormalizzazione di G.S. a partire
dalla famiglia libera di vettori {tn e−

1
2 t2}, a meno di fattori di fase unitari,

basterà verificare che essa soddisfa le condizioni (i)-(iii).

Verifichiamo in primo luogo che la famiglia (1) soddisfa la condizione (i) di
ortonormalità. Dato che i vettori di tale famiglia sono già normalizzati, basterà
dimostrare che 〈 hn

||hn||
∣∣∣ hp

||hp||
〉

= 0 per n 6= p

ovvero che
〈hn|hp〉 = 0 per n 6= p

Per semplicità del discorso supporremo che p < n e considereremo

〈hn|hp〉 =
∫ ∞

−∞
e−t2 Hn(t)Hp(t) dt = (−1)n

∫ ∞

−∞
Hp(t)

dn

dtn
e−t2 dt

Essendo Hp un polinomio di grado p, l’integrale ora scritto sarà uguale ad una
somma di termini del tipo:

∫ ∞

−∞
tm

dn

dtn
e−t2 dt con 0 ≤ m ≤ p < n < ∞
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integrando per parti tali termini si ha:
∫ ∞

−∞
tm

dn

dtn
e−t2dt = tm

dn−1

dtn−1
e−t2

∣∣∣∣
∞

−∞
−m

∫ ∞

−∞
tm−1 dn−1

dtn−1
e−t2dt =

= −m

∫ ∞

−∞
tm−1 dn−1

dtn−1
e−t2dt = . . .

= (−1)mm!
∫ ∞

−∞

dn−m

dtn−m
e−t2dt

= (−1)mm!
dn−m−1

dtn−m−1
e−t2

∣∣∣∣
∞

−∞
= 0

Ciò dimostra che la famiglia (1) é ortonormale. Passiamo ora alla condizione
(ii). Dalla (5.6) abbiamo che

hn

‖hn‖ =
1

‖hn‖Hn(t)e−
1
2 t2

con Hn(t) polinomio di grado n; ossia esso si ottiene dalla combinazione lineare
dei primi n termini della famiglia { tn e−

1
2 t2 }:

(2)
hn

‖hn‖ =




n∑

j=0

anjt
j


 e−

1
2 t2 , con ann 6= 0

In questo modo si sono verificate le condizioni (i) e (ii) relative al procedimento di
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt; la condizione (iii) si verifica banalmente
tramite lo stesso procedimento usato nel paragrafo 5.2 una volta osservato che,
per ogni n fissato, si tratta di trovare degli scalari bn0, bn1, . . . , bnn con bnn 6= 0
in modo che sia

tne−
1
2 t2 =

n∑

i=0

bni
hi(t)
‖hi(t)‖ = per la (2) =

=




n∑

i=0

bni




i∑

j=0

anjt
j





 e−

1
2 t2

ovvero

(5.7) tn = bn0a00 + bn1(a10 + a11t) + bn2(a20 + a21t + a22t
2)+

+ bn3(a30 + a31t + a32t
2 + a33t

3) + . . . + bnn(an0 + an1t + . . . + anntn)

che non é nient’altro che la (7) della proposizione 5.2.1, paragrafo 5.2. La

completezza del sistema si dimostra utilizzando la trasformata di Fourier; questa
dimostrazione verrà fatta successivamente. ¤

Teorema 5.3.8 La norma di ogni funzione di Hermite é data da

‖hn(t)‖2 =
∫ ∞

−∞
Hn(t)2e−t2dt = 2n(n!)

√
π
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Pertanto avremo che

(5.8)
hn

‖hn‖
2

=

[
1

(2nn!
√

π)
1
2

]
Hn(t)e−

1
2 t2

Dimostrazione. Integrando per parti n volte, come nel precedente teorema,
e ricordando che dalla (5.5) si ha che il coefficente del termine di grado n del
polinomio Hn é 2n, avremo che

‖hn‖ =
∫ ∞

−∞
Hn(t)Hn(t)e−t2 = (−1)n

∫ ∞

−∞
Hn(t)

dn

dtn
e−t2dt =

=
∫ ∞

−∞
H(n)

n (t)e−t2dt = 2nn!
∫ ∞

−∞
e−t2dt = 2nn!

√
π

¤

Teorema 5.3.9 I polinomi di Hermite soddisfano le seguenti formule di ricor-
renza valide per n = 1, 2, . . ..

(5.9) H ′
n(t) = 2nHn−1(t)

(5.10) Hn+1(t) = 2tHn(t) − 2nHn−1(t)

Dimostrazione. Derivando l’espressione

e2xt−x2
=

∞∑
0

Hn(t)
n!

xn

rispetto a t abbiamo

2xe2xt−x2
=

∞∑
0

H ′
n(t)
n!

xn

ovvero ∞∑
0

2
Hn(t)

n!
xn+1 =

∞∑
0

H ′
n(t)
n!

xn

Uguagliando i coefficienti di xn nei due membri di questa espressione si ha

2Hn−1(t)
(n− 1)!

=
H ′

n(t)
n!

(n = 1, 2, . . .)

cioé la (5.9),

(1) H ′
n = 2nHn−1

Dal questa si ottiene

(2) H ′
n+1 = 2(n + 1)Hn
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Derivando rispetto a x e a t la funzione generatrice

∂

∂x
e2xt−x2

= 2(t − x)e2xt−x2

∂

∂t
e2xt−x2

= 2xe2xt−x2

e dividendo la prima per la seconda si ottiene:

(t − x)
∂

∂t
e2xt−x2

= x
∂

∂x
e2xt−x2

Inserendo in questa equazione la definizione della funzione generatrice si ottiene

∞∑
0

tH ′
n(t)
n!

xn −
∞∑
0

nH ′
n−1(t)
n!

xn =
∞∑
1

nHn(t)
n!

xn

eguagliando i coefficienti si avrà allora

tH ′
n − nH ′

n−1 = nHn

o analogamente
tH ′

n+1 − (n + 1)H ′
n = (n + 1)Hn+1

Sostituendo in questa le espressioni (1) e (2) delle H ′
n e H ′

n+1 segue infine

2tHn − 2nHn−1 = Hn+1

¤

Teorema 5.3.10 Il polinomio di Hermite Hn soddisfa l’equazione differenziale

y′′ − 2ty′ + 2ny = 0

Dimostrazione. Dal teorema 5.3.9 abbiamo

Hn+1(t) = 2tHn(t) − H ′
n(t)

Derivando ambo i membri si ha

H ′
n+1(t) = 2tH ′

n(t) + 2Hn(t) − H ′′
n(t);

dalla (5.9) del teorema 5.3.9 si ha anche

H ′
n+1(t) = 2(n + 1)Hn(t)

concludendo che
H ′′

n(t) − 2tH ′
n(t) + 2nHn(t) = 0

¤
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Osservazione 5.3.11 Se introduciamo l’operatore differenziale lineare
opportunamente definito in L2(R)

L =
d2

dt2
− 2t

d

dt

e consideriamo l’equazione agli autovalori

Ly = λy

altrimenti scritta
y′′ − 2ty′ − λy = 0

il polinomio di Hermite Hn é un autovettore di L corrispondente all’au-
tovalore

λ = −2n

5.4 Polinomi di Laguerre

Consideriamo lo spazio di Hilbert L2(0, ∞) ed in esso la famiglia di funzioni

{ tne−
1
2 t : n = 0, 1, 2, . . . }

ottenuta moltiplicando ogni elemento della famiglia {tn} di C∞(0,∞) per la
funzione peso w(t) = e−

1
2 t.

Teorema 5.4.1 La famiglia { tne−
1
2 t } é una famiglia linearmente indipendente

in L2(0, ∞).

Dimostrazione. Dimostriamo che la famiglia appartiene ad L2(0, ∞). Poiché

lim
|t|7→∞

tne−
1
2 t = 0

ed essendo le funzioni tne−
1
2 t continue, esse sono maggiorate da qualche costante

βn > 0. Allora
∫ ∞

0

t2ne−tdt ≤ β2n

∫ ∞

0

e−
1
2 tdt = β2n · 2 < ∞

Ovvero tne−
1
2 t ∈ L2(0, ∞). Inoltre, essendo e−

1
2 t 6= 0, per ogni t ∈ R, la

equazione
n∑
0

αk

(
tke−

1
2 t

)
= e−

1
2 t

(
n∑
0

αktk

)
= 0, ∀t ∈ R

é soddisfatta sse α0 = α1 = . . . = 0. ¤

Tramite il processo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt é possibile ot-
tenere una famiglia {un }, unica a meno di fattori di fase unitari, soddisfacente
le condizioni:

(i) {un } è un son

(ii) un(t) =
∑n

j=0 anjt
je−

1
2 t, ann 6= 0
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(iii) tje−
1
2 t =

∑n
i=0 bniui(t), bnn 6= 0

Osservazione 5.4.2 Dalla (ii) si ricava che l’elemento un del son si può
esprimere nel seguente modo

un(t) = Ln(t)e−
1
2 t

ove

Ln(t) =

n∑
j=0

anjt
j , ann 6= 0

é un opportuno polinomio di grado n.

Esempio 5.4.3 Determiniamo i primi due elementi del son costruito tramite il
procedimento di G.S. a partire dalla famiglia libera

{ tne−
1
2 t }.

Iniziamo dal primo elemento.

q0 = e−
1
2 t da cui ||q0|| =

(∫ ∞

0

e−tdt

) 1
2

= 1

e, quindi

u0 =
q0

||q0|| = e−
1
2 t da cui L0 = 1

Passiamo ora al secondo elemento. Sappiamo che

q1 = te−
1
2 t −

〈
u0

∣∣∣ te−
1
2 t

〉
u0

ma 〈
u0

∣∣∣ te−
1
2 t

〉
=

∫ ∞

0

e−ttdt = 1

per cui

||q1||2 =

∫ ∞

0

(t2e−t + e−t − 2te−t)dt = 1

concludendo che

u1 =
q1

||q1|| = (t− 1)e−
1
2 t da cui L1 = (t− 1)

¥

Teorema 5.4.4 Per ogni intero non negativo n le funzioni definite da

(5.11) Ln(t) = et dn

dtn
(
tne−t

)
(4.1)

sono polinomi di grado n in t dati dalla espressione

(5.12) Ln(t) =
n∑
0

(−1)n−k

(
n

k

)2

k!tn−k

Si osservi che il coefficente del termine di grado massimo del polinomio Ln(t) é
(−1)n.
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Dimostrazione. Noi sappiamo che

dnfg

dtn
=

n∑
0

(
n

k

)
dkf

dtk
dn−kg

dtn−k

Pertanto, dalla (5.11), segue che

Ln(t) = et
n∑
0

(
n

k

)
dktn

dtk
dn−ke−t

dtn−k

= et
n∑
0

(
n

k

)
n!

(n− k)!
tn−k(−1)n−ke−t

=
n∑
0

(
n

k

)2

tn−kk!(−1)n−k

¤

Esempio 5.4.5 Dalla (4.1) si ottengono direttamente i seguenti polinomi

L0(t) = 1

L1(t) = 1 − t

L2(t) = 2 − 4t + t2

Notiamo che i primi due polinomi coincidono con quelli ricavati direttamente tramite
G.S. a meno di fattori di fase unitari. ¥

Teorema 5.4.6 Sia

ln(t) = e
1
2 t dn

dtn
(
tne−t

)
0 ≤ n ≤ ∞

Allora avremo che

Ln(t) = et dn

dtn
(
tne−t

)
= ln(t)e

1
2 t

Inoltre
‖ln‖ = n!

e la famiglia {
ln
n!

=
1
n!

Lne−
1
2 t

}

è una base ortonormale di L2(0, ∞) ottenuta applicando il procedimento di
ortonormalizzazione di G.S. alla famiglia { tne−

1
2 t }. Le funzioni ln vengono

chiamate funzioni di Laguerre mentre i polinomi Ln sono detti polinomi di La-
guerre di grado n. La (5.11) é detta formula di Rodrigues per i polinomi di
Laguerre.
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Dimostrazione. La prima affermazione, ovvero che Ln é un polinomio di grado
n, é stata dimostrata nel precedente teorema. Per verificare che

{
ln
n!

}
é un son

basterà dimostrare che 〈ln|lm〉 = 0, m 6= n e ‖ln‖ = n!. Supposto m ≤ n,
avremo

(1) 〈ln|lm〉 =
∫ ∞

0

e−tLn(t)Lm(t)dt =
∫ ∞

0

Lm(t)
dntne−t

dtn
dt

dal fatto che Lm é un polinomio di grado m l’integrale sopra scritto sarà uguale
ad una somma di termini del tipo:

∫ ∞

0

tp
dntne−t

dtn
dt, 0 ≤ p ≤ m ≤ n < ∞

integrando per parti si ha:
∫ ∞

0

tp
dntne−t

dtn
dt = tp

dn−1tne−t

dtn−1

∣∣∣∣
∞

0

− p

∫ ∞

0

tp−1 dn−1tne−t

dtn−1
dt

= −p

∫ ∞

0

tp−1 dn−1tne−t

dtn−1
dt = . . .

= (−1)pp!
∫ ∞

0

dn−ptne−t

dtn−p
dt

A questo punto possiamo considerare due casi.

• Caso p = n. Rispetto al quale risulta

(2)
∫ ∞

0

tn
dntne−t

dtn
dt = (−1)nn!

∫ ∞

0

tne−tdt = (−1)n(n!)2

• Caso p < n. Rispetto al quale risulta

(3)
∫ ∞

0

tp
dntne−t

dtn
dt = (−1)pp!

dn−p−1tne−t

dtn−p−1

∣∣∣∣
∞

0

= 0

Utilizzando questi risultati e tenendo presente che Ln(t) é un polinomio di grado
n con coefficente del termine di grado n uguale a (−1)n, dalla (1) e dalla (2)
seguirà

‖ln‖2 =
∫ ∞

0

Ln(t)dn

(
tne−t

tn

)
dt = (−1)n

∫ ∞

0

tn
(

dntne−t

tn

)
dt =

= (−1)n(−1)n(n!)2 = (n!)2

mentre se m 6= n, supponendo senza perdere in generalità che m < n, per la (3)
avremo che

〈ln|lm〉 = 0

Ciò dimostra che la famiglia
{

ln
n!

}
é ortonormale inoltre, essendo ln =

Lne−
1
2 t, con Ln polinomio di grado n, essa si ottiene dalla combinazione lineare

di termini della famiglia { tne−
1
2 t }. L’ultima condizione relativa al procedi-

mento di ortonormalizzazione di G.S. segue banalmente. Prima di passare alla
dimostrazione della completezza del sistema ortonormale delle funzioni di La-
guerre ricaviamo alcuni risultati che saranno particolarmente utili a tal fine.

¤
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Teorema 5.4.7 I polinomi di Laguerre soddisfano la relazione

(5.13)
1

1− x
e−

xt
1−x =

∞∑
0

1
n!

Ln(t)xn, per x ∈ (−1, 1), t ∈ R

La funzione al primo membro ora introdotta é detta funzione generatrice dei
polinomi di Laguerre.

Dimostrazione. Ricordiamo il seguente risultato sulla serie binomiale (vedi
T.M. Apostol, Mathematical Analysis, Addison-Wesley, 1974, paragrafo 9.21)
valido per ogni a ∈ R

(1 + t)a =
∞∑

n=0

(
a

n

)
tn, −1 < t < 1

ove (
a

n

)
:=

a(a− 1) . . . (a− n + 1)
n!

Dimostriamo ora la (5.13)

e−
tx

1−x

1− x
=

1
1− x

∞∑

j=0

(−1)j

(
tx

1− x

)j 1
j!

=
∞∑

j=0

1
j!

(−1)jtjxj(1− x)−j−1

=
∞∑

j=0

1
j!

(−1)jtjxj
∞∑

k=0

(−j − 1) . . . (−j − k)
k!

(−1)kxk

=
∞∑

j=0

∞∑

k=0

(−1)j+2k (j + k)!
k! (j!)2

tjxj+k

Ponendo j + k = n ed eliminando k si ha:

e−
tx

1−x

1− t
=

∞∑
n=0

∞∑

j=0

(−1)jn!
(j!)2(n− j)!

tjxn

essendo j = n − k

e−
tx

1−x

1− x
=

∞∑
n=0

[
1
n!

n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)2

k!tn−k

]
xn

=
∞∑
0

Ln(t)
n!

xn

¤

Corollario 5.4.8 Per ogni intero m ≥ 0 abbiamo

(5.14) e−mt− 1
2 t =

∞∑
n=o

mn

(m + 1)n+1

ln(t)
n!

ove la serie al secondo membro é convergente sia punto per punto per ogni t ∈ R
che in media quadratica.
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Dimostrazione. Se nella (5.14) poniamo x = m
m+1 < 1 avremo che per ogni

t ∈ R
1

1− m
m+1

e
− t m

m+1
1− m

m+1 =
∞∑

n=0

1
n!

Ln(t)
(

m

m + 1

)n

da cui ricaviamo

e−mt =
∞∑

n=0

1
n!

mn

(m + 1)n+1
Ln(t)

e, infine,

e−mte−
1
2 t =

∞∑
n=0

mn

(m + 1)n+1

Ln(t)e−
1
2 t

n!

=
∞∑

n=0

mn

(m + 1)n+1

ln(t)
n!

Passiamo ora a dimostrare il secondo punto. Sappiamo che il sistema infinito
numerabile di Laguerre

{
ln
n!

}
é ortonormale. Considerata allora la successione

di scalari

αn =
mn

(m + 1)n+1

la corrispondente serie dei quadrati dei moduli

∞∑
n=0

|αn|2 =
1

(m + 1)2

∞∑
n=0

(
m

m + 1

)2n

per m = 0 é ovviamente convergente mentre per m 6= 0 é il prodotto della quan-

tità costante 1
(m+1)2 per la serie geometrica convergente di ragione

(
m

m+1

)2

< 1
e quindi sarà essa pure convergente. Da questo risultato, per il teorema di
Fisher-Riesz abbiamo che la serie

∑
n αn

ln
n! é convergente nello spazio di Hilbert

L2(0,∞). Siccome questa serie converge punto per punto, per ogni t ∈ (0,∞),
alla funzione e−mt− 1

2 t ed é di Cauchy in L2(0,∞), essa é convergente alla stessa
funzione rispetto alla norma di L2(0,∞). ¤

Lemma 5.4.9 Se f ∈ L2(0,∞), per ogni ε > 0 esiste un polinomio in e−t

p
(
e−t

)
=

n∑
m=0

αme−mt

tale che ∥∥∥f(t)− e−
1
2 tp

(
e−t

)∥∥∥ < ε

Dimostrazione. Posto f1(t) = e
1
2 tf(t) definita per t ∈ (0,∞) e operata la sos-

tituzione t = log
(

1
y

)
, (da cui dt = −y−1dy), otteniamo la funzione f1

(
log 1

y

)
=
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1√
y f

(
log 1

y

)
, definita per y ∈ (0, 1). Dal fatto che f(t) ∈ L2(0,∞) segue che

f1

(
log 1

y

)
∈ L2(0, 1); infatti

∫ ∞

0

|f(t)|2 dt = −
∫ 0

1

∣∣∣∣f
(

log
1
y

)∣∣∣∣
2

y−1dy =

=
∫ 1

0

∣∣∣∣f
(

log
1
y

)∣∣∣∣
2

y−1dy

Applicando il teorema di approssimazione di Weierstrass nello spazio L2(0, 1)
avremo che per ogni ε > 0 esiterà un polinomio in y tale che

∥∥∥∥f1

(
log

1
y

)
− p(y)

∥∥∥∥
2;(0,1)

< ε

ma
∥∥∥∥f1

(
log

1
y

)
− p(y)

∥∥∥∥
2;(0,1)

=
∫ 1

0

∣∣∣∣f1

(
log

1
y

)
− p(y)

∣∣∣∣
2

dy

= −
∫ 0

∞

∣∣f1(t)− p
(
e−t

)∣∣2 e−tdt

=
∫ ∞

0

∣∣∣e 1
2 tf(t)− p

(
e−t

)∣∣∣
2

e−tdt

=
∥∥∥f(t)− e−

1
2 tp

(
e−t

)∥∥∥
2;(0,∞)

¤

Teorema 5.4.10 Il sistema ortonormale
{

ln
n!

}
é completo.

Dimostrazione. Dal lemma prededente abbiamo che per ogni f ∈ L2(0,∞) e
ogni ε > 0 si ha

∥∥∥∥∥f −
n∑

m=0

αme−mt− 1
2 t

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥f −
n∑

m=0

αm

( ∞∑
n=0

mn

(m + 1)n+1

ln
n!

)∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥f −
∞∑

n=0

(
n∑

m=0

αm
mn

(m + 1)n+1

)
ln
n!

∥∥∥∥∥ < ε

Essendo
∞∑

n=0

(
n∑

m=0

αm
mn

(m + 1)n

)
ln
n!
∈

∨ (
ln
n!

)

il teorema é dimostrato. ¤

Teorema 5.4.11 Il polinomio di Laguerre Ln soddisfa l’equazione differenziale

(5.15) ty
′′

+ (1 − t)y′ + ny = 0
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Dimostrazione.

Ln(t) = et d
ntne−t

dt

L′n(t) = et dn+1tne−t

dtn+1
+ et dntne−t

dtn

L
′′
n (t) = et d

ntne−t

dtn
+ 2et dn+1tne−t

dtn+1
+ et dn+2tne−t

dtn+2

Pertanto, la equazione (5.15) sarà soddisfatta da Ln sse

tet dntne−t

dtn
+ 2tet d

n+1tne−t

dtn+1
+ tet d

n+2tne−t

dtn+2
+

+ (1 − t)et d
n+1tne−t

dtn+1
+ et(1 − t)

dntne−t

dtn
+ net d

ntne−t

dtn
= 0

ovvero, sse

(1) (1 + t) et d
n+1tne−t

dtn+1
+ (1 + n)et dntne−t

dtn
+ ett

dn+2tne−t

dtn+2
= 0

Usando la formula per la derivata di un prodotto si ottiene la seguente forma
estesa della (1).

(1 + t)
n+1∑

k=0

(
n + 1

k

)
dktn

dtk
dn+1−ke−t

dtn+1−k
+ (1 + n)

n∑

k=0

(
n

k

)
dktn

dtk
dn−ke−t

dtn−k
+

+ t

n+2∑

k=0

(
n + 2

k

)
dktn

dtk
dn+2−ke−t

dtn+2−k
= 0

ulteriormente esplicitata nella

(1 + t)
n∑

k=0

(
n + 1

k

) (
n

k

)
k! (−1)n+1−ktn−k +

+ (1 + n)
n∑

k=0

(
n

k

)2

k! (−1)n−ktn−k +

+
n∑

k=0

(
n + 2

k

) (
n

k

)
k!(−1)n−ktn−k+1 = 0

che con un ulteriore passaggio si trasforma nella

n∑

k=0

(
n + 1

k

)(
n

k

)
k! (−1)n+1−ktn−k

+ (1 + n)
n∑

k=0

(
n

k

)2

k! (−1)n−ktn−k

+
n∑

k=0

[(
n + 2

k

)
−

(
n + 1

k

)](
n

k

)
k!(−1)n−ktn−k+1 = 0
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ovvero

(2)
n∑

k=0

(
n + 1

k

)(
n

k

)
k! (−1)n+1−ktn−k +

+ (1 + n)
n∑

k=0

(
n

k

)2

k! (−1)n−ktn−k +

+
n−1∑

k=−1

[(
n + 2
k + 1

)
−

(
n + 1
k + 1

)](
n

k + 1

)
(k + 1)!(−1)n−k−1tn−k = 0

Si verifica facilmente che i coefficenti dei termini di grado n + 1 e 0 sono nulli.
Infatti, il coefficente del termine di grado n + 1 é

[(
n + 2

0

)
−

(
n + 1

0

)](
n

0

)
0!(−1)n

che é 0, ed é 0 anche −(n + 1)n! + (1 + n)n! che é il coefficente del termine di
grado 0.

Essendo la (2) un polinomio, esso risulterà identicamente nullo per ogni t
sse i coefficienti dei termini di ogni grado sono nulli. I coefficenti non nulli del
polinomio (2) sono i coefficenti dei termini di grado n, n − 1, . . . , 1 e, quindi,
dovrà essere per j = 0, 1, . . . , n− 1.

(3)
(

n + 1
j

)(
n

j

)
j!(−1)n−j+1 + (1 + n)

(
n

j

)2

(−1)n−jj!+

+
[(

n + 2
j + 1

)
−

(
n + 1
j + 1

)](
n

j + 1

)
(j + 1)!(−1)n−j+1 = 0

Apportando una ulteriore semplificazione abbiamo che la (3) si riconduce
alla

(4) −
(

n + 1
j

)(
n

j

)
+(1+n)

(
n

j

)2

+
[(

n + 1
j + 1

)
−

(
n + 2
j + 1

)](
n

j + 1

)
(j+1) = 0

Tenuto presente che, come si può facilmente verificare,
(

n

j + 1

)
=

(
n

j

)
n− j

j + 1
(5)

(
n + 2
j + 1

)
=

(
n + 1
j + 1

)
+

(
n + 1

j

)
(6)

si avrà che la (4) può porsi nella forma

−(n− j + 1)
(

n + 1
j

)
+ (1 + n)

(
n

j

)
= 0

la quale é ovviamente soddisfatta essendo riconducibile alla

− (n + 1)!
j!(n− j)!

+
(n + 1)!

j!(n− j)!
= 0

Abbiamo cos̀ı dimostrato che il polinomio di Laguerre Ln soddisfa l’equazione
differenziale (5.15). ¤
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Osservazione 5.4.12 Se introduciamo l’operatore differenziale lineare
opportunamente definito in L2(0,∞)

L = t
d2

dt2
+ (1− t)

d

dt

allora il polinomio di Laguerre Ln é un autovettore dell’operatore L cor-
rispondente all’autovalore λ = −n; ossia é una soluzione dell’equazione
agli autovalori

Ly = λy

altrimenti scritta
ty′′ + (1− t)y′ − λy = 0

corrispondente all’autovalore

λ = −n





Capitolo 6

SONC trigonometrici ed
esponenziali di Fourier

6.1 Sonc trigonometrico ed esponenziale
di Fourier

Passiamo ora a studiare i più “classici” sonc nello spazio di Hilbert
L2[−π, π]: il sonc esponenziale e quello trigonometrico.

Proposizione 6.1.1 Nello spazio di Hilbert L2[−π, π] la famiglia di vettori{
en(t) := (2π)−

1
2 eint : n ∈ Z

}
é un son, chiamato son esponenziale.

Dimostrazione. Poiché 2π−
1
2 eint ∈ C[−π, π] per ogni n ∈ Z, queste funzioni

sono integrabili alla Riemann, e quindi il loro integrale alla Riemann coincide
con il loro integrale alla Lebesgue. Si ha poi

〈
en

∣∣∣ em

〉
=

∫ π

−π

emendt =
1
2π

∫ π

−π

ei(n−m)tdt

=




‖en‖2 = 1, n = m

ei(n−m)t

2πi(n−m)

∣∣∣
π

−π
= 0, n 6= m

Pertanto
〈
en

∣∣∣ em

〉
= δn,m, e quindi il sistema é ortonormale. Per ciò che

riguarda la completezza di questo son, affronteremo il problema studiando prima
il caso trigonometrico. ¤

Proposizione 6.1.2 In L2[−π, π] la famiglia di vettori

e0(t) : =
1√
2π

fn(t) : =
1√
π

cos(nt), (n = 1, 2, . . .)

gn(t) : =
1√
π

sin(nt), (n = 1, 2, . . .)

é un son detto son trigonometrico .
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Dimostrazione. L’ortonormalità discende dalla ortonormalità del son espo-
nenziale tramite le formule di Eulero

fn(t) =
1√
π

cos(nt) =
eint + e−int

2
√

π
(1)

gn(t) =
1√
π

sin(nt) =
eint − e−int

2i
√

π
(2)

Da (1) e (2) discende allora che:

fn(t) =
eint + e−int

2
√

π
=
√

2π

1√
2π

eint + 1√
2π

eint

2
√

π
=

en + e−n√
2

gn(t) =
eint − e−int

2i
√

π
=
√

2π

1√
2π

eint − 1√
2π

eint

2i
√

π
=

en − e−n

i
√

2

Da cui si ottiene

〈fn|fm〉 =
〈eint + e−int

2
√

π

∣∣∣ eimt + e−imt

2
√

π

〉

=
1
4π

{〈
eint|eimt

〉
+

〈
eint|e−imt

〉

+
〈
e−int|eimt

〉
+

〈
e−int|e−imt

〉}

=
1
2
{〈en|em〉+ 〈en|e−m〉

〈e−n|em〉+ 〈e−n|e−m〉} = δn,m

In maniera analoga si dimostra che {gn : n ∈ N} é ortonormale, quindi, sem-
pre con la stessa procedura, si possono verificare tutti gli altri casi possibili,
giungendo alla conclusione che la famiglia é un son. ¤

Per dimostrare la completezza del son trigonometrico, ci serviamo di alcuni
lemmi.

Lemma 6.1.3 Per ogni n ∈ N e per ogni x ∈ [−π, π] si ha:

(6.1)
n∑

k=1

eikx = ei
x(n+1)

2
sin nx

2

sin x
2

da cui si ricava

(6.2)
1
2

+
n∑

k=1

cos(kx) =
sin 2n+1

2 x

2 sin 1
2x

Dimostrazione.

(
1− eix

) n∑

k=1

eikt =
n∑

k=1

(
eikx − ei(k+1)x

)

= eix − e2ix + e2ix − e3ix + . . .− ei(n+1)x

= eix − ei(n+1)x
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Pertanto:

(1)
n∑

k=1

eikx = eix 1− einx

1− eix

Ma

eix 1− einx

1− eix
= eix einx − 1

eix − 1
= eix

(
ei nx

2 − 1

ei nx
2

)
ei nx

2

(
ei x

2 − 1

ei x
2

)
ei x

2

= ei x
2 (n+1) e

i n
2 x − e−i n

2 x

ei x
2 − e−i x

2
= ei x

2 (n+1) sin
(

n
2 x

)

sin
(

x
2

)

Sostituito quest’ ultimo risultato nella (1), otteniamo:

n∑

k=1

eikx = ei
x(n+1)

2
sin nx

2

sin x
2

Considerando la parte reale della precedente uguaglianza, si ottiene:

n∑

k=1

cos ky =
cos x(n+1)

2 sin nx
2

sin x
2

= (tramite prostasferesi)

= −1
2

+
1
2

sin (2n+1)x
2

sin x
2

¤

Lemma 6.1.4 Per ogni funzione f ∈ L2[−π, π] si ha:

(6.3) lim
n→∞

∫ π

−π

f(x) cos(nx)dx = lim
n→∞

∫ π

−π

f(x) sin(nx)dx = 0

Dimostrazione. Presa f ∈ L2[−π, π], considerato il son trigonometrico {e0, fn, gn},
la diseguaglianza di Bessel 3.2.5 in questo caso diviene:

(
|〈e0|f〉|2 +

∞∑
1

∣∣∣
〈
gn

∣∣∣ f
〉∣∣∣

2

+
∞∑
1

∣∣∣
〈
fn

∣∣∣ f
〉∣∣∣

2
)
≤ ‖f‖2

e ne segue dunque che le serie

∞∑
1

|〈fn|f〉|2 e
∞∑
1

|〈gn|f〉|2

sono convergenti in R+, e questo implica che

lim
n
〈fn|f〉 = lim

n
〈gn|f〉 = 0

che é la tesi. ¤
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Lemma 6.1.5 Per ogni n ∈ N e ogni x ∈ [−π, π] vale la uguaglianza

(6.4)
n−1∑

k=0

sin(2k + 1)x =
sin2 nx

2

sin x
2

.

Dimostrazione.
n∑

k=1

ei(2k−1) x
2 = e−i x

2

n∑

k=1

eikx = (dalla (6.1) del lemma 6.1.3)

= e−i x
2 ei

x(n+1)
2

sin nx
2

sin x
2

= ei nx
2

(
sin nx

2

sin x
2

)

ossia
n∑

k=1

ei(2k−1) x
2 = ei nx

2
sin nx

2

sin x
2

e la parte immaginaria di questa coincide con la tesi. ¤

Consideriamo ora, per ogni f ∈ L2[−π, π], la successione:

(6.5) Sn(x) =
1
2
a0 +

n∑

k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx))

ove

a0 =
1
π

∫ π

−π

f(t)dt

ak =
1
π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt

bk =
1
π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt

Queste quantità sono legate ai coefficienti di Fourier della f rispetto al son
trigonometrico dalle relazioni

〈e0|f〉 =
1√
2π

∫ π

−π

f(t)dt =
√

π

2
a0(6.6a)

〈fk|f〉 =
1√
π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt =
√

πak(6.6b)

〈gk|f〉 =
1√
π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt =
√

πbk(6.6c)

Esempio 6.1.6 Nel caso particolare della funzione

f(x) = 1 per ogni x ∈ [−π, π]

si ricava immediatamente che

a0 =
1

π

∫ π

−π

dt = 2

ak =
1

kπ

∫ π

−π

cos(kt)d(kt) =
1

kπ

∫ kπ

−kπ

cos ϕdϕ = 0 (k = 1, 2, . . .)

bk =
1

kπ

∫ π

−π

sin(kt)d(kt) =
1

kπ

∫ kπ

−kπ

sin ϕdϕ = 0 (k = 1, 2, . . .)
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Pertanto avremo che in questo caso

Sn(x) = 1 (n = 1, 2, . . .)

¥

Osservazione 6.1.7 Dalle relazioni che legano i coefficienti a0, ak, bk ai
vari coefficienti di Fourier della f rispetto al son trigonometrico si ottiene
facilmente che

Sn = 〈e0|f〉 e0 +

n∑

k=1

(
〈fx|f〉 fk + 〈gk|f〉 gk

)

ossia Sn é la somma parziale di posto n dello sviluppo in serie di Fourier
della f rispetto al son trigonometrico. Pertanto, il son trigonometrico é
completo sse é

(6.7) ∀f ∈ L2[−π, π] f = lim
n→∞

Sn

ove la convergenza coinvolta in questo limite é la convergenza in media
quadratica:

lim
n→∞

∫ π

−π

|f(t)− S(t)|2dt = 0 .

Ricordiamo che su un compatto la convergenza in media quadratica im-
plica la convergenza in media.

Facciamo ora osservare che la funzione Sn introdotta dalla (6.5) si può
ritenere definita non solo sull’intervallo [−π, π], ma sull’intero asse reale R:

Sn(x) =
1
2
a0 +

n∑

k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) per ogni x ∈ R

In questo caso Sn é una funzione periodica di periodo 2π, ossia soddisfa la
condizione

Sn(x) = Sn(x + 2π) per ogni x ∈ R
Questo risultato é una immediata conseguenza del fatto che le funzioni seno e
coseno sono periodiche di periodo 2π

Da ciò segue che potremo considerare le funzioni Sn non solo come somme
parziali di posto n nello sviluppo in serie di Fourier della f ∈ L2[−π, π] rispetto
al son trigonometrico, ma, una volta estesa la f per periodicità (di periodo 2π)
sull’intero asse reale, la Sn risulta essere in un certo senso la somma parziale
della nuova funzione cos̀ı ottenuta, che per semplicità indicheremo ancora con
f . Si osservi che al più bisogna ridefinire nel punto π la f da cui si parte in
modo tale che risulti f(π) = f(−π). Ma in questo caso si ottiene ancora una
funzione uguale q.d. alla funzione data e quindi si considera sostanzialmente lo
stesso elemento di L2[−π, π].

D’ora in avanti consideremo, salvo avviso contrario, sia la f che le Sn come
definite sull’intero asse reale con il procedimento di estensione per periodicità
visto sopra. Verifichiamo ora che per ogni a ∈ R si ottiene che:

(6.8)
∫ a

0

f(t)dt =
∫ a+2π

2π

f(t)dt
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Infatti, da f(x) = f(x + 2π), posto t = x + 2π, ricaviamo che

f(t) = f(t− 2π) per ogni t ∈ R

e perciò ∫ a+2π

2π

f(t)dt =
∫ a+2π

2π

f(t− 2π)dt =
∫ a

0

f(s)ds

Da questo risultato segue che

(6.9)
∫ 2π

0

f(t)dt =
∫ a+2π

a

f(t)dt

Infatti
∫ 2π

0

f(t)dt =
∫ a

0

f(t)dt +
∫ a+2π

a

f(t)dt +
∫ 2π

a+2π

f(t)dt

=
∫ a

0

f(t)dt−
∫ a+2π

2π

f(t)dt +
∫ a+2π

a

f(t)dt

=
∫ a+2π

a

f(t)dt

Dalla relazione (6.9), nel caso a = 2kπ, si ottiene

∫ 2(k+1)π

2kπ

|f(t)− Sn(t)|2dt =
∫ 2π

0

|f(t)− Sn(t)|2dt =
∫ π

−π

|f(t)− Sn(t)|2dt

ove l’ultima ugualgianza segue sempre dalla relazione (6.9) considerata nel caso
particolare a = −π. Pertanto se il son trigonometrico é completo dovrà essere

lim
n→∞

∫ 2(k+1)π

2kπ

|f(t)− Sn(t)|2dt = 0 per k = 0, 1, 2, . . .

Dalle relazioni (6.5) otteniamo

Sn(x) =
1
2π

∫ π

−π

f(t)dt +
n∑

k=1

1
π

[
cos(kx)

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt

+ sin(kx)
∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt

]

=
1
π

∫ π

−π

f(t)

{
1
2

+
n∑

k=1

[cos(kx) cos(kt) + sin(kx) sin(kt)]

}
dt

=
1
π

∫ π

−π

f(t)

{
1
2

+
n∑

k=1

[cos k(t− x)]

}

= (per la (6.2))

=
1
π

∫ π

−π

f(t)
sin 2n+1

2 (t− x)
2 sin t−x

2
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ossia

(6.10) Sn(x) =
1
π

∫ π

−π

f(t)
sin 2n+1

2 (t− x)
2 sin 1

2 (t− x)
dt

L’integrale al secondo membro della (6.10) é detto integrale di Dirichlet.
Effettuiamo ora un cambiamento di variabile, ponendo t − x = y. Poiché

la funzione sotto il segno d’integrazione nella (6.10) é periodica di periodo 2π
l’integrale di questa funzione su ogni segmento di lunghezza 2π, per la (6.9),
ha lo stesso valore. Per tale ragione, integrando rispetto alla nuova variabile y,
possiamo lasciare gli stessi limiti di integrazione: π e −π.

Si ha:

(6.11) Sn(x) =
1
π

∫ π

−π

f(x + y)
sin 2n+1

2 y

2 sin 1
2y

dy

La funzione

(6.12) Dn(y) =
1
2π

sin 2n+1
2 y

2 sin 1
2y

é chiamato nucleo di Dirichlet .

Siamo ora in grado di introdurre il teorema di Fejer. Sia

Sk(x)
a0

2
+

k∑

j=1

(aj cos(jx) + bj sin(jx))

la somma parziale d’ordine k della serie di Fourier associata alla funzione f .
Poniamo

(6.13) σn(x) =
S0(x) + S1(x) + . . . + Sn−1(x)

n
=

n−1∑

k=0

Sk(x)
n

La funzione σn é detta somma di Fejer di ordine n della funzione f e, dalla
sua definizione, si vede che essa é la media artimetica delle somme parziali di
Fourier

S0, S1, . . . , Sn−1.

Dalla definizione (6.13), tenuto conto del valore di Sk(x) trovato in (6.11), si
ricava:

σn(x) =
1

2nπ

∫ π

−π

[
n−1∑

k=0

sin 2k+1
2 y

sin 1
2y

]
f(x + y)dy = dalla (6.4)

=
1

2nπ

∫ π

−π

(
sin ny

2

sin y
2

)2

f(x + y)dy

ossia

(6.14) σn(x) =
1

2nπ

∫ π

−π

(
sin ny

2

sin y
2

)2

f(x + y)dy
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e tale integrale é chiamato integrale di Fejér. L’espressione

(6.15) Φn(y) =
1

2nπ

(
sin ny

2

sin y
2

)2

si chiama nucleo di Fejér . La formula (6.14) può anche essere scritta come

(6.16) σn(x) =
∫ π

−π

Φn(y)f(x + y)dy.

Lemma 6.1.8 Il nucleo di Fejér soddisfa le seguenti proprietà

(i) Φn(y) ≥ 0;

(ii)
∫ π

−π
Φn(y)dy = 1 per ogni n ∈ N;

(iii) Per ogni δ fissato tale che 0 < δ < π, risulta:

η(δ) :=
∫ −δ

−π

Φn(y)dy =
∫ π

δ

Φn(y)dy
n→+∞−−−−−→ 0

Dimostrazione. La (i) é un’ovvia conseguenza della definizione di Φn(y).
(ii). Se nella (6.5) si prende f ≡ 1, utilizzando l’esempio 6.1.6, si trova che

σn(x) = 1 per ogni n.
(iii). Dal fatto che sin(−α) = − sin α, applicato alla alla (6.15), risulta

immediatamente:

ηn(δ) =
∫ −δ

−π

Φn(y)dy =
∫ π

δ

Φn(y)dy

Proviamo dunque che

ηn(δ) =
∫ π

δ

Φn(y)dy
n→+∞−−−−−→ 0

Poiché, sin y é una funzione convessa in 0, notiamo che risulta

0 < δ ≤ y ≤ π ⇒ 0 <
δ

2
≤ y

2
≤ π

2
⇒ sin

y

2
≥ 2y

π
≥ 2δ

π

Ne segue che: (
sin ny

2

sin y
2

)2

≤
(

1
sin y

2

)2

≤
( π

2δ

)2

e la (iii) segue da quest’ultima. ¤

Siamo ora pronti per enunciare e dimostrare il teorema di Fejèr.

Teorema 6.1.9 Sia f una funzione continua, periodica di periodo 2π. Allora
la sucessione {σn} delle sue somme di Fejèr, converge uniformemente ad f su
tutto R.
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Dimostrazione. Poiché f é continua e periodica, essa é limitata ed uniforme-
mente continua (vedi Appendice in fondo alla sezione) su tutto R, ossia
Limitata:

∃M ∈ R+ : ∀ x ∈ R, |f(x)| ≤ M,

Uniformemente continua:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : |x′′ − x′| < δ ⇒| f(x′′)− f(x′) |< ε/2

ove δ non dipende da ε.
Prima di tutto diciamo che, una volta fissato ε > 0, il δ che esiste in sua

corrispondenza, e che soddisfa alla uniforme continuità, é del tipo δ < π oppure
δ ≥ π. In entrambi i casi é dunque ovvio che esiste un 0 < δ = min

{
δ, π

}
< π

a sua volta non dipendente da ε, tale che

| x′′ − x′ |< δ ⇒| f(x′′)− f(x′) |< ε/2

Per la dimostrazione del teorema, prendiamo ε > 0, e valutiamo la differenza
f(x)− σn(x). Si ha

f(x)− σn(x) = f(x) · 1−
∫ π

−π

f(x + y)Φn(y)dy = (per la (ii) 6.1.8)

=
∫ π

−π

[f(x)− f(x + y)]Φn(y)dy

che può essere rappresentata come somma

f(x)− σn(x) = J− + J0 + J+

ove:

J− =
∫ −δ

−π

[f(x)− f(x + y)]Φn(y)dy

J0 =
∫ δ

−δ

[f(x)− f(x + y)]Φn(y)dy

J+ =
∫ π

δ

[f(x)− f(x + y)]Φn(y)dy

Si osservi che

|f(x)− σn(x)| = |J− + J0 + J+| ≤ |J−|+ |J0|+ |J+| .

Ora, grazie ad (i) e (iii) del lemma 6.1.8, otteniamo

| J− |≤ 2Mηn(δ)
| J+ |≤ 2Mηn(δ)

mentre per l’uniforme continuità

| J0 |≤ ε/2
∫ δ

−δ

Φn(y)dy < ε/2
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Poiché vale la (iii) del lemma 6.1.8, per un fissato ε scegliamo n0 in modo che
per n ≥ n0 risulti 2Mηn(δ) < ε/4, cosicché si avrà:

| f(x)− σn(x) |< ε/2 + ε/4 + ε/4 = ε

e poiché ε é arbitrariamente piccolo, e δ non dipende da ε, il teorema é provato.
¤

Osservazione 6.1.10 Se f é una funzione continua, periodica di peri-
odo 2π, la restrizione della f all’intervallo [−π, π], che indicheremo ancora
con il sombolo f , é una funzione tale che

f(π) = f(−π)

pertanto f ∈ C//[−π, π] ove, C//[−π, π] = {f ∈ C[−π, π] : f(−π) = f(π)}.
In questo caso avremo in particolare che la successione {σn} delle somme
di Fejér della f converge uniformemente ad f nell’intervallo [−π, π].

Teorema 6.1.11 Il son trigonometrico {e0, fk, gk}k∈N, in L2[−π, π] é comple-
to.

Dimostrazione. Dal teorema di Fejér, per ogni f ∈ C//[−π, π], si ricava che
∞− limσn(x) = f(x) e poiché [−π, π] é compatto, sappiamo che ciò implica 2−
lim σn(x) = f(x); ma allora, tenuto conto del fatto che ogni σn é combinazione
lineare finita di {e0, fk, gk}k∈N, segue che

C//[−π, π] ⊆ Sp{e0, fk, gk}
(2)

k∈N

Ma
L2[−π, π] = C//[−π, π]

(2)

k∈N ⊆ Sp{e0, fk, gk}
(2)

k∈N ⊆ L2[−π, π]

implica che:
Sp{e0, fk, gk}

(2)

k∈N = L2[−π, π]

ossia {e0, fk, gk}k∈N é un sonc. ¤

Teorema 6.1.12 Il son esponenziale è completo.

Dimostrazione. Essendo

fn(x) =
1√
π

cos(nx) =
1

2
√

π
(einx + e−inx)

gn(x) =
1√
π

sin(nx) =
1

2i
√

π
(einx − e−inx)

avremo che
Sp{e0, fn, gn}n∈Z ⊆ Sp{en}n∈Z ⊆ L2[−π, π]

e perciò
Sp{en}n∈Z

(2)
= L2[−π, π].

¤
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APPENDICE

Lemma 6.1.13 Se f é una funzione continua periodica di periodo 2π allora
essa é uniformemente continua sull’intero R.

Dimostrazione. Consideriamo l’intervallo [0, 4π]; la restrizione della f ad un
tale intervalo compatto é uniformemente continua per cui, per ogni ε > 0, esiste
0 < δ < 4π tale che | x′−x′′ |< δ e x′, x′′ ∈ [0, 4π] implicano | f(x′)−f(x′′) |< ε.

Presi ora due qualsiasi punti x′, x′′ ∈ R tali che | x′−x′′ |< δ riportiamo per
periodicità x′ nel punto x′1 ∈ [0, 2π] e di conseguenza riportiamo per periodicità
x′′ nel punto x′′1 tale che

| x′1 − x′′1 |=| x′ − x′′ | .
Se il δ originario é minore o uguale a 2π allora x′′1 ∈ [0, 4π] e perciò x′1, x

′′
1 ∈

[0, 4π] con | x′ − x′′ |< δ da cui segue

| f(x′1)− f(x′′1) |= | f(x′)− f(x′′) |< ε.

Se il δ originario é tale che 2π < δ ≤ 4π, si avranno due casi: o x′′1 ∈ [0, 4π], ed
allora come prima sarà | f(x′)− f(x′′) |< ε, oppure x′′1 6∈ [0, 4π]. In questo caso
si riporta x′′1 per periodicità nel punto x′′2 ∈ [0, 2π] ottenendo che | x′−x′′ |≤ 2π
e quindi sarà:

| f(x′1)− f(x′′2) |= | f(x′)− f(x′′) |< ε.

¤

6.2 Sviluppi in serie di Fourier
trigonometrici ed esponenziali in L2[−π, π]

Ricordiamo che se f ∈ L2([α, β]) e {un} é una base ortonormale di questo spazio,
allora potremo scrivere lo sviluppo in serie di Fourier della f rispetto alla base
ortonormale nel seguente modo:

(6.17) f =
∑

n

〈un|f〉un

ove

(6.18) 〈un|f〉 =
∫ α

β

un(t)f(t)dt .

Si intende che la convergenza della serie al secondo membro della (6.17) é sec-
ondo la norma della convergenza in media quadratica. A volte, se si ha la
necessità di indicare la variabile rispetto alla quale si considerano le funzioni in
gioco, useremo scrivere la (6.17) anche nel seguente modo:

(6.17’) f(x) '
∑

n

〈un|f〉un(x)

dove il simbolo ' sottolinea il fatto che la serie al secondo membro converge alla
f(x) in media quadratica e non puntualmente (in tal caso avremmo il simbolo
= invece di ').
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Nel caso particolare dello spazio di Hilbert L2[−π, π], dalla dimostrazione
fatta della completezza dei son esponenziali e trigonometrici, ricaviamo che per
ogni f ∈ L2[−π, π] possiamo porre

f(x) ' 1√
2π

+∞∑
−∞

cneinx

con

cn = 〈en|f〉 =
1√
2π

∫ π

−π

f(t)e−intdt

che é lo sviluppo della f in serie di Fourier rispetto al sonc esponenziale. Lo
sviluppo rispetto al sonc trogonometrico é invece dato da

(6.19) f(x) ' 1√
2π

c0 +
1√
π

∞∑
1

c′n cos(nx) +
1√
π

∞∑
1

c′′n sin(nx)

ove

(6.20)





c0 = 〈e0|f〉 =
1√
2π

∫ π

−π

f(t)dt

c′n = 〈fn|f〉 =
1√
π

∫ π

−π

f(t) cos(nt)dt

c′′n = 〈gn|f〉 =
1√
π

∫ π

−π

f(t) sin(nt)dt

La relazione (6.19) si pone spesso sotto una forma diversa, usando nuovi
coefficienti, nel seguente modo:

(6.21) f(x) ' 1
2
a0 +

∞∑
1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

ove

(6.22)





a0 = 1
π

∫ π

−π
f(t)dt

an = 1
π

∫ π

−π
f(t) cos(nt)dt

bn = 1
π

∫ π

−π
f(t) sin(nt)dt

per cui la (6.19) si ottiene dalla (6.21) tramite le sostituzioni

1
2
a0 =

1√
2π

c0, an =
1√
π

c′n, bn =
1√
π

c′′n

Proposizione 6.2.1 Se f é pari, si ha che bn = 0 per ogni n (sviluppo in soli
coseni). Se f é dispari, si ha che an = 0 per ogni n (sviluppo in soli seni).

Dimostrazione. Se f é pari, si ha che f(t) sin(nt) é dispari, e dunque bn = 0.
Analogamente se f é dispari si ha che f(t) cos(nt) é dispari, e dunque an = 0,
ed in questo caso é anche a0 = 0. ¤
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Dal risultato ottenuto sopra deduciamo facilmente l’esistenza di due sonc in
L2[0, π].

Proposizione 6.2.2 In L2[0, π] le seguenti due famiglie di vettori sono due
sonc:

{√
2
π

sin(nt) : n = 1, 2, . . .

}
(6.23)

{
1√
π

,

√
2
π

cos(nt) : n = 1, 2, . . .

}
.(6.24)

Dimostrazione. Dimostreremo l’enunciato solo per la famiglia (6.23). L’altra
dimostrazione é analoga. Prima di tutto, é facile verificare che:

(i) Per un n fissato la funzione ϕn(t) = sin(nt) è la soluzione dell’equazione
differenziale alle derivate totali del secondo ordine

y′′ + n2y = 0.

(ii) Le funzioni sin(nt) si annullano nei punti t = 0 e t = π.

Sia dunque n 6= m. Si ha:

(1) ϕ′′n + n2ϕn = 0

(2) ϕ′′m + m2ϕm = 0

Moltiplicando la prima per ϕm e la seconda per ϕn, sottraendo ed integrando,
avremo:

(3)
∫ π

0

(ϕ′′nϕm − ϕ′′mϕn) + (n2 −m2)
∫ π

0

ϕnϕm = 0

Dalla quale, integrando per parti, si ottiene:
∫ π

0

(ϕ′′nϕm − ϕ′′mϕn) =

= ϕ′nϕm|π0 −
(∫ π

0

ϕ′nϕ′m

)
− ϕ′mϕn|π0 +

(∫ π

0

ϕ′mϕ′n

)
= 0

essendo ϕn, ϕm nulle agli estremi 0 e π. Dalla (3) segue che
∫ π

0

ϕnϕm = 0 ovvero 〈ϕn|ϕm〉 = 0.

Da questo risultato, posto ψ(t) =
√

2
π sin(nt), si ricava immediatamente che

anche 〈ψn|ψm〉 = 0. La normalità dei vettori é immediata. Infatti, dalla
ortonormalità di {e0, fn, gn} in L2[−π, π] segue:

1 = 〈gn|gn〉 =
〈 1√

π
sin(nt)

∣∣∣ 1√
π

sin(nt)
〉

=
1
π

∫ π

−π

sin2(nt)dt
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e ciò implica

(4)
∫ π

−π

sin2(nt) = π

Notando, inoltre,che α(t) = sin2(nt) é una funzione pari, se ne ricava:
∫ π

−π

sin2(nt)dt = 2
∫ π

0

sin2(nt)dt

e perciò la (4) implica che
∫ π

0

sin2(nt)dt =
π

2

Allora
〈ψn|ψn〉 =

2
π

∫ π

0

sin2(nt)dt = 1

Abbiamo cos̀ı provato che
{

ψn(t) =
√

2
π sin(nt) : n = 1, 2, . . .

}
é un son. Ci

rimane da provare che tale son é completo.
Sia f ∈ L2[0, π]. Definiamo f̂ ∈ L2[−π, π] nel seguente modo:

f̂(t) =

{
f(t), 0 ≤ t ≤ π

−f(−t), −π ≤ t ≤ 0

La funzione f̂ é ovviamente dispari e perciò il suo sviluppo di Fourier in L2[−π, π]
é dato da:

f̂(t) '
∞∑
1

b̂n sin(nt)

ove

b̂n =
1
π

∫ π

−π

f̂(x) sin(nx)dx

= (poiché f̂(x) · sin(nx) é una funzione pari)

=
2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx)dx

Pertanto

f̂(t) ' 2
π

∞∑
1

(∫ π

0

f(x) sin(nx)dx

)
sin(nt)

ove la convergenza in media quadratica impone che:

(5)
∫ π

−π

∣∣∣∣∣f̂(t)−
k∑
1

b̂n sin(nt)

∣∣∣∣∣

2

dt
k→+∞−−−−−→ 0

Posto

g(t) := f̂(t)−
k∑
1

b̂n sin(nt)
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é facile vedere che g(t) é una funzione dispari, ossia g(−t) = −g(t), e da ciò
segue che

| g(t) |2=| g(−t) |2

Pertanto la (5) implica:

(6) 2
∫ π

0

∣∣∣∣∣f̂(t)−
k∑
1

b̂n sin(nt)

∣∣∣∣∣

2

dt
k→+∞−−−−−→ 0

Infine, tenendo presente che nell’intervallo [0, π], f̂(t) = f(t), la (6) diviene:

2
∫ π

0

∣∣∣∣∣f(t)−
k∑
1

b̂n sin(nt)

∣∣∣∣∣

2

dt
k→+∞−−−−−→ 0

Ne concludiamo che

f(t) '
∞∑
1

2
π

(∫ π

0

f(x) sin(nx)dx

)
sin(nt) =

=
∞∑
1

(∫ π

0

f(x)

√
2
π

sin(nx)dx

) √
2
π

sin(nt)

che può anche essere scritta nella forma:

f '
∞∑
1

〈ψn|f〉ψn.

¤

6.3 Sviluppi in serie di Fourier trigonometrico
ed esponenziale in L2[a, b]

Abbiamo cos̀ı dimostrato che i seguenti sistemi ortonormali sono completi

L2[−π, π] 1√
2π

eint, n ∈ Z
1√
2π

L2[−π, π]
1√
π

cos(nt), n ∈ N
1√
π

sin(nt), n ∈ N

L2[0, π]
√

2
π sin(nt), n ∈ N

Vogliamo ora generalizzare questi sonc al caso di intervalli [a, b] compatti
qualsiasi. È facile vedere che, posto

t = 2π
x− a

b− a
− π (ovvero) x =

b− a

2π
(t + π) + a
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allora −π ≤ t ≤ π ⇐⇒ a ≤ x ≤ b e perciò il sistema esponenziale di L2[−π, π] si
trasforma nel sistema di funzioni (a meno di un opportuno fattore di fase km):

(6.25) ê(x) = kne2πin( x−a
b−a )

Questo sistema é ortogonale in L2[a, b]. Sia infatti n 6= m, allora

〈ên|êm〉 = knkm

∫ b

a

e2πi(m−n)( x−a
b−a )dx = knkm(b− a)δn,m

Pertanto 〈ên|êm〉 = 0 per n 6= m e ‖ên‖2 =| kn |2 (b − a), e quindi, prendendo
nella (6.25) kn = 1√

b−a
, il sistema

(6.25’) ê(x) =
1√

b− a
e2πin( x−a

b−a )

diventa ortonormale.
Inoltre per ogni f ∈ L2[a, b] risulta:

‖f‖2 =
∫ b

a

| f(x) |2 dx

=
∫ π

−π

∣∣∣∣f
(

b− a

2π
(t + π) + a

)∣∣∣∣
2

b− a

2π
dt

=
b− a

2π

∥∥∥∥f

(
b− a

2π
(t + π) + a

)∥∥∥∥
2

(π)

(6.26)

ove (π) indica che si tratta della norma in L2[−π, π].
Essendo vera l’uguaglianza di Parseval per il sonc {en : n ∈ Z} in L2[−π, π],

avremo che
∥∥∥∥f

[
b− a

2π
(t + π) + a

]∥∥∥∥
2

(π)

=
+∞∑
−∞

∣∣∣∣
〈 1√

2π
eint

∣∣∣ f

(
b− a

2π
(t + π) + a

) 〉
(π)

∣∣∣∣
2

=
+∞∑
−∞

∣∣∣∣
1√
2π

∫ π

−π

e−intf

(
b− a

2π
(t + π) + a

)
dt

∣∣∣∣
2

=
+∞∑
−∞

∣∣∣∣∣

√
2π

b− a

∫ b

a

e−in2π x−2
b−a einπf(x)dx

∣∣∣∣∣

2

=
+∞∑
−∞

∣∣∣∣∣

√
2π

(b− a)
1
2
einπ

∫ b

a

ên(x)f(x)dx

∣∣∣∣∣

2

=
2π

b− a

+∞∑
−∞

| 〈ên|f〉 |2

e pertanto, questo risultato, unito al (6.26), dà

‖f‖2 =
∑

|
〈
ên

∣∣∣ f
〉
|2
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ossia il sistema ortonormale {ên} é completo.

Ragionando in maniera analoga si ottengono in L2[a, b] i seguenti
sonc:

Sonc esponenziale in L2[a, b]

en(x) =
1√

b− a
e2πin x−a

b−a , n ∈ Z

Sonc trigonometrico in L2[a, b]





e0 = 1√
b−a

fn =
√

2
b−a cos

(
2πnx−a

b−a

)
, n ∈ N

gn =
√

2
b−a sin

(
2πnx−a

b−a

)
, n ∈ N

Sonc dei seni in L2[a, b]

ψn(x) =

√
2

b− a
sin

(
πn

x− a

b− a

)
, n ∈ N

Osservazione 6.3.1 Gli elementi di questo sonc possono ovviamente
essere moltiplicati per fattori di fase di modulo unitario, dando come
risultato ancora un sonc.

Esempio 6.3.2 Consideriamo l’intervallo
[− π

ω
, π

ω

]
, con ω costante reale stretta-

mente positiva. L’applicazione diretta dei risultati ora visti conduce, in particolare, ai
seguenti sonc.

Sonc esponenziale in L2

[− π
ω

, π
ω

]

en(x) =

√
ω

2π
einπ einωx, n ∈ Z

Sonc trigonometrico in L2

[− π
ω

, π
ω

]





e0 =
√

ω
2π

fn =
√

ω
π

cos(nπ) cos(nωx), n ∈ N
gn =

√
ω
π

cos(nπ) sin(nωx), n ∈ N

Potremo allora trascurare i fattori di fase unitari, einπ nel caso del sonc esponenziale,
cos(nπ) in quello trigonometrico. ¥

6.4 Sviluppo in serie di Fourier
come sovrapposizione di armoniche semplici

Nel caso particolare dell’intervallo
[−π

ω , π
ω

]
, ove ω > 0, avremo che ogni

f ∈ L2

[−π
ω , π

ω

]
é rappresentabile secondo il seguente sviluppo in serie di Fourier

rispetto al sonc trigonometrico:

(6.27) f(t) ' 1
2
a0 +

∞∑
1

(an cos(nωt) + bn sin(nωt))
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essendo

(6.28)





a0 =
ω

π

∫ π/ω

−π/ω

f(x)dx

an =
ω

π

∫ π/ω

−π/ω

f(x) cos(nωx)dx

bn =
ω

π

∫ π/ω

−π/ω

f(x) sin(nωx)dx

ovvero

(6.29)





〈e0|f〉 =
√

π

2ω
a0

〈fn|f〉 =
√

π

ω
an

〈gn|f〉 =
√

π

ω
bn

Analizziamo brevemente lo sviluppo in serie di Fourier di f ∈ L2

[−π
ω , π

ω

]
. Una

funzione f , sviluppata come in (6.27), può essere pensata come una funzione
definita sull’intero di R e periodica di periodo T = 2π

ω , in quanto per ogni n ∈ N

cosnω

(
t +

2π

ω

)
= cos(nωt) ;

sin nω

(
t +

2π

ω

)
= sin(nωt) .

Facciamo ora l’ipotesi che la f sia reale. Allora tutti i coefficienti di Fourier
(6.29) nella (6.27), ovvero i coefficienti (6.28), sono pure reali, e se nella (6.27)
operiamo la sostituzione {

an = An cosφn

bn = An sin φn

essendo {
An =

√
a2

n + b2
n

ϕn = arctan bn

an
= arcsin bn√

a2
n+b2n

otteniamo:

(6.30) f(t) ' 1
2
a0 +

∞∑
1

An cos(nωt− ϕn) .

Infatti,

an cos(nωt) + bn sin(nωt) = An cosϕn cos(nωt) + An sin ϕn sin(nωt) =
= An cos(nωt− ϕ0) .

Ponendo nella (6.30) νn = nω
2π otteniamo

(6.31) f(t) ' 1
2
a0 +

∞∑
1

An cos(2πνnt− ϕn) .
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Le funzioni

Fn(t) = An cos(nωt− ϕn) = an cos(nωt) + bn sin(nωt)
= An cos(2πνn − ϕn)(6.32)

si dicono armoniche di rango n di f . La costante An si chiama ampiezza
della’armonica n-esima, mentre la costante ϕn si chiama fase dell’armonica.
Infine, nω si dice pulsazione dell’armonica, νn = nω

2π é la frequenza e Tn = 2π
nω

é il periodo dell’armonica.
Osserviamo che, tramite la (6.32), la (6.30) può scriversi come

f(t) '
∞∑
1

Fn(t)

che viene chiamata decomposizione spettrale della funzione f , periodica di
periodo Tn = 2π

nω , nelle sue componenti armoniche Fn, di ampiezza An e periodo
Tn = 2π

nω = T
n .

Vale la proposizione che segue

Proposizione 6.4.1 L’equazione differenziale

y′′ + λy = 0

ammette come soluzione l’armonica di rango n

Fn(t) = An cos(nωt− ϕn)

corrispondente al valore λ = n2ω2.

Osservazione 6.4.2 Introdotto l’operatore differenziale secondo

L =
d2

dx2

opportunatamente definito in un dominio D di L2

([− π
ω

, π
ω

])
, avremo che

L é lineare e l’equazione diferenziale precedente assume la forma di una
equazione agli autovalori

Ly = −λy, y ∈ D
L’armonica di rango n, Fn(t) = An cos(nωt−ϕn), é pertanto un autovet-
tore di L corrispondente all’autovalore λ = n2ω2.

Considerata ora l’armonica semplice (6.32), in molti problemi fisici la quan-
tità A2

n/4 viene interpretata come “energia” dell’armonica in esame.

Osservato che

En :=
A2

n

4
=

a2
n + b2

n

4
e posto E0 :=

a2
0

8

potremo estendere la nozione di energia anche al caso in cui la f non sia neces-
sariamente reale. Infatti se lo sviluppo in serie di Fourier della f é rappresentato
dalla (3.1), considerata l’armonica semplice

Fn(t) = an cos(nωt) + bn sin(nωt)



114 CAPITOLO 6. SONC di Fourier

definiamo energia dell’armonica semplice , la quantità

(6.33) En :=
nω

4π

∫ π/ω

−π/ω

| Fn(t) |2 dt .

Non é difficile verificare che é:

En =
| an |2 + | bn |2

4
.

Per estensione definiamo energia della funzione periodica f la quantità

Ef :=
ω

4π

∫ π/ω

−π/ω

| f(t) |2 dt =
ω

4π
‖f‖2 .

Dall’uguaglianza di Parseval si ottiene:

Ef =
ω

4π
‖f‖2 =

=
ω

4π

{
| 〈e0|f〉 |2 +

∞∑
1

| 〈fn|f〉 |2 +
∞∑
1

| 〈gn|f〉 |2
}

=

=
ω

4π

{
π

2ω
| a0 |2 +

∞∑
1

π

ω
| an |2 +

∞∑
1

π

ω
| bn |2

}
=

∞∑
0

En

ossia l’energia totale della funzione f , periodica di periodo T = 2π
ω , é uguale

alla somma dell’energia delle singole armoniche componenti.

Esempio 6.4.3 La funzione definita su [−π, π] da:

f(t) =

{
0, t ∈ [−π, 0]

1, t ∈ [0, π]

é decomposta spettralmente nella serie di Fourier esponenziale

f(t) ' 1

2
+

1

πi

+∞∑
−∞

n dispari

1

n
einx .

Infatti:

c0 =
1

2π

∫ π

0

dt =
1

2

cn =
1

2π

∫ π

0

e−intdt =
1− einπ

2πni
=

{
0 n pari

1
πni

n dispari

¥

6.5 Equazioni differenziali e serie di Fourier

Consideriamo l’equazione differenziale alle derivate totali, non omogenea
a coefficienti costanti:

(6.34) y′′ + k0y
′ + ω2

0y = f

ove si suppone che f sia una funzione periodica, non necessariamente
sinusoidale.
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Osservazione 6.5.1 Nel caso di un circuito RLC disposto in serie,
abbiamo che l’equazione precedente assume la forma (k0 = R/L, ω0 =
1/
√

LC):

Ly′′ + Ry′ +
1

C
y = E(t)

avendo posto E(t) = Lf(t). Essa rappresenta un circuito RLC sottoposto

ad una forza elettromotrice esterna E = E(t) di tipo periodico.

Sappiamo che la soluzione generale della (6.34) é somma di una soluzione par-
ticolare più la soluzione generale dell’equazione differenziale omogenea associata.
Questa seconda soluzione però decresce rapidamente a zero per cui, in condizione
di regime, la soluzione generale coincide con la soluzione particolare.

Se la f é periodica di periodo T = 2π
ω e nell’intervallo di periodicità

[−π
ω , π

ω

]
é di classe L2

[−π
ω , π

ω

]
, avremo che

(6.35) f(t) '
∞∑
−∞

aneinωt

con

an =
√

ω

2π

〈√
ω

2π
einωx

∣∣∣ f(x)
〉

=
ω

2π

∫ π/ω

−π/ω

e−inωxf(x)dx

Facciamo l’ulteriore ipotesi che la convergenza della serie (6.35) ad f non solo
sia in media quadratica, ma anche uniforme; cioé che sia:

(6.36) f(t) =
∞∑
−∞

aneinωt, ∀ t ∈
(
−π

ω
,
π

ω

)

Ciò accade, ad esempio, se la f é assolutamente continua in
(−π

ω , π
ω

)
e la sua

derivata f ′ appartiene a L2

[−π
ω , π

ω

]
.

Ricerchiamo allora una soluzione particolare della (6.34) che sia anche
essa periodica di periodo 2π

ω e sviluppabile in serie di Fourier nell’intervallo[−π
ω , π

ω

]
:

(6.37) y(t) =
∞∑
−∞

cneinωt

ove in questa relazione i coefficienti cn sono incogniti.
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Supponiamo che y = y(t) sia tale che la serie possa essere derivata termine
a termine il numero necessario di volte:

y′(t) =
∞∑
−∞

inωcneinωt(6.38)

y′′(t) =
∞∑
−∞

−n2ω2cneinωt(6.39)

Sostituendo nella (6.34) avremo:

∞∑
−∞

(−n2ω2 + inωk0 + ω2
0)cneinωt =

∞∑
−∞

aneinωt

Da cui otteniamo:

cn =
1

(ω2
0 − n2ω2) + i(nωk0)

an

ossia

(6.40) cn =
1

(ω2
0 − n2ω2) + inωk0

· ω

2π

∫ π/ω

−π/ω

e−inωxf(x)dx

Riepilogando, la soluzione della (6.34) in condizioni di regime, sarà perciò:

y(t) =
∞∑
−∞

cneinωt =

=
∞∑
−∞

[
ω/2π

(ω2
0 − n2ω2) + inωk0

∫ π/ω

−π/ω

f(x)e−inωxdx

]
einωt

purché tale serie sia derivabile termine a termine due volte. Una condizione
sufficiente perché ciò accada é che la serie y(t) cos̀ı ottenuta, sia uniformemente
convergente.

Esempio 6.5.2 Si consideri la seguente onda triangolare

f(t) =

{
2A
T

t, 0 ≤ t ≤ T
2

2A
(
1− t

T

)
, T

2
≤ t ≤ T

Tenendo conto delle particolari simmetrie presentate dal problema, potremo consider-
are lo sviluppo in serie di Fourier della funzione pari:

f(t) =

{
ω
π

At, 0 ≤ t ≤ π
ω

= T
2

−ω
π

At, − π
ω
≤ t ≤ 0

Per la parità della f , avremo che nella (6.40) il termine

∫ π/ω

−π/ω

sin(nωx)f(x)dx = 0,
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e quindi rimane da considerare

∫ π/ω

−π/ω

cos(nωx)f(x)dx = 2

∫ π/ω

0

ωA

π
x cos(nωx)dx =

=
2A

n2πω

∫ π/ω

0

y cos ydy =

=
2A

n2πω

{
y sin y|nπ

0 −
∫ nπ

0

sin ydy

}
=

=
2A

n2πω
[cos(nπ)− 1] =

{
0, npari

− 4A
n2πω

, ndispari.

Pertanto la soluzione cercata é espressa da:

y(t) =

+∞∑
−∞

n dispari

− 2A

π2n2[(ω2
0 − n2ω2) + inωk0]

einωt

Posto
ξ = ω2

0 − n2ω2, e η = nωk0

avremo che l’armonica semplice di posto n é del tipo:

ϕn(t) = − 2A

(πn)2
1

ξ + iη
(cos(nωt) + i sin(nωt) =

= − 2A

(πn)2
ξ − in

ξ + iη
(cos(ωt) + i sin(nωt)

Da ciò segue che

Reϕn(t) = − 2A

(πn)2(ξ2 + η2)
[ξ cos(nωt) + η sin(nωt)]

Ricercando An, αn tali che

{
ξ = An cos αn

η = An sin αn,
avremo che

{
An =

√
ξ2

n + η2
n

tgαn = nωk0
ω2
0−n2ω2

per cui:

Reϕn(t) = − 2A

(πn)2
√

ξ2 + η2
cos(nωt− αn)

Pertanto, una soluzione particolare della nostra equazione differenziale é:

y(t) =

∞∑
−∞

a

(πn)2
√

(ω2
0 − n2ω2) + n2ω2k2

0

cos(nωt− αn)

con a = −2A. ¥





Capitolo 7

Operatori Unitari e
Antiunitari

7.1 Operatori isometrici, unitari e antiunitari

In questo paragrafo vogliamo analizzare la possibilità di identificare due diversi
spazi con prodotto interno tramite eventuali corrispondenze biunivoche, che
abbiano la caratteristica di “trasportare” dall’ uno all’altro degli spazi le varie
strutture: lineare, metrica, normata e cos̀ı via.

Teorema 7.1.1 Siano S1 ed S2 due spazi con prodotto interno, rispettivamente
〈·|·〉1 e 〈·|·〉2, entrambi complessi. Se U : S1 7→ S2 è un operatore lineare, le
seguenti proposizioni sono equivalenti:

(i) 〈Ux|Uy〉2 = 〈x|y〉1 per ogni x, y ∈ S1

(ii) ‖Ux‖2 = ‖x‖1 per ogni x ∈ S1

(iii) ‖Ux− Uy‖2 = ‖x− y‖1 per ogni x, y ∈ S1

Dimostrazione. Supposto che sia vera la (i), allora prendendo y = x avremo
che ‖Ux‖22 = ‖x‖21 ossia la (ii). Dalla (ii) segue che ‖U(x− y)‖2 = ‖x− y‖1 per
ogni x, y ∈ S1 e, dalla additività di U , segue che ‖Ux − Uy‖2 = ‖x − y‖1. La
(iii) implica la (ii) se si assume come caso particolare y = 0. Supposto ora che
la (ii) sia vera consideriamo

(1) 〈U(x + y)|U(x + y)〉2 = ‖Ux‖22 + 〈Ux|Uy〉2 + 〈Uy|Ux〉2 + ‖Uy‖22

(2) 〈x + y|x + y〉1 = ‖x‖21 + 〈x|y〉1 + 〈y|x〉1 + ‖y‖21
Essendo per ipotesi ‖U(x + y)‖22 = ‖x + y‖21 ne segue che

‖Ux‖22 + 〈Ux|Uy〉2 + 〈Uy|Ux〉2 + ‖Uy‖22
= ‖x‖21 + 〈x|y〉1 + 〈y|x〉1 + ‖y‖21

ovvero, sempre per l’ipotesi (ii) che

(3) 〈Ux|Uy〉2 + 〈Uy|Ux〉2 = 〈x|y〉1 + 〈y|x〉1
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Un analogo calcolo nel caso del vettore x + iy conduce al risultato

‖Ux‖22 + i 〈Ux|Uy〉2 − 〈Uy|Ux〉2 + ‖Uy‖22
= ‖x‖21 + i 〈x|y〉1 − 〈y|x〉1 + ‖y‖21

da cui segue

(4) i 〈Ux|Uy〉 − i 〈Uy|Ux〉 = i 〈x|y〉 − i 〈y|x〉
Moltiplicando la (4) per −i e sommando il risultato cos̀ı ottenuto alla (3)
ricaviamo che 〈Ux|Uy〉2 = 〈x|y〉1. ¤

Con procedimenti analoghi a quelli usati nel teorema 7.1.1 si ottiene il
seguente risultato

Teorema 7.1.2 Sia U : S1 7→ S2 un operatore antilineare, allora sono equiv-
alenti le proposizioni:

(i) 〈Ux|Uy〉2 = 〈x|y〉1 per ogni x, y ∈ S1

(ii) ‖Ux‖2 = ‖x‖1 per ogni x ∈ S1

(iii) ‖Ux− Uy‖2 = ‖x− y‖1 per ogni x, y ∈ S1

Osservazione 7.1.3 Ricordando che in uno spazio lineare normato la
distanza indotta dalla norma è definita nel seguente modo:

d(x, y) = ‖x− y‖
avremo che le proposizioni (iii) dei teoremi precedenti si possono scrivere
nella forma

(iii-a) d2(Ux, Uy) = d1(x, y) per ogni x, y ∈ S1

Proposizione 7.1.4 Se U soddisfa la (iii-a), essa è una applicazione iniettiva
da S1 in S2.

Dimostrazione. Sia Ux = Uy allora d2(Ux, Uy) = 0 per le proprietà della
distanza e perciò 0 = d2(Ux, Uy) = d1(x, y) per la (iii-a) e da questo risultato
segue x = y. ¤

Definizione 7.1.5 Un operatore lineare (antilineare) U : S1 → S2 si dice
isometria (antisometria) se soddisfa la (iii-a). Se U è in più una applicazio-
ne suriettiva allora esso viene chiamato operatore unitario (antiunitario) da S1

su S2.

Osservazione 7.1.6 Se S1, S2 sono due spazi con prodotto interno
complessi e finito-dimensionali, allora ogni operatore U : S1 → S2 isomet-
rico (antiisometrico) sarà necessariamente unitario (antiunitario) da S1 su
S2.

Infatti basterà ricordarsi che una applicazione lineare (antilineare) iniet-
tiva fra due spazi lineari di dimensione finita è necessariamente suriettiva.
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Dalla definizione precedente si ha che, ovviamente, ogni operatore unitario
è anche isometrico, però non tutte le isometrie sono operatori unitari, anche nel
caso in cui S1 = S2.

Esempio 7.1.7 Operatore di shift
Un esempio di operatore isometrico ma non unitario è il cosiddetto operatore di shift

definito nel seguente modo: siaH uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale complesso
e separabile e {un : n ∈ N} un suo sonc, consideriamo l’operatore S : H → H definito
da

S(x) :=

∞∑
n=1

〈un|x〉un+1

(La definizione è ben posta in virtù del teorema di Fisher-Riesz 4.1.1 a pag. 59). La
linearità di S è ovvia conseguenza della linearità a destra del prodotto interno, inoltre
l’operatore è isometrico essendo ‖S(x)‖2 =

∑∞
1 |〈un|x〉|2 = ‖x‖2.

Questo operatore non è però suriettivo, in quanto se esistesse x0 ∈ H tale che
S(x0) = u1 dovremmo avere u1 = 〈u1|x0〉u2 + 〈u2|x0〉u3 + ... e quindi 〈un|x〉 = 0 per
ogni n, da cui seguirebbe x0 =

∑∞
1 〈un|x〉un = 0 e perciò 0 = S(x0) = u1 contro il

fatto che ‖u1‖ = 1. ¥

Esempio 7.1.8 Daremo ora un esempio di operatore unitario la cui definizione è
abbastanza simile a quella del precedente esempio ed è ben posta in virtù del teorema di
Fisher-Riesz. Siano H1 ed H2 due spazi di Hilbert complessi e separabili, {un : n ∈ N}
un sonc di H1 e {vn : n ∈ N} un sonc di H2, allora l’operatore U : H1 7→ H2 definito
da

U(x) =

∞∑
n=1

〈un|x〉 vn

è unitario. Infatti, la linearità di U è ovvia, mentre dalla

‖U(x)‖2 =

∞∑
n=1

| 〈un|x〉 |2= ‖x‖2

segue immediatamente l’isometria di U . Preso y ∈ H2, dall’ipotesi che {vn : n ∈ N} è
un sonc di H2 si ottiene che y =

∑∞
1 〈vn|y〉 vn e posto x =

∑∞
1 〈vn|y〉un, si ha che x

è un vettore di H1 per il teorema di Fisher-Riesz. Inoltre

U(x) =
∑

j

〈
uj

∣∣∣
∑

n

〈vn|y〉un

〉
vn =

∞∑
n=1

〈vn|y〉 vn = y

e perciò U è suriettivo. ¥

Esempio 7.1.9 Operatore di coniugazione complessa.
Sia E(Rn) un qualsiasi spazio con prodotto interno di tipo funzionale. Si consideri

l’operatore, chiamato operatore di coniugazione complessa

k : E(Rn) → E(Rn)

definito da
k(ψ) = ψ

Esso è ovviamente antilineare e suriettivo e in più soddisfa la condizione

‖k(ψ)‖2 =

∫

Rn

| k(ψ) |2=
∫

Rn

| ψ |2=
∫

Rn

| ψ |2= ‖ψ‖2

Pertanto, l’operatore di coniugazione complesso è antiunitario. ¥
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Se U : S1 → S2 è un operatore unitario potremo identificare lo spazio
con prodotto interno S1 con lo spazio con prodotto interno S2, tramite la
corrispondenza biunivoca U , secondo il seguente schema:

S1 ≡ S2

x ←→ Ux

x + y ←→ Ux + Uy

αx ←→ αUx

Infatti la struttura di spazio vettoriale viene trasportata per linearità tramite U
da S1 su S2. La norma di un elemento di S1 è uguale alla norma del corrispon-
dente elemento secondo U in S2 e la distanza fra due qualsiasi elementi di S1 è
uguale alla distanza fra i corrispondenti elementi di S2. In simboli,

‖x‖1 = ‖Ux‖2(7.1)
d1(x, y) = d2(Ux,Uy)(7.2)

Infine, viene conservato il prodotto interno

(7.3) 〈x|y〉1 = 〈Ux|Uy〉2
Per queste proprietà gli operatori unitari sono chiamati isomorfismi fra spazi
con prodotto interno.

Analoghe considerazioni si possono fare per gli operatori antiunitari, i quali
sono ancora delle corrispondenze biunivoche che permettono di identificare S1

con S2, però in questo caso la struttura vettoriale di S1 viene trasportata
antilinearmente su S2:

S1 ≡ S2

x ←→ Ux

x + y ←→ Ux + Uy

αx ←→ αUx

le norme e le distanze vengono ancora preservate

‖x‖1 = ‖Ux‖2(7.1a)
d1(x, y) = d2(Ux,Uy)(7.2a)

però per il prodotto interno vale la proprietà

(7.3a) 〈x|y〉1 = 〈Ux|Uy〉2
Per questo motivo un operatore antiunitario viene anche chiamato antiiso-

morfismo fra spazi con prodotto interno.

Definizione 7.1.10 Due spazi con prodotto interno S1 ed S2 si diranno iso-
morfi (antiisomorfi) se esiste un isomorfismo (antiisomorfismo) U : S1 7→ S2

fra di essi.
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Proposizione 7.1.11 Se U : S1 7→ S2 è un operatore unitario (antiunitario),
allora esso ammette operatore inverso U−1 : S2 → S1 tale che:

(i) U ◦ U−1 = IS2 , U−1 ◦ U = IS1

(ii) U−1 è unitario (antiunitario).

Dimostrazione. La (i) è una banale conseguenza del fatto che U è una bi-
iezione da S1 su S2. Dal fatto che U è unitario abbiamo che ‖Ux‖2 = ‖x‖1
per ogni x ∈ S1. Sia y ∈ S2 tale che Ux = y allora x = U−1y e perciò
‖U−1y‖1 = ‖U(U−1y)‖2 = ‖y‖2 per ogni y ∈ S2. Pertanto U−1 è unitario.
Analogamente si procede nel caso di U antiunitario. ¤

Osservazione 7.1.12 Se U : S1 → S2 è un operatore isometrico non
suriettivo i due spazi S1 ed S2 non risulteranno isomorfi. Comunque se
consideriamo il sottinsieme U(S1) di S2 sappiamo che esso è una varietà
lineare di S2 la quale risulta essere uno spazio con prodotto interno qualora
la si munisca della restrizione del prodotto interno definito su S2.

In questo caso l’operatore Û : S1 7→ U(S1), definito nel seguente modo

Û(x) := U(x), ∀x ∈ S1

è un operatore unitario che rende isomorfi gli spazi con prodotto interno
S1 ed U(S1).

In grafico,

S1

U

''OOOOOOOOOOOOOOO
Û // U(S1)

id

²²
S

Nel seguito, quando non comporterà ambiguità, useremo indicare l’opera-
tore Û ancora col simbolo U .

Due spazi con prodotto interno S1 ed S2 possono essere isomorfi pur essendo S2

un sottinsieme proprio di S1 (o viceversa).

Esempio 7.1.13 Si consideri l’operatore s : l2 → l2 definito da

s({x1, x2, . . . , xn, . . .}) := {0, x1, x2, . . . , xn, . . .}

Questo operatore è lineare ed isometrico, come è facile verificare. Esso però non è
suriettivo. Se però consideriamo il sottospazio di l2 definito da

s(l2) := {{xn : n ∈ N} ∈ l2 : x1 = 0}

si ottiene che l’operatore s : l2 → s(l2) cos̀ı ottenuto è un operatore unitario fra gli
spazi con prodotto interno l2 e s(l2), che perciò risulteranno essere isomorfi fra di loro
pur essendo s(l2) ⊂ l2; ciò non di meno i due spazi potranno ritenersi identificabili per
ciò che riguarda tutte le proprietà di spazio con prodotto interno.

In particolare ogni successione {xn : n ∈ N} ⊆ l2 è convergente in l2 se e solo
se la corrispondente successione {s(xn) : n ∈ N} è convergente in s(l2) e un’analoga
proprietà è vera per le successioni di Cauchy. Da ciò segue che s(l2) è completo, e
perciò è uno spazio di Hilbert.
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Facciamo notare che l’operatore isometrico s : l2 → l2 ora considerato è l’operatore
di shift nel caso di l2, qualora si consideri il sonc canonico di l2, {en : n ∈ N}. Infatti,
se x = {xn : n ∈ N} ∈ l2, allora l’operatore s : l2 → l2 che abbiamo ora introdotto si
può porre nella forma

s(x) := {0, x1, x2, ...} = 0e1 + x1e2 + x2e3 + ... =

∞∑
n=1

〈
e

n
|x

〉
en+1

¥

Proposizione 7.1.14 Sia U : S1 → S2 un operatore unitario. Se {uα : α ∈ A}
è un sonc di S1 allora {Uuα : α ∈ A} è un sonc di S2.

Dimostrazione. Essendo 〈Uuα|Uuβ〉 = 〈uα|uβ〉, dall’ipotesi che {uα} è un son
segue che pure {Uuα} è un son. D’altra parte consideriamo un generico y ∈ S2

e sia x ∈ S1 l’unico elemento tale che Ux = y, allora

Σ | 〈Uuα|y〉 |2 = Σ | 〈Uuα|Ux〉 |2= Σ | 〈uα|x〉 |2
= ‖x‖2 = ‖Ux‖2 = ‖y‖2

e perciò {Uuα} è un sonc in S2. ¤

Esempio 7.1.15 Nello spazio di Hilbert L2([0, 1]), fissato ω ∈ R si consideri l’ope-
ratore lineare

Uω : L2([0, 1]) → L2([0, 1]), f → Uωf

definito dalla legge
(Uωf)(x) := eiωxf(x)

Chiaramente questa definizione è ben posta e in più

‖Uωf‖2 =

∫ 1

0

| Uωf |2=
∫ 1

0

∣∣∣eiωxf(x)
∣∣∣
2

dx

=

∫ 1

0

| f |2= ‖f‖2, per ogni f ∈ L2([0, 1])

ovvero Uω è una isometria. D’altra parte, per ogni h ∈ L2([0, 1]) esiste f(x) =
e−iωxh(x) tale che Uωf = h e perciò Uω è suriettiva. Da queste due proprietà ri-
caviamo che Uω è un operatore unitario su L2([0, 1]) avente come operatore unitario
inverso (Uω)−1 = U−ω. Poichè abbiamo visto che {e2πinx : n ∈ Z} è un sonc in
L2([0, 1]), dalla proposizione 7.1.14 segue che {Uωe2πinx = ei(ω+2πn)x : n ∈ Z} è un
sonc in L2([0, 1]) qualunque sia ω ∈ R. ¥

Osservazione 7.1.16 Si osservi che ogni operatore isometrico è neces-
sariamente continuo in quanto dalla

‖Ux− Ux0‖2 = ‖x− x0‖1
segue che per x → x0 si ha che U(x) → U(x0). Pertanto, la propo-
sizione 7.1.14 assicura che ogni operatore unitario (e quindi lineare e con-
tinuo) trasforma sonc in sonc. A questa propietà corrisponde una sorta
di viceversa nel caso però di spazi di Hilbert.

Proposizione 7.1.17 Siano S1 e S2 due spazi con prodotto interno e U : S1 7→
S2 un operatore lineare e continuo. Se esiste un sonc {uα : α ∈ A} in S1 tale
che {Uuα : α ∈ A} risulta essere un sonc in S2 allora U è isometrico.

Se H1 e H2 sono due spazi di Hilbert, nelle precedenti ipotesi risulta che U
è unitario.
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Dimostrazione. Preso x ∈ S1 abbiamo che x = Σ 〈uα|x〉uα da cui, per la
continuità (sequenziale) di U , segue che Ux = Σ 〈uα|x〉Uuα. Perciò, dalla

‖Ux‖2 =
〈
Σ 〈uα|x〉Uuα

∣∣∣ Σ 〈uβ |x〉Uuβ

〉
= Σ〈uα|x〉 〈uα|x〉 = ‖x‖2

ricaviamo che U è una isometria.
Supponiamo ora che gli spazi in questione siano di Hilbert. Allora, fissato

y ∈ H2, sappiamo che Σ | 〈Uuα|y〉 |2 è convergente in R e perciò, per il teorema
di Fisher-Riesz, sarà convergente in H1 la serie Σ 〈Uuα|y〉uα =: x ∈ H1.
Da ciò segue che Ux = U(Σ 〈Uuα|y〉uα) = Σ 〈Uuα|y〉Uuα = y, ove la seconda
uguaglianza è conseguenza della continuità (sequenziale) di U , mentre la terza
uguaglianza è conseguenza dell’ipotesi che {Uuα} sia un sonc in H2. Abbiamo
cos̀ı ottenuto che U è suriettiva. ¤

Corollario 7.1.18 Siano H1 e H2 due spazi di Hilbert di uguale dimensione
ortogonale. Se {uα : α ∈ A} è un sonc di H1 e {vα : α ∈ A} è un sonc di H2,
allora l’applicazione U : H1 7→ H2 definita da

U(x) =
∑

α∈A

〈uα|x〉 vα

è un operatore unitario.

Dimostrazione. Dalla definizione di U segue immediatamente la linearità.
Inoltre

‖U(x)‖2 =
∑

α∈A

| 〈uα|x〉 |2= ‖x‖2

implica la isometria e quindi la continuità di U . Essendo U(uα) = vα, dalle
ipotesi che {uα} e {vα = Uuα} sono dei sonc e dalla proposizione 7.1.17 segue
la unitarietà dell’operatore U . ¤

Proposizione 7.1.19 Sia U : S1 7→ S2 un operatore unitario o antiunitario.
Se V è una varietà lineare di S1 allora U(V) è una varietà lineare di S2. Se
M è un sottospazio di S1 allora U(M) è un sottospazio di S2. In particolare
se Ψ è un sottospazio monodimensionale di S1 allora U(Ψ) è un sottospazio
monodimensionale di S2.

Dimostrazione. Sia U antiunitario (una analoga dimostrazione si può fare
nel caso di un operatore unitario). Se x2, y2 ∈ U(V) allora esisteranno x1 =
U−1(x2) e y1 = U−1(y2), entrambi in V. Dall’ipotesi che V è una varietà lineare
di S1 ne segue che x1 + y1 ∈ V e perciò

U(x1 + y1) ∈ U(V)

Ma U(x1 + y1) = U(x1) + U(y1) = U(U−1x2) + U(U−1y2) = x2 + y2 e perciò
x2 + y2 ∈ U(V). D’altra parte, se α ∈ C e x2 ∈ U(V), posto x1 = U−1x2 ∈ V,
avremo che αx1 ∈ V e perciò U(αx1) ∈ U(V), ma U(αx) = αU(x1) = αx2 e
quindi αx2 ∈ U(V).

Se M è un sottospazio di S1, per quanto ora dimostrato, U(M) sarà una
varietà lineare di S2. Sia ora {x′′n : n ∈ N} una successione in U(M) convergente
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ad un elemento x′′ ∈ S2. Consideriamo la successione {x′n = U−1(x′′n) : n ∈ N}
in M e poniamo x′ = U−1(x′′). Poichè ‖x′n − x′‖ = ‖U−1(x′′n) − U−1(x′′)‖ =
‖x′′n − x′′‖ avremo che lim x′n = x′. Ma essendo M chiuso, non potrà che essere
x′ ∈ M, da cui segue che x′′ = U(x′) ∈ U(M), ovvero pure U(M) è chiuso.
L’ultima proprietà è banale. ¤

7.1.1 Trasformazioni ortogonali e isometriche in spazi con
prodotto interno reali

Se S1 e S2 sono due spazi con prodotto interno, entrambi reali, in analogia con
quanto visto nel teorema 7.1.1, si può dimostrare che le seguenti proposizioni
sono equivalenti:

(1-a) 〈Ux|Uy〉2 = 〈x|y〉1 per ogni x, y ∈ S1

(1-b) ‖Ux‖2 = ‖x‖1 per ogni x ∈ S1

(1-c) d2(Ux, Uy) = d1(x, y) per ogni x, y ∈ S1

In questo caso specifico, se l’operatore U soddisfa una delle precedenti con-
dizioni diremo che esso è isometrico, mentre un operatore fra due spazi con
prodotto interno reale isometrico e suriettivo si chiamerà operatore ortogonale.
Due spazi con prodotto interno reali si diranno ortogonalmente isomorfi se esiste
un operatore ortogonale che mappa uno degli spazi sull’altro.

Esempio 7.1.20 La rotazione in R2 di un angolo θ attorno all’origine è un operatore
ortogonale da R2 su R2.

Infatti, sia Rθ : R2 → R2 l’operatore di rotazione in R2 di un angolo θ definito
dalla matrice

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

ossia

Rθ

(
a
b

)
=

(
a cos θ − b sin θ
a sin θ + b cos θ

)

Esso è un operatore lineare soddisfacente la condizione

〈
Rθ

(
a1

a2

) ∣∣∣ Rθ

(
b1

b2

) 〉

=
〈 (

a1 cos θ − a2 sin θ
a1 sin θ + a2 cos θ

) ∣∣∣
(

b1 cos θ − b2 sin θ
b1 sin θ + b2 cos θ

) 〉
=

= a1b1 cos2 θ − a1b2 cos θ sin θ − a2b1 sin θ cos θ + a2b2 sin2 θ+

+ a1b1 sin2 θ + a1b2 cos θ sin θ + a2b1 cos θ sin θ + a2b2 cos2 θ =

= a1b1 + a2b2 =
〈 (

a1

a2

) ∣∣∣
(

b1

b2

) 〉

¥
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Esempio 7.1.21 La riflessione di R2 rispetto a una retta l passante per l’origine è
un operatore ortogonale da R2 su R2. Sia l la retta passante per l’origine e ul ∈ l un

vettore di norma unitaria, ‖ul‖ = 1, su l. Per ogni vettore x ∈ R2, la sua proiezione
su l è definita come il vettore xl = 〈ul|xl〉ul. Indicata con Rl(x) la riflessione di x
rispetto alla retta l, poichè (vedi fig.1), xl = 1

2
(x + Rl(x)), avremo che

Rl(x) = 2xl − x = 2 〈ul|x〉ul − x

Pertanto, la riflessione dei vettori di R2 rispetto a l è data dall’operatore

Rl : R2 → R2

definito da

Rl(x) = 2 〈ul|x〉ul − x

Questo operatore è ovviamente lineare, stante la linearità a destra del prodotto interno,
e in più

〈
Rl(x)

∣∣∣ Rl(y)
〉

=
〈
2 〈ul|x〉ul − x

∣∣∣ 2
〈
ul|y

〉
ul − y

〉

= 4 〈ul|x〉
〈
ul|y

〉− 2 〈ul|x〉
〈
ul|y

〉− 2
〈
ul|y

〉 〈x|ul〉+
〈
x|y〉

=
〈
x|y〉

Si osservi che, se il vettore unitario ul che determina l forma un angolo α rispetto
all’asse e1, allora ul = (cos α, sin α) e quindi per ogni x = (a, b) avremo che

Rl(a, b) = 2
〈
(cos α, sin α)

∣∣∣ (a, b)
〉
(cos α, sin α)− (a, b) =

= 2(a cos α + b sin α)(cos α, sin α)− (a, b) =

= (2a cos2 α + 2b sin α cos α− a, 2a cos α sin α + 2b sin2 α− b)

Tenuto conto che

a cos 2α + b sin 2α = a(cos2 α− sin2 α) + 2b sin α cos α

= a(2 cos2 α− 1) + 2b sin α cos α,

a sin 2α− b cos 2α = 2a cos α sin α + 2b sin2 α− b

potremo concludere che

Rl

(
a
b

)
=

(
a cos 2α + b sin 2α
a sin 2α− b cos 2α

)
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da cui si ottiene la forma esplicita della matrice rappresentativa di questo operatore,
che potremo indicare con Rα, intendendo con α l’angolo che la linea l, rispetto alla
quale si opera la trasformazione di riflessione, forma con l’asse e1:

Rα =

(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)

¥

Nel caso degli operatori ortogonali vale la analoga della proposizione 7.1.14.

Proposizione 7.1.22 Se U : S1 → S2 è un operatore ortogonale e suriettivo
allora esso trasforma sonc di S1 in sonc di S2.

Esempio 7.1.23 Consideriamo i due operatori in R2 ortogonali: di rotazione di un
angolo θ, Rθ, e di riflessione attorno alla retta di angolo α, Rα. La base ortogonale
canonica verrà in questo caso trasformata nei due sonc di R2

Rθ

(
1
0

)
=

(
cos θ
sin θ

)
Rθ

(
0
1

)
=

(− sin θ
cos θ

)

Rα

(
1
0

)
=

(
cos 2α
sin 2α

)
Rα

(
0
1

)
=

(
sin 2α

− cos 2α

)

se, come caso particolare, prendiamo α = θ
2

avremo che

R θ
2

(
1
0

)
=

(
cos θ sin θ

)
R θ

2

(
0
1

)
=

(
sin θ

− cos θ

)

Poichè abbiamo visto che in R2 i sonc possono assumere soltanto una delle due forme
canoniche, per un certo angolo θ,

(I) {(cos θ, sin θ), (− sin θ, cos θ)}

(II) {(cos θ, sin θ), (sin θ,− cos θ)}

Potremo concludere che: i sonc di tipo (I) sono ottenibili dal sonc canonico tramite
una rotazione di angolo θ attorno all’origine; i sonc di tipo (II) sono ottenibili dal sonc
canonico tramite una riflessione rispetto ad una retta l formante un angolo θ

2
rispetto

all’asse e1. ¥

Teorema 7.1.24 Se U : R2 → R2 è un operatore ortogonale, allora esso è o
una rotazione o una riflessione.

Dimostrazione. Se U =
(

a c
b d

)
è un operatore ortogonale su R2, esso trasfor-

ma il sonc canonico {e1, e2} nel sonc α = {(a, b), (c, d)}, e quindi esisterà un
angolo ϕ tale che

α = {(cos ϕ, sin ϕ),±(− sinϕ, cosϕ)} = {(a, b), (c, d)}

Assumendo il segno + avremo che

(1) U+ =
(

cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

)
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ovvero U+ è la rotazione attorno all’origine di un angolo ϕ.
Assumendo il segno − avremo che

(2) U− =
(

cos ϕ sin ϕ
sin ϕ − cos ϕ

)

ovvero U− è la riflessione lungo la retta passante per l’origine e formante un
angolo ϕ/2 rispetto all’asse e1. ¤

Proposizione 7.1.25 Se U : R2 → R2 è un operatore ortogonale, allora

det U = ±1

In particolare,

(i) se U+ è una rotazione, allora det U+ = +1,

(ii) se U− è una riflessione, allora det U− = −1.

L’insieme degli operatori ortogonali è un gruppo rispetto al prodotto di com-
posizione, coincidente proprio con il gruppo ortogonale O(2;R), (!!!vedi para-
grafo 1.3, capitolo 2), di cui l’insieme delle rotazioni è il sottogruppo speciale
ortogonale SO(2;R).

Dimostrazione. Le (i) e (ii) sono banali conseguenze delle (1) e (2), da cui si
ottiene che det U+ = 1 e det U− = −1. Inoltre, dalla forma stessa delle matrici
(1) e (2) segue immediatamente che (U±)t = (U±)−1, concludendo che tutte le
rotazioni (1) e tutte le riflessioni (2) appartengono al gruppo ortogonale O(2;R).

Le matrici A =
(

a b
c d

)
del gruppo ortogonale O(2;R) soddisfano le con-

dizioni
At = A−1 e det A = ±1

Poichè

At =
(

a c
b d

)
A−1 =

1
ad− bc

(
d −b

−c a

)

La condizione At = A−1 si riconduce alla uguaglianza fra matrici
(

a c
b d

)
=

1
detA

(
d −b

−c a

)
= ±

(
d −b

−c a

)

che impone le seguenti uguaglianze

det(A) =ad− bc = +1 det(A−1) =ad− bc = −1
a = d a = −d

b = −c b = c

da cui si ottengono le

det(A) = +1 det(A−1) = −1

a2 = ad a2 = −ad

b2 = −bc b2 = bc

ab = −cd ab = −cd
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ricavando dalle prime tre uguaglianze di ogni colonna che

1 = det(A) = ad− bc = a2 + b2 − 1 = det(A) = ad− bc = −(a2 + b2)

ovvero, in entrambi i casi si ha a2+b2 = 1. Tenuto conto ora che, se x = (x1, x2)
allora

‖Ux‖2 = (a2 + c2)x1
2 + 2(ab + cd)x1x2 + (b2 + d2)x2

2 =

= (a2 + b2)(x1
2 + x2

2) + 2(ab + cd)x1x2 = x1
2 + x2

2 = ‖x‖2

otteniamo che ogni matrice del gruppo O(2;R) è un operatore ortogonale. Potremo

quindi concludere che il gruppo ortogonale O(2;R) è dato da

O(2;R) =
{
U : R2 → R2 | lineare,

〈
Ux|Uy

〉
=

〈
x|y〉 ∀ x, y ∈ R2

}

Dalla (1) otteniamo, in particolare, che il gruppo speciale ortogonale SO(2;R),
sottogruppo di O(2;R),

SO(2;R) = {U+ ∈ O(2;R) : det U+ = +1}

è il gruppo delle rotazioni di R2.
Tenendo conto che det(A ◦B) = det(A) det(B), abbiamo che

(i) la composizione di due rotazioni è una rotazione,

(ii) la composizione di due riflessioni è una rotazione,

(iii) la composizione di una rotazione con una riflessione o, viceversa, di una
riflessione con una rotazione è una riflessione.

In particolare, Se U ′
−, U ′′

− sono due riflessioni, ovvero due elementi di O(2;R)
tali che det U ′

− = det U ′′
− = −1, allora U ′

− ◦ U ′′
− e U ′′

− ◦ U ′
− ∈ SO(2;R) sono due

rotazioni. Precisamente, se

U ′
− =

(
cosϕ1 sin ϕ1

sin ϕ1 − cos ϕ1

)
U ′′
− =

(
cosϕ2 sin ϕ2

sin ϕ2 − cos ϕ2

)

U ′
− ◦ U ′′

− =
(

cos ϕ1 cos ϕ2 + sin ϕ1 sinϕ2 cosϕ1 sinϕ2 − sin ϕ1 cos ϕ2

cos ϕ2 sin ϕ1 − cosϕ1 sinϕ2 sin ϕ1 sin ϕ2 + cos ϕ1 cos ϕ2

)

=
(

cos(ϕ1 − ϕ2) − sin(ϕ1 − ϕ2)
sin(ϕ1 − ϕ2) cos(ϕ1 − ϕ2)

)

ossia
(
U ′
− ◦ U ′′

−
)

è la rotazione dell’angolo (ϕ1 − ϕ2) attorno all’origine. ¤



Capitolo 8

Due casi notevoli di
rappresentazioni unitaria e
antiunitaria

8.1 Rappresentazione matriciale di Heisenberg

Daremo ora un procedimento standard per rappresentare ogni spazio con prodot-
to interno infinito-dimensionale sotto forma di opportune matrici ad infinite
righe ed una colonna. Tratteremo esplicitamente il caso di uno spazio con
prodotto interno complesso e separabile, infinito-dimensionale, ma la generaliz-
zazione di questo procedimento al caso di uno spazio di Hilbert qualsiasi o di
uno spazio con prodotto interno con almeno un sonc, é immediata.

Sia allora S uno spazio con prodotto interno complesso e separabile e α =
{un : n ∈ N} un generico sonc ordinato di S, che riterremo fissato una volta per
tutte, e si consideri l’operatore

Uα : S 7→ l2

definito asociando ad ogni vettore x si S la successione dei coefficienti di Fourier
di x rispetto ad α:

(8.1) Uα(x) = {〈un|x〉 : n ∈ N}

Chiaramente Uα(x) ∈ l2 in quanto la serie Σ | 〈un|x〉 |2 é convergente. L’opera-
tore in esame é lineare essendo

Uα(x + y) = {〈un|x + y〉 : n ∈ N}
= {〈un|x〉 : n ∈ N}+ {〈un|y〉 : n ∈ N} = Uα(x) + Uα(y)

e analogamente Uα(λx) = λUα(x).
L’isometria di questo operatore segue dal fatto che

‖Uα(x)‖l2 =
√∑

n∈N
| 〈un|x〉 |2 = ‖x‖S
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ove la prima uguaglianza esprime l’usuale definizione della norma in l2 mentre
l’ultima uguaglianza é nient’altro che l’uguaglianza di Parseval relativa al sonc
α = {un : n ∈ N}.

Facciamo osservare che se S non é completo in norma (ossia non é uno spazio
di Hilbert) allora certamente Uα non é un operatore unitario.

Infatti, sappiamo che l2 é uno spazio di Hilbert e, se U fosse unitario, la
stretta identificazione operata da questo operatore fra S e l2, non solo dal pun-
to di vista insiemistico ma anche dal punto di vista delle proprietà metriche,
imporrebbe la proprietà di completezza anche ad S.

Proposizione 8.1.1 Se Hé uno spazio di Hilbert, separabile e infinito-dimen-
sionale, l’operatore Uα : H 7→ l2 definito dalla (8.1) é un operatore unitario.

Dimostrazione. Per dimostrare l’unitarietà della isometria Uα basterà veri-
ficare che essa é suriettiva. Sia allora {λn : n ∈ N} una successione in l2, ossia
tale che Σ | λn |2< +∞, e si consideri il vettore x := Σλnun, che é un elemento
di H in virtù del teorema di Fisher-Riesz. Chiaramente Uα(x) = {〈un|x〉 : n ∈
N} = {λn : n ∈ N}. ¤

Abbiamo visto che se H é uno spazio di Hilbert separabile allora Uα é un
operatore unitario che permette la identificazione

Uα

H ≡ l2
x ←→ {〈un|x〉}

Se S non é completo potremo considerare la varietà lineare Uα(S) ⊆ l2, che
é a sua volta uno spazio con prodotto interno indotto da S, e quindi potremo
considerare l’operatore, che indicheremo ancora con Uα, definito nel seguente
modo:

Uα : S 7→ Uα(S) ⊆ l2, x 7→ U(x) := {〈un|x〉 : n ∈ N}
Uα é ora un operatore unitario, e perciò un isomorfismo lineare, fra gli spazi S
e Uα(S) secondo lo schema

S Uα // Uα(S)

Â ?
l2

Per motivi che saranno chiariti nel seguito, a volte useremo indicare l’ele-
mento Uα(x) ∈ l2 sotto forma di matrice colonna ad infinite numerabili righe e
lo denoteremo anche col simbolo xα:

xα := Uα(x) =




〈u1|x〉
〈u2|x〉

...
〈un|x〉

...
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Proposizione 8.1.2 Lo spazio con prodotto interno Uα(S) é denso in l2.

Dimostrazione. Sia {λn : n ∈ N} ∈ l2, ossia tale che
∑ | λn |2< +∞, e si

consideri la successione {xn : n ∈ N} contenuta in S e i cui elementi sono dati
da

xn =
n∑

i=1

λiui.

Chiaramente Uα(xn) = {λ1, λ2, ..., λn, 0, 0, ..., 0, ...} ∈ Uα(S) ed in più

lim Uα(xn) = {λn : n ∈ N}

¤

Da quest’ultimo risultato potremo concludere con la seguente affermazione
Se S é uno spazio non completo si può sempre costruire la coppia (l2, Uα) che

risulta essere un completamento di S, ossia tale da soddisfare le condizioni:

(i) Uα : S 7→ l2 é una isometria,

(ii) Uα(S) = l2

Osservazione 8.1.3 Le considerazioni fatte nel caso della rappresen-
tazione matriciale di uno spazio separabile e infinito-dimensionale sono
facilmente estendibili nel caso di un qualsiasi spazio infinito-dimensionale
che ammette almeno un sonc α = {uj : j ∈ J}, ove J é una famiglia
di indici totalmente ordinata con cardinalità non necessariamente uguale
a quella del numerabile. Indichiamo con l2(J) lo spazio di Hilbert delle
successioni J → C a quadrato sommabile, Introdotto l’operatore

Uα : S 7→ l2(J)

definito dalla legge

Uα(x) := {〈uj |x〉 : j ∈ J}
questo operatore risulta essere una isometria, in generale non suriettiva,
al quale sono applicabili i risultati ottenuti nel presente paragrafo.

8.1.1 Caso finito-dimensionale

Se S é finito-dimensionale con dim(S) = n sappiamo che S é uno spazio di
Hilbert e che un sonc può essere ottenuto da una base lineare mediante il pro-
cedimento di Gram-Schmidt. Indicato con α = {u1, u2, ..., un} un tale sonc,
l’operatore

Uα : S → Cn

definito da Uα(x) = {〈u1|x〉 , 〈u2|x〉 , .., . . . , 〈un|x〉} é un operatore unitario che
permette l’identificazione S ≡ Cn.
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8.2 Completamento di uno spazio con prodotto
interno

Nelle questioni di carattere teorico, uno spazio con prodotto interno che é anche
completo in norma é molto più maneggevole di uno spazio non completo. Infat-
ti, nel caso di uno spazio completo tutti i problemi che coinvolgono questioni di
convergenza di una successione possono essere affrontati analizzando il compor-
tamento intrinseco della successione indipendentemente dal conoscere o meno il
limite cui eventualmente la successione converge, limite che in molti casi pratici
non é sempre di facile individuazione.

Poiché nozioni importanti quali la chiusura di un insieme, la densità di un
insieme in un altro, la continuità di funzioni e cos̀ı via sono esprimibili in termini
di convergenza di successioni, si può facilmente intuire come il lavorare con uno
spazio completo sia molto più desiderabile che non il lavorare con uno spazio non
completo. Però, non sempre si può realizzare la condizione ottimale di avere a
che fare con spazi completi, anzi, in molti casi della fisica matematica lo spazio in
cui si opera é non completo. Ciò che si può allora sperare di fare é di immergere
isometricamente lo spazio non completo in uno spazio completo più ampio, in
modo tale cioé che tutte le proprietà metriche dello spazio non completo vengano
riprodotte fedelmente nello spazio completo più ampio. L’ultimo risultato della
precedente sezione ci fornisce un procedimento costruttivo per individuare in l2
un completamento di S e ciò é espresso dalla proprietà (i), mentre la proprietà
(ii) può intuitivamente rappresentare il fatto che l’allargamento dello spazio S
al suo completato l2 é in un certo senso “minimale”.

Il completamento di uno spazio S possiede l’ulteriore notevole proprietà di
essere unico, a meno di isomorfismi unitari, nel senso del seguente

Teorema 8.2.1 Se S é uno spazio con prodotto interno non completo, la scelta
di un sonc ordinato α in S permette di costruire il completamento (l2, Uα),
essendo

(i) Uα una isometria dallo spazio S in l2 che associa ad ogni vettore x ∈ S il
vettore Uα(x) = {〈uα|x〉},

(ii) Uα(S) = l2.

Sia (H, U) un altro completamento di S, ossia una coppia costituita da uno
spazio di Hilbert H e da un operatore U : S 7→ H soddisfacente le condizioni:

(i-a) U é una isometria da S in H
(ii-a) U(S) = H
allora esiste un unico operatore unitario Ûα : H → l2 che permette la identi-
ficazione H ≡ l2 e tale da rendere commutativo il diagramma della sottostante
figura 8.2.1, ossia tale che

Ûα ◦ U = id ◦ Uα
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S Uα //

U

²²

Uα(S)

id

²²
H Ûα // l2

Figura 8.1:

In effetti, il precedente teorema si può dimostrare nel contesto più ampio del
principio di estensione generalizzato. Precisamente,

Teorema 8.2.2 Siano S1 ed S2 due spazi con prodotto interno non completi e
isomorfi fra di loro tramite l’operatore unitario W : S1 7→ S2. Se (H1, U1) e
(H2, U2) sono due completamenti rispettivamente di S1 ed S2 allora il principio
di estensione generalizzato assicura le seguenti due cose:

(1) esiste un operatore unitario Ŵ : H1 → H2 tale che

Ŵ ◦ U1 = U2 ◦W

Ossia tale da rendere commutativo il seguente diagramma

S1
W //

U1

²²

S2

U2

²²
U1(S1) = H1

Ŵ // H2 = U2(S2)

Figura 8.2:

(2) l’operatore unitario Ŵ é unico.

Come si vede, la fig. 8.2.1 é un caso particolare della fig. 1. Il vero e proprio
principio dell’estensione consiste nel seguente ulteriore caso particolare.

Teorema 8.2.3 Siano S1 ed S2 due spazi con prodotto interno non completi,
densi rispettivamente negli spazi di Hilbert H1 ed H2. Se W é un operatore
unitario da S1 su S2, esiste un operatore unitario Ŵ : H1 → H2 tale che:

(1) W (x) = Ŵ (x) per ogni x ∈ S1,

(2) se ˆ̂
W : H1 → H2 é un operatore unitario soddisfacente la condizione (1)

allora
Ŵ (y) = ˆ̂

W (y) per ogni y ∈ H1

In grafico,
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S1
W //

id
²²

S2

id
²²

U1(S1) = H1
Ŵ // H2 = U2(S2)

Figura 8.3:

Esempio 8.2.4 Sia E(Rn) uno degli spazi funzionali D(Rn) o S(Rn). Sappiamo che
E(Rn) é denso nello spazio di Hilbert L2(Rn) e quindi (L2(Rn), id) é un completamento
di E(Rn). D’altra parte, scelta una base ortonormale α = {un : n ∈ N} in E(Rn)
possiamo costruire il completamento (l2, Uα) di E(Rn) secondo il diagramma presentato
nella figura 8.4

E(Rn)
Uα //

id

²²

Uα(E(Rn))

id

²²
L2(Rn)

Ûα // l2

Figura 8.4:

Per il principio dell’estensione stretta esisterà un unico operatore unitario Ûα :
L2(Rn) → l2 estensione dell’operatore Uα, ossia tale che

Ûα(ϕ) = Uα(ϕ) = {〈un|ϕ〉 : n ∈ N} per ogni ϕ ∈ E(Rn)

Siccome sappiamo che ogni base ortonormale dello spazio E(Rn) é una base ortonor-
male dello spazio L2(Rn), α = {un} é una base ortonormale di L2(Rn). Potremo allora

considerare l’operatore unitario
ˆ̂
Uα : L2(Rn) 7→ l2 definito da

ˆ̂
Uα(f) = {〈un|f〉 : n ∈ N} per ogni f ∈ L2(Rn)

che ovviamente soddisfa la condizione

ˆ̂
Uα(ϕ) = Uα(ϕ) = {〈un|ϕ〉 : n ∈ N} per ogni ϕ ∈ E(Rn)

Dal precedente teorema segue che Û =
ˆ̂
U . ¥

Osservazione 8.2.5 In questo paragrafo abbiamo costruito un com-
pletamento (H, U) di uno spazio con prodotto interno S e verificato che
questo completamento é sostanzialmente unico a meno di isomorfismi
unitari.

S // U(S)

Â ?
H = U(S)

Tramite l’isometria U siamo in grado di identificare S ≡ U(S) ⊆ H come
spazi con prodotto interno. Per questo motivo, d’ora in avanti, riterre-
mo S un vero e proprio sottoinsieme di H e considereremo il precedente
diagramma come equivalente alle condizioni: S ⊂ H e S = H
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Daremo ora la dimostrazione del principio di estensione stretto. La di-
mostrazione del corrispondente principio di estensione generalizzato si può ri-
cavare dai successivi teoremi una volta apportate le opportune modifiche. Richi-
amiamo il seguente teorema

Teorema 8.2.6 (Principio dell’estensione) Siano E1 ed E2 due spazi di Banach,
D1 una varietà lineare densa in E1 e T : D1 → E2 un operatore lineare limitato,
ossia tale che esista una costante α ∈ C per cui

‖Tx‖2 ≤ α‖x‖1 per ogni x ∈ D1.

Allora esiste un’unica estensione lineare T̂ di T all’intero E1 tale che ‖T̂ x‖2 ≤
α‖x‖1 per ogni x ∈ E1.

Proposizione 8.2.7 Siano H1 e H2 due spazi di Hilbert, D1 e D2 due varietà
lineari dense rispettivamente in H1 e H2 e U : D1 7→ D2 un operatore unitario.
Esiste un unico operatore unitario Û : H1 7→ H2 estensione di U all’intero
spazio H1.

Dimostrazione. Poiché ‖Ux‖2 = ‖x‖1 per ogni x ∈ D1 possiamo applicare il
teorema 8.2.3 ottenendo che esiste un’unica estensione lineare Û : H1 7→ H2 tale
che ‖Ûx‖2 ≤ ‖x‖1 per ogni x ∈ H1. Verifichiamo che Û é unitario. Infatti, se
x ∈ H1 allora esiste una successione {xn : n ∈ N} in D1 tale che lim xn = x. Per
quanto visto nella dimostrazione del teorema 8.2.3, l’operatore Û si costruisce
in modo tale da risultare per definizione Ûx = lim Uxn. Avremo perciò che

‖Ûx‖2 = ‖ limUxn‖2 = per la continuità della norma
= lim ‖Uxn‖2 = per la unitarietà di U

= lim ‖xn‖1 = ‖ limxn‖1 = ‖x‖1

In questo modo abbiamo verificato che Û é isometrico. Rimane da dimostrare
la suriettività. Preso x2 ∈ H2, esisterà una successione {x′′n : n ∈ N} in D2

tale che lim x′′n = x2. Indicato con x′n = U−1x′′n, avremo che la successione
{x′n : n ∈ N} é di vettori appartenenti a D1 e, quindi a maggior ragione, a H1.
In più di Cauchy in H1; infatti

‖x′n − x′m‖1 = ‖U−1x′′n − U−1x′′m‖1 = ‖x′′n − x′′m‖2 −→ 0

Ma essendo H1 completo, esisterà x1 ∈ H1 tale che lim x′n = x1. Considerando
Ûx1 avremo che, essendo Û una estensione di U e avendo verificato che U é
isometrico,

‖Ûx1 − x2‖2 ≤ ‖Ûx1 − Ux′n‖2 + ‖Ux′n − x2‖2
= ‖Û(x1 − x′n)‖2 + ‖x′′n − x2‖2
= ‖x1 − x′n‖1 + ‖x′′n − x2‖2 −→ 0 per n →∞

Pertanto Ûx1 = x2, concludendo che per ogni x2 ∈ H2 esiste un elemento
x1 ∈ H1 tale che Ûx1 = x2. ¤
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8.3 Duale di uno spazio con prodotto interno.
Notazione di Dirac: spazio dei vettori bra e
spazio dei vettori ket

Sappiamo che uno spazio con prodotto interno S (anche non separabile) é una
struttura piuttosto articolata su cui sono definite due operazioni

(i) x1 + x2 per ogni x1, x2 ∈ S
(ii) λx per ogni λ ∈ C e ogni x ∈ S

Consideriamo ora il duale (topologico) di S, consistente di tutti i funzionali
da S in C lineari e continui e che verrà indicato con S∗. Pertanto

S∗ := {l : S → C| lineare e continuo }

Ricordiamo che per i funzionali lineari la continuità in un punto, la continuità
globale e la limitatezza sono proprietà fra loro equivalenti.

In particolare, un funzionale lineare l : S → C é limitato se e soltanto se
esiste α ≥ 0 tale che |l(x)| ≤ α‖x‖ per ogni x ∈ S.

Il duale S∗ di S é uno spazio lineare rispetto alle usuali operazioni fra
funzionali

l1 + l2 ∈ S∗ per ogni l1, l2 ∈ S∗(8.2)
λl ∈ S∗ per ogni λ ∈ C e ogni l ∈ S∗(8.3)

Lo spazio S∗ può essere munito della norma:

‖l‖∞ : = sup
{ |l(x)|
‖x‖ : x ∈ S \ {0}

}

= sup{|l(x)| : ‖x‖ = 1}
= inf{α : |l(x)| ≤ α‖x‖, per ogni x ∈ S}

(iii)

Dal fatto che C é uno spazio di Banach ne segue che pure S é completo
rispetto alla norma introdotta. Inoltre, vale l’ulteriore proprietà:

(iii-a) |l(x)| ≤ ‖l‖∞‖x‖ per ogni x ∈ S

Abbiamo che il duale S∗ di S é un insieme sufficientemente ampio in quanto

fissato un qualsiasi elemento x ∈ S, il funzionale Dx : S → C
definito dalla corrispondenza

Dx(y) := 〈x|y〉

é lineare e continuo e perciò risulta essere un elemento del duale S∗
di S.

Abbiamo cos̀ı ottenuto che per ogni x ∈ S il funzionale Dx ora definito appar-
tiene a S∗ e ciò ci permette di introdurre l’applicazione

D : S 7→ S∗, x → Dx.
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Proposizione 8.3.1 L’applicazione D : S → S∗ definita sopra é una anti-
isometria da S in S∗.
Dimostrazione. Essendo, qualunque sia y ∈ S,

D(x1+x2)(y) = 〈x1 + x2|y〉 = 〈x1|y〉+ 〈x2|y〉
= Dx1(y) + Dx2(y) = (Dx1 + Dx2)(y)

ne concludiamo che

(8.4) D(x1+x2) = Dx1 + Dx2

Analogamente, per D(λx) otteniamo

D(λx)(y) = 〈λx|y〉 = λ 〈x|y〉 = λDx(y)

e perciò

(8.5) D(λx) = λDx.

Inoltre, fissato x ∈ S, dalla disuguaglianza di Schwarz avremo che

|Dx(y)| = | 〈x|y〉 | ≤ ‖x‖ ‖y‖ per ogni y ∈ S
e perciò ‖Dx‖∞ ≤ ‖x‖. D’altra parte

‖x‖2 = 〈x|x〉 = Dx(x) ≤ ‖Dx‖∞‖x‖
e perciò ‖x‖ ≤ ‖Dx‖∞. Mettendo insieme questi ultimi due risultati ricaviamo
che

(8.6) ‖Dx‖∞ = ‖x‖ per ogni x ∈ S
¤

Indicato con D(S) il range di S rispetto all’antiisometria D, sappiamo
che D(S), in quanto varietà lineare di S, é a sua volta uno spazio lineare
complesso che, munito della norma (iii), diviene uno spazio lineare normato.
L’anti–isometria suriettiva

D : S → D(S), x → Dx

é ora un operatore antiunitario che permette l’identificazione, in quanto spazi
unitari normati, di

S D≡ D(S)
x ←→ Dx(1)

(x + y) ←→ D(x+y) = Dx + Dy(2)
αx ←→ D(αx) = αDx(3)

valendo inoltre le proprietà

‖x‖ = ‖Dx‖∞(4)
d(x, y) = d∞(Dx, Dy)(5)
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L’identificazione antilineare fra S e D(S), in quanto spazi normati, impone che
D(S) non sia completo se S é non completo. In ogni caso lo spazio lineare
normato S∗ é sempre completo e varrà il seguente diagramma

S ≡ D(S)

Â ?S∗

Lo spazio D(S) := {Dx : x ∈ S} può essere munito di un prodotto interno
definito dalla

(iv) 〈Dx|Dy〉 := 〈x|y〉
L’unica proprietà che può essere dubbia per questo prodotto interno é l’antil-
inearità a sinistra. Però

〈Dx1 + Dx2 |Dy〉 = 〈Dx1+x2 |Dy〉 = 〈x1 + x2|y〉
= 〈x1|y〉+ 〈x2|y〉 = 〈Dx1 |Dy〉+ 〈Dx2 |Dy〉

mentre

〈λDx|Dy〉 =
〈
D(λx)|Dy

〉
=

〈
λx|y〉

= λ 〈x|y〉
= λ 〈x|y〉 = λ 〈Dx|Dy〉

La norma indotta dal prodotto interno ora introdotto é:

‖Dx‖ =
√
〈Dx|Dx〉 =

√
‖x‖2 = ‖Dx‖∞

In questo modo S e D(S) sono due spazi con prodotto interno antiisomorfi fra
di loro.

Esempio 8.3.2 Sia E(I) uno degli spazi funzionali D(I) oppure S(I). Sappiamo che
E(I) é uno spazio con prodotto interno

〈ϕ|ψ〉 :=

∫

I

ϕ(x)ψ(x) dx

Fissato ϕ ∈ E(I) avremo che il funzionale

Dϕ : E(I) 7→ C

ψ → Dϕ(ψ) :=

∫

I

ϕ(x)ψ(x) dx

che potremo scrivere in forma operatoriale come

Dϕ =

∫

I

dx ϕ(x)(·)

é un funzionale lineare e continuo definito su E(I) e perciò é un vettore dello spazio
duale E(I)∗ di E(I). In questo modo l’operatore

D : E(I) 7→ E(I)∗

ϕ → Dϕ
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é un’antiisometria non suriettiva tale che

‖ϕ‖ = ‖Dϕ‖∞
ove

‖ϕ‖ =

√∫

I

|ϕ(x)|2 dx

e

‖Dϕ‖∞ = sup{|Dϕ(ψ)| : ‖ψ‖ = 1} = sup

{∣∣∣∣
∫

I

ϕ(x)ψ(x) dx

∣∣∣∣ : ‖ψ‖ = 1

}

¥

Queste considerazioni fatte nel caso in cui S sia uno spazio con prodotto
interno permettono di introdurre con rigore la notazione usata da P.A.M. Dirac
nell’opera: “I principi della Meccanica Quantistica” (1959, Boringhieri). In es-
sa viene utilizzata come struttura matematica fondamentale uno spazio lineare
infinito-dimensionale (e complesso). Infatti “i vettori ordinari, esistenti in uno
spazio di dimensione finita, non sono sufficientemente generali per la maggior
parte dei sistemi dinamici in meccanica quantistica. Dobbiamo fare una gener-
alizzazione ai vettori di uno spazio con un numero infinito di dimensioni, e la
trattazione matematica diviene complicata a causa dei problemi di convergenza.
(...) È desiderabile avere un nome particolare per descrivere i vettori (...) in
Meccanica Quantistica, sia che essi siano in uno spazio di dimensione finita o
infinita. Noi li chiameremo vettori ket, o semplicemente ket e indicheremo il
generico di tali vettori con il simbolo particolare |x〉.

I vettori ket possono essere moltiplicati per numeri complessi e possono essere
sommati fra di loro per dare altri vettori ket (...)”.

Le operazioni su S sono indicate con

|x1〉+ |x2〉 = |x1 + x2〉(k–i)
λ|x〉 = |λx〉(k–ii)

Viene poi preso in considerazione un sottoinsieme del duale algebrico di
S. Infatti, “ogni qualvolta si ha un insieme di vettori in una qualsiasi teoria
matematica, possiamo sempre individuare un secondo insieme di vettori, che i
matematici chiamano i vettori duali. (...) Supponiamo di avere un numero φ
che é funzione di un vettore ket |x〉, ossia che a ciascun vettore ket |x〉 faccia
corrispondere il numero φ e si supponga inoltre che la funzione sia lineare, il
che significa che il numero corrispondente a |x1 + x2〉 sia la somma dei numeri
corrispondente a |x1〉 e a |x2〉 e il numero corrispondente a |λx〉 sia λ volte il
numero corrispondente a |x〉, essendo λ un qualsiasi fattore numerico. (...) Chi-
ameremo tali vettori nuovi come vettori bra, o semplicemente bra, e denoteremo
il generale vettore bra col simbolo 〈x|.”

Pertanto viene richiesto esplicitamente che un vettore bra sia un funzionale
lineare 〈x| : S 7→ C e col simbolo 〈x|y〉 viene denotato il risultato φ dell’azione
di 〈x| sul generico elemento |y〉 di S. Infatti, citando Dirac “il numero φ cor-
rispondente ad ogni |y〉 può essere considerato come il prodotto scalare di quel
|y〉 con qualche nuovo vettore, essendoci uno di questi nuovi vettori (che verrà
indicato con 〈x|) per ciascuna funzione lineare dei vettori ket |y〉 (...) Il prodotto
scalare di un vettore bra 〈x| con un vettore ket |y〉 sarà scritto 〈x|y〉. (...) Un
prodotto scalare 〈x|y〉 appare ora come una espressione completa in parentesi e
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un vettore bra 〈x| o un vettore ket |y〉 (i termini “bra” e “ket” derivano dalla
parola inglese bra(c)ket= parentesi, n.d.r.) come espressioni incomplete.

Avremo cos̀ı la regola che ogni espressione completa in parentesi denota un
numero e ogni espressione incompleta denota un vettore, del tipo bra o ket a
seconda che esso contenga la prima o la seconda parte della parentesi.”

Viene quindi assunto che “...esista una applicazione iniettiva fra i bra e i ket,
tale che il bra corrispondente a |x1〉+ |x2〉 sia la somma dei bra corrispondenti
rispettivamente a |x1〉 e a |x2〉, mentre quello corrispondente a λ|x〉 sia λ volte
quello corrispondente a |x〉 ...”

In altri termini viene assunta l’esistenza di una applicazione iniettiva

D : S 7→ S∗

la cui azione sul generico vettore |y 〉 può essere indicata con

D|x 〉 (|y 〉) = 〈x||y 〉
e soddisfacente le condizioni

D|x1 〉+|x2 〉 = D|x1 〉 + D|x2 〉
Dλ|x 〉 = λD|x 〉

Osservazione 8.3.3 〈x|y 〉 viene visto come l’azione del funzionale lin-
eare e continuo 〈x| ∈ S∗ sul vettore dello spazio con prodotto interno S
indicato convenzionalmente con |y 〉.
Quindi il funzionale lineare D|x 〉 = 〈x| agente sui vettori di S indicati
sottoforma di |y 〉, producendo come risultato 〈x|y 〉.

Tenuto conto delle (k–i) e (k–ii), potremo compendiare i risultati ottenuti
nella seguente tabella

vettori KET vettori BRA
|x 〉 ∈ S 〈x| ∈ D(S) ⊆ S∗

|x1 + x2 〉 = |x1 〉+ |x2 〉 〈x1 + x2| = 〈x1|+ 〈x2|
|αx 〉 = α|x 〉 〈αx| = α〈x|

Tabella 8.1: Convenzione di Dirac

Ricordiamo che per la (8.6) si ottiene

‖ |x〉‖ = ‖〈x| ‖∞.

Generalizzando quanto visto sino ad ora, si potrebbe allargare lo spazio dei
vettori bra assumendo che un generico vettore bra sia un funzionale lineare e
continuo l : S 7→ C, ossia un elemento del duale topologico S∗ di S. In analogia
colle notazioni introdotte da Dirac, useremo indicare con il simbolo 〈l|y〉, il
risultato dell’azione l(y) del funzionale lineare l sul vettore y ∈ S.

Pertanto un vettore bra 〈 l| ∈ S∗ sarà un funzionale lineare continuo

〈 l | : S 7→ C, y → 〈l|y〉 := l(y)

ove la linearità si esprime nelle condizioni

〈l |y1 + y2〉 = 〈l |y1〉+ 〈l |y2〉
〈l |αy〉 = α 〈l |y〉
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mentre la continuità, nella forma della limitatezza (iii-a), assume la forma di
una disuguaglianza di Schwarz

| 〈l |y〉 |≤ ‖l‖∞‖y‖ per ogni y ∈ S.

Ciò implica che la “lunghezza” o, più precisamente, la norma ‖l‖∞ del vettore
bra l sia finita.

Le operazioni algebriche su S∗ vengono definite nel seguente modo

〈 l1 + l2| := 〈 l1|+ 〈 l2|
〈αl | := α〈 l|

ovvero le loro azione sul generico vettore bra 〈 y| sono

〈l1 + l2|y〉 = 〈l1|y〉+ 〈l2|y〉
〈αl |y〉 = α 〈l |y〉

L’estensione ora fatta dello spazio dei vettori bra sino a comprendere tutti i
funzionali lineari e continui é certamente coerente con la necessità evidenziata
da Dirac, nel paragrafo 10 del libro sopra citato, di allargare ulteriormente lo
spazio dei vettori bra, addirittura oltre S∗.

Infatti, egli afferma che: “nel nostro lavoro sino al momento attuale si é
ritenuto implicito che i vettori bra e i vettori ket siano di lunghezza finita e che
i loro prodotti scalari siano finiti. Noi vediamo ora la necessità di indebolire
queste condizioni (...). Se non operassimo questo indebolimento (...) la teoria
sarebbe troppo insufficiente per molti problemi pratici.”

Questo allargamento, legato alla necessità di soddisfare precise richieste
teoriche della Meccanica Quantistica, consisterà nel considerare come utili rap-
presentativi di vettori bra secondo Dirac, opportuni elementi dello spazio duale
algebrico S+ di S.

8.4 Sottospazi ortogonali in spazi di Hilbert

Se S é uno spazio con prodotto interno complesso e separabile, sull’insieme Σ(S)
di tutti i suoi sottospazi possiamo isolare quei particolari sottospazi M∈ Σ(S)
tali che S = M⊕M⊥ e il cui insieme viene indicato con E(S).

Diamo adesso una condizione sufficente per garantire che un sottospazio sia
un elemento di E(S).

Proposizione 8.4.1 Se M é una varietà lineare completa di S allora

M ⊕M⊥ = S

ovvero M ∈ E(S)

Dimostrazione. Dalla completezza di M segue che esso é un chiuso e quindi
é uno spazio di Hilbert. Considerato allora un sonc {un : n ∈ N } in M e
preso x ∈ S avremo che Σ | 〈un|x〉 |2 ≤ ‖x‖2 e perciò la successione { 〈un|x〉 :
n ∈ N } é un elemento di l2. Dal teorema di Fisher-Riesz segue che la serie
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Σ 〈un|x〉 un é convergente in M e posto y = Σ 〈un|x〉 un ∈ M e z = x − y
avremo che per ogni n

〈un|z〉 =
〈
un

∣∣∣ x−
∑

i

〈ui|x〉ui

〉

= 〈un|x〉 −
∑

i

〈ui|x〉 〈un|ui〉 = 0

e perciò z ⊥ M . Quindi, per ogni x ∈ S esistono x ∈ M e z ∈ M⊥ tali che
x = y + z. ¤

Se lo spazio in esame é uno spazio di Hilbert H allora ogni sottospazio M é
completo e perciò avremo la seguente proposizione.

Proposizione 8.4.2 Sia H uno spazio di Hilbert, per ogni sottospazio M di H
si ha che H = M⊕M⊥ e da questo risultato segue che E(H) = Σ(H).

Vogliamo dimostrare in questo paragrafo il seguente notevole teorema:

Teorema 8.4.3 Sia S uno spazio con prodotto interno allora le seguenti propo-
sizioni sono equivalenti:

(i) S é uno spazio di Hilbert.

(ii) M⊕M⊥ = S per ogni sottospazio M di S.

(iii) M = M⊥⊥ per ogni sottospazio M di S.

(iv) Se M é un sottospazio proprio di S allora M⊥ 6= {0}.
(v) Teorema della rappresentazione di Riesz: Se l : S 7→ C é un funzionale

lineare continuo allora esiste x ∈ S tale che

l(y) = 〈x|y〉 per ogni y ∈ S

e ‖l‖ = ‖x‖
(vi) S e S∗ sono antiunitariamente isomorfi.

Dimostrazione. Abbiamo appena verificato che la (i) implica la (ii);
Dimostriamo che la (ii) implica la (iii). Siccome per il corollario 1.6.5 M⊥

è un sottospazio, applicando ad esso la (ii) si ottiene M⊥ ⊕M⊥⊥ = S. Da ciò
segue che M = M⊥⊥

Dimostriamo che la (iii) implica la (iv). Sia M un sottospazio proprio di S
e sia M⊥ = {0} allora per la (iii) M = M⊥⊥ = {0}⊥ = S contro l’ipotesi.

Dimostriamo che la (iv) implica la (v). Sia l ∈ S∗. Se l é il funzionale nullo,
l(y) = 0, allora esiste il vettore x = 0 di S tale che l(y) = 〈0|y〉 per ogni y ∈ S.
Se l non é nullo, considerato Ker(l) = {x ∈ S : l(x) = 0}, esso é un sottospazio
di S, ed é un sottospazio proprio di S altrimenti l sarebbe il funzionale nullo.
Allora, dalle ipotesi che Ker(l)⊥ 6= {0} segue che esisterà un vettore z ∈ Ker(l)⊥

con z 6= 0. Poiché

l[l(y)z − l(z)y] = l(y)l(z)− l(z)l(y) = 0
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abbiamo che [l(y)z − l(z)y] ∈ Ker(l) per ogni y ∈ S. Da ciò segue che:

0 =
〈
z

∣∣∣ l(y)z − l(z)y
〉

= l(y)‖z‖2 − l(z) 〈z|y〉 per ogni y ∈ S.

Pertanto, essendo

l(y) =
l(z)
‖z‖2 〈z|y〉 =

〈 l(z)
‖z‖2 z

∣∣∣ y
〉

per ogni y ∈ S

abbiamo ottenuto che, per ogni y ∈ S, esiste

x =
l(z)
‖z‖2 con z tale che l(y) = 〈x|y〉

Dal teorema di Fisher-Risz 4.1.1 si ricava la relazione tra le norme.

Dimostriamo che la (v) implica la (vi). L’operatore

D : S 7→ S∗, x → Dx = 〈x|

é un operatore antiunitario, in quanto é un’antiisometria, che risulta essere
suriettiva per l’ipotesi (v).

Infine dimostriamo che la (vi) implica la (i). Dato che S∗ é completo, ne
seguirà che pure S é completo, ossia che S é uno spazio di Hilbert. ¤

Corollario 8.4.4 Sia H uno spazio di Hilbert ed M un suo sottospazio, allora:

M⊥ 6= {0} sse M⊂ H

Dimostrazione. Dal precedente teorema abbiamo visto che M ⊂ H implica
M⊥ 6= {0}. Rimane da verificare che M⊥ 6= {0} implica M ⊂ H, ovvero che
M = H implica M⊥ = {0} e ciò é banalmente vero. ¤

Esempio 8.4.5 Sia d2(C) lo spazio con prodotto interno formato da tutte le suc-
cessioni {αk : k ∈ C} definitivamente nulle. Sia M l’insieme di tutte le successioni
{λk} ∈ d2(C) tali che Σ( 1

k
)λk = 0, allora M é un sottospazio proprio di d2(C), il cui

annichilatore é M⊥ = {0} (basta osservare che M contiene gli elementi della forma
{1, 0, 0, . . . , n, 0, 0, . . .}). Pertanto M⊕M⊥ 6= d2(C) e ciò in accordo col fatto che
d2(C) non é completo. Abbiamo quindi l’esempio di uno spazio non completo d2(C)
in cui esiste il sottospazio M che non soddisfa le proprietà (ii) (iii) (iv). ¥

Corollario 8.4.6 Sia H uno spazio di Hilbert e A un qualsiasi sottoinsieme,
allora A⊥⊥ é il sottospazio generato da A.

Dimostrazione. Sia M un generico sottospazio di H contenente A, allora
A ⊆ M da cui (??riferimento??) A⊥ ⊆ M⊥ e A⊥⊥ ⊆ M⊥⊥. Per la (ii)
del teorema 8.4.3 M⊥⊥ = M, allora A⊥⊥ ⊆ M, per qualsiasi sottospazio M
contenente A. Dato che, per il corollario 1.6.5, A⊥⊥ è un sottospazio allora
A⊥⊥ è il più piccolo sottospazio di H contenente A. ¤
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8.4.1 Equivalenza antiunitaria fra uno spazio di Hilbert H
e il suo duale topologico H∗

Ricordiamo che l’operatore D̂ : H 7→ H∗ definito per ogni x ∈ H dalla relazione
D̂x = 〈x| é antiunitario, in quanto antiisometria da H in H∗ che risulta essere
suriettiva per il punto (v) del teorema 8.4.3 che assicura che per ogni l ∈ H
esistie x ∈ cH∗ tale che Dx = 〈x| = l. Potremo definire su H∗ il prodotto
interno

(8.7)
〈
D̂x|D̂y

〉
:= 〈x|y〉

che rende H∗ uno spazio di Hilbert antiisomorfo a H tramite l’operatore D̂. La
(8.7) nel caso particolare di y = x, conduce al risultato che la norma indotta da
questo prodotto interno é proprio la norma ‖ ‖∞ su H∗. Infatti

‖D̂x‖ :=
√〈

D̂x|D̂x

〉
= ‖x‖ = ‖D̂x‖∞

In questo modo lo spazio di Hilbert H é identificato col suo duale H∗ tramite
l’antiisomorfismo D̂.

H ≡ H∗
x ←→ 〈x|

Esempio 8.4.7 Su L2(I) il prodotto interno é dato da

〈f |g〉 =

∫

I

f(x)g(x) dx

e perciò, fissato f ∈ L2(I), il funzionale D̂f : L2(I) 7→ C definito da D̂f :=
∫

I
dx f(x)(·)

é lineare e continuo, ossia é un elemento di L2(I)∗. In questo caso potremo definire su
L2(I)∗ il prodotto interno

〈
D̂f |D̂g

〉
= 〈f |g〉 =

∫

I

f(x)g(x) dx =

∫

I

f(x)g(x) dx

da cui si induce la norma

‖D̂f‖ =

√〈
D̂f |D̂f

〉
=

√∫

I

| f(x) |2 dx = ‖f‖ = ‖D̂f‖∞

Pertanto l’operatore
D̂ : L2(I) 7→ L2(I)∗, f → D̂f

é un’antiisometria suriettiva che permette di identificare lo spazio di Hilbert L2(I)
con il suo duale L2(I)∗. In particolare si ha che L2(I)∗ = {D̂f : f ∈ L2(I)} e in più
‖D̂f‖∞ = ‖f‖, ove ‖f‖ é la seguente norma indotta dal prodotto interno

‖f‖ =

√∫

I

| f(x) |2 dx

mentre ‖D̂f‖∞ é la norma introdotta sul duale di uno spazio lineare normato

‖D̂f‖∞ = sup{| D̂f (g) |: ‖g‖ = 1}.

¥
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Nei paragrafi precedenti ci siamo occupati degli spazi con prodotto interno
e abbiamo visto che ogni spazio con prodotto interno S, se non é completo, può
essere completato tramite uno spazio di Hilbert H contenente S come sottova-
rietà lineare densa in H. Siamo quindi portati a considerare coppie (S,H), ove
S é uno spazio con prodotto interno e H é uno spazio di Hilbert, soddisfacenti
le condizioni

(i) S ⊆ H
(ii) S = H

Per ciò che riguarda i duali di tali spazi potremo considerare il diagramma
non chiuso

S D

Â ?

D(S)

Â ?H D̂ H∗ // S∗

Ciò che vogliamo verificare ora é che esiste un operatore unitario D̃ : H∗ 7→
S∗ che permette l’identificazione dei due spazi duali H∗ e S∗, chiudendo il
diagramma precedente nel seguente modo:

S D

Â ?

D(S)

Â ?H D̂ H∗ D̃ S∗

Tenendo presente il principio di estensione espresso nel teorema 8.2.3, ricavi-
amo che

(iii) per ogni l ∈ S∗ esiste un’unica estensione l̂ ∈ H∗ tale che ‖l‖∞ = ‖l̂‖∞
La (iii) permette quindi di introdurre l’applicazione

(iv) S∗ 7→ H∗, l → l̂

D’altra parte per ogni l̃ ∈ H∗ esiste un unico elemento l ∈ S∗, precisamente
l = l̃ dS, la restrizione di l̃ ad S, tale che costruita la sua estensione l̂ secondo
la (iii) si abbia l̂ = l̃.

In questo modo la (iv) istituisce una corrispondenza biunivoca fra S∗ e H∗
che é ovviamente lineare e che in più, grazie alla relazione ‖l‖∞ = ‖l̂‖∞, é una
isometria. Pertanto, la (iv) definisce un isomorfismo fra gli spazi di Banach S∗
e H∗.

Proposizione 8.4.8 D(S) é denso in S∗, ossia D(S) = S∗.
Dimostrazione. Sappiamo che S ≡ D(S) e perciò pure S ≡ D(S), ma essendo
S = H ne ricaviamo che H ≡ D(S). D’altra parte H ≡ H∗ e perciò H∗ ≡ D(S);
ma per quanto ora dimostrato H∗ ≡ S∗ e quindi S∗ ≡ D(S). Essendo D(S) ⊆
S∗ non potrà che essere D(S) = S∗. ¤





Capitolo 9

Trasformata di Fourier e
operatore di
Fourier-Plancherel

9.1 La trasformata di Fourier su S(R)

Uno dei più importanti operatori unitari della Fisica Matematica é la trasfor-
mata di Fourier delle funzioni appartenenti a S(R). In questo paragrafo, per
motivi di chiarezza che saranno facilmente compresi, useremo il simbolo S(R, x)
per indicare lo spazio delle funzioni di classe C∞ su R a rapida decrescita al-
l’infinito, in cui si intende che il singolo vettore φ ∈ S(R, x) é una funzione
della variabile x. Ovviamente S(R, ξ) é lo spazio delle funzioni la cui variabile
indipendente é ξ, di classe C∞ e a rapida decrescita all’infinito.

Teorema 9.1.1 (i) Per ogni φ ∈ S(R, x) la seguente definizione é ben posta:

φ̂(ξ) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx

e la funzione cos̀ı ottenuta φ̂ é un elemento di S(R, ξ)

(ii) Per ogni φ ∈ S(R, ξ) la seguente definizione é ben posta

φ̌(x) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
eiξxφ(ξ)dξ

e la funzione φ̌ cos̀ı ottenuta é un elemento di S(R, x).

Dimostrazione. Fissato un valore ξ ∈ R, la funzione e−iξxφ(x) appartiene a
S(R, x) per ogni φ ∈ S(R, x) ed in più

| e−iξxφ(x) |=| φ(x) |≤ h

1 + x2

e ha senso (sacri testi ??) l’integrale improprio
∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx ∈ C
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e questo permette di definire una funzione della variabile ξ

φ̂(ξ) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx

Si tratta ora di verificare che φ̂ ∈ S(R, ξ). Consideriamo

dk

dξk
φ̂(ξ) =

dk

dξk

{
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx

}

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
(−ix)ke−iξxφ(x)dx

da cui, per ogni intero positivo p fissato, segue che

(−iξ)p dk

dξk
φ̂(ξ) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
(−ix)k dpe−iξx

dxp
φ(x)dx

= integrando per parti =

=
1√
2π

{
(−ix)kφ(x)

dp−1e−iξx

dxp−1

∣∣∣∣
+∞

−∞

−
∫ +∞

−∞

dp−1e−iξx

dxp−1

d(−ix)kφ(x)
dx

dx

}

= iterando questo processo p volte

=
(−1)p

√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξx dp(−ik)kφ(x)

dxp
dx

Essendo φ ∈ S(R, x), pure (−ix)kφ(x) ∈ S(R, x), e perciò anche

dp

dxp

[
(−ix)kφ(x)

] ∈ S(R, x)

e quindi questo integrale é ben definito, e perciò, fissati p e k, avremo che:
∣∣∣∣ξp dk

dξk
φ̂(ξ)

∣∣∣∣ =
1√
2π

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
e−iξx dp(−ix)kφ(x)

dxp
dx

∣∣∣∣ ∀ξ ∈ R

da cui segue
∣∣∣∣ξp dk

dξk
φ̂(ξ)

∣∣∣∣ ≤
1√
2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣
dp(−ix)kφ(x)

dxp

∣∣∣∣ dx, ∀ξ ∈ R

e perciò esisterà una costante Cpk tale che

sup
∣∣∣∣ξp dk

dξk
φ̂(ξ)

∣∣∣∣ = Cpk

Da ciò segue che φ̂ ∈ S(R, ξ). In modo analogo si verifica la (ii). ¤

Definizione 9.1.2 Per ogni funzione φ ∈ S(R, x), si chiama trasformata di
Fourier di φ la funzione φ̂ ∈ S(R, ξ) definita da:

φ̂(ξ) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixξφ(x)dx
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mentre si chiama trasformata inversa di Fourier di φ ∈ S(R, ξ) la funzione
φ̌ ∈ S(R, x) definita da:

φ̌(x) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
eixξφ(ξ)dξ

Esempio 9.1.3 La trasformata di Fourier della funzione φ(x) = e−
x2
2 é la funzione

φ̂(ξ) = e−
ξ2
2 Infatti, cominciamo col considerare l’eguaglianza

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxe−

x2
2 dx =

1√
2π

∫ +∞

−∞
e
−(x+iξ)2

2 e
−ξ2
2 dx

=
1√
2π

e
−ξ2
2

∫ +∞

−∞
efrac−(x + iξ)22dx

Si tratta ora di calcolare l’integrale a secondo membro. A questo proposito, si consideri

la funzione complessa e
−z2

2 e calcoliamone l’integrale curvilineo

∫

Γ

e
−z2

2 dz

lungo la curva Γ costituita dai segmenti:

I1 = [−β, β] I2 = [β, β + iα] I3 = [β + iα,−β + iα] I4 = [−β + iα,−β]

ove α e β sono due numeri reali positivi.

La funzione e
−z2

2 é analitica su Γ e nell’interno di Γ e perciò, per il teorema
integrale di Cauchy, l’integrale curvilineo in esame é nullo.

Inoltre

∣∣∣∣
∫

I2

e
−z2

2 dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ α

0

e
−(β+ix)2

2 idx

∣∣∣∣ ≤
∫ α

0

∣∣∣∣∣e
−

[
β2
2 − x2

2 + iβx
2

]∣∣∣∣∣ dx

= e
−β2

2

∫ α

0

e
x2
2 dx

questo secondo membro, fissato α, tende a zero per β → +∞ e perciò

∫

I2

e
−z2

2 dz → 0 per β → +∞

ed analogamente si verifica che

∫

I4

e
−z2

2 dz → 0 per β → +∞

Perciò avremo che:

lim
β→∞

∫

I3

e
−z2

2 dz = lim
β→∞

∫

I1

e
−z2

2 dz

ovvero

lim
β→∞

∫ β

−β

e−
(x + iα)2

2
dx = lim

β→∞

∫ β

−β

e−
x2
2 dx

da cui, passando al limite per β →∞,

∫ +∞

−∞
e−

(x+iα)2

2 dx =

∫ +∞

−∞
e−

x2
2 dx =

√
2π
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Ora sia I =
∫ +∞
−∞ e

−x2
2 dx; allora

I2 =

∫ +∞

−∞
e
−x2

2 dx

∫ +∞

−∞
e
−s2
2 ds =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e
−(x2+s2)

2 dx ds

=

∫ 2

0

π

∫ ∞

0

e
−r2

2 rdrdθ = 2π

Pertanto otteniamo che ∫ +∞

−∞
e
−x2

2 dx =
√

2π

Concludendo dunque col risultato che

e
−ξ2
2 =

1√
2π

∫ +∞

−∞
eixξe

−x2
2 dx

¥

Esempio 9.1.4 Verifichiamo ora che

1

α
e
−ξ2

2α2 =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixξe

−α2x2
2 dx

ovvero, la Trasformata di Fourier della funzione φ(x) = e
−α2x2

2 , con α 6= 0, é la
funzione

φ̌(ξ) =
1

α
e
−α2ξ2

2

Infatti,

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixξ[e

−α2x2
2 ]dx =

1

α

[
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−i( ξ

α
)(αx)e

−(αx)2

2 d(αx)

]
=

1

α
e
−ξ2

2α2

Si osservi che φ(x) = e
−α2x2

2 é una funzione con un picco nell’origine, monotona decres-
cente per x → ±∞, la cui larghezza del picco é proporzionale ad α2. Analogamente,
la sua trasformata di Fourier

φ̂(ξ) =
1

α
e
−ξ2

2α2

é una funzione con picco nell’origine, monotona non decrescente per x → ±∞, la cui
larghezza del picco é proporzionale a 1

α2 . Pertanto, quanto più é stretto il picco di φ,

tanto più é largo il picco di φ̂ e viceversa. ¥

Esercizio 9.1.5 Con un procedimento analogo a quello dell’esempio ora visto,
si verifichi che la trasformata di Fourier della funzione gaussiana φ(x) = e−γx2

é la funzione

φ̂(ξ) =
1

γ
√

2
e
−ξ2

4γ

Riassumiamo questi risultati nella seguente tabella.

funzione φ(x) trasformata di Fourier φ̂(ξ)

e−
x2
2 e−

ξ2

2

e−
α2x2

2 1
αe−

ξ2

2α2

e−γx2 1√
2γ

e−
ξ2

4γ
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Proposizione 9.1.6 Sia φ ∈ S(R, x); la trasformata di Fourier della sua com-
plessa coniugata soddisfa le relazioni φ̂ = φ̌ e φ̌ = φ̂.

Dimostrazione. Considerando che
∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx =

∫ +∞

−∞
eiξxφ(x)dx =

∫ +∞

−∞
eiξxφ(x)dx

la relazione φ̂ = φ̌ é cos̀ı dimostrata. L’altra relazione si ottiene in maniera
analoga. ¤

Proposizione 9.1.7 Sia φ ∈ S(R, x) e g ∈ S(R, ξ) allora vale la relazione:

(9.1)
∫ +∞

−∞
g(ξ)φ̂(ξ)eiξxdξ =

∫ +∞

−∞
ĝ(y)φ(x + y)dy

Dimostrazione. Infatti il primo membro della (9.1) é uguale a:
∫ +∞

−∞
g(ξ)

{
(2π)

−1
2

∫ +∞

−∞
e−itξφ(t)dt

}
eixξdξ

= (2π)
−1
2

∫ +∞

−∞

{∫ +∞

−∞
g(ξ)e−iξ(t−x)dξ

}
φ(t)dt

=
∫ +∞

−∞
ĝ(t− x)φ(t)dt =

∫ +∞

−∞
ĝ(y)φ(x + y)dy

¤

Proposizione 9.1.8 Per ogni φ ∈ S(R) si ha che ˇ̂
φ = φ e ˆ̌φ = φ

Dimostrazione. Infatti, fissato un δ > 0, se consideriamo la trasformata di
Fourier di g(δ · ξ) al posto di g(ξ) avremo

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iyξg(δ · ξ)dξ =

1
δ
√

2π

∫ +∞

−∞
g(t)e−iy t

δ dt

=
1
δ
ĝ

(y

δ

)

Pertanto la (9.1), nel caso della funzione g(δ · ξ) diviene
∫ +∞

−∞
g(δ · ξ)φ̂(ξ)eixξdξ =

1
δ

∫ +∞

−∞
ĝ

(y

δ

)
φ(x + y)dy

=
∫ +∞

−∞
ĝ(y)φ(x + δy)dy

assumendo g(x) = e
−x2

2 e ricordando che ĝ(y) = e
−y2

2 , ricaviamo la seguente
relazione per δ tendente a zero:

lim
δ→0

∫ +∞

−∞
e
−(δξ)2

2 φ̂(ξ)eixξdξ = φ(x)
∫ +∞

−∞
e
−y2

2 dy =
√

2πφ(x)
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da cui

φ(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eixξφ̂(ξ)dξ

ovvero

(9.2) ∀φ ∈ S(R) ˇ̂
φ = φ,

In maniera analoga si dimostra l’altra uguaglianza

(9.3) ∀φ ∈ S(R)ˆ̌φ = φ,

¤

Teorema 9.1.9 Se φ ∈ S(R, x) allora é verificata la seguente eguaglianza di
Parseval ∫ +∞

−∞
| φ(x) |2 dx =

∫ +∞

−∞
| φ̂(ξ) |2 dξ

Dimostrazione. Verifichiamo che é soddisfatta l’eguaglianza. La (9.1) propo-
sizione 9.1.7, nel caso particolare in cui x = 0, assume la forma

(9.4)
∫ +∞

−∞
g(ξ)φ̂(ξ)dξ =

∫ +∞

−∞
ĝ(y)φ(y)dy

Considerata la (9.4) nel caso particolare g(ξ) = φ̂ e ponendo y = x avremo la
∫ +∞

−∞
|φ̂(ξ)|2dξ =

∫ +∞

−∞

ˆ̂
φ(x)φ(x)dx

= per la proposizione 9.1.8 =

=
∫ +∞

−∞
ˇ̂
φ(x)φ(x)dx

sostituendo in questo risultato la (9.2) avremo che
∫ +∞

−∞
| φ̂(ξ) |2 dξ =

∫ +∞

−∞
| φ(x) |2 dx

¤

9.2 La trasformata di Fourier come operatore
unitario su S(R, x)

Nel paragrafo 9.1 abbiamo visto che se φ ∈ S(R, x), la sua trasformata di Fourier

φ̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixξφ(x)dx

é un elemento di S(R, ξ). La corrispondenza che associa ad ogni funzione dello
spazio S(R, x) la sua trasformata di Fourier nello spazio S(R, ξ) permette di
introdurre un operatore che, verificheremo in questo paragrafo, é un operatore
unitario.
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Definizione 9.2.1 L’operatore, ovviamente lineare,

F : S(R, x) → S(R, ξ), φ → F(φ) := φ̂

si chiama operatore di Fourier-Plancherel su S(R, x). Analogamente si può
introdurre l’operatore lineare

F̌ : S(R, ξ) → S(R, x), ψ → F̌(ψ) := ψ̌

Teorema 9.2.2 L’operatore di Fourier-Plancherel F é unitario ed in più il suo
inverso é l’operatore F̌ .

Dimostrazione. Dal teorema 9.1.9, paragrafo 9.1, abbiamo che per ogni φ ∈
S(R, x) vale l’uguaglianza

∫ +∞

−∞
| φ(x) |2 dx =

∫ +∞

−∞
| φ̂(ξ) |2 dξ

Ma essendo φ̂ = F(φ), e ricordando come é definita la norma in S(R), ricaviamo
da questa relazione che:

‖φ‖ = ‖F(φ)‖ per ogni φ ∈ S(R, x)

Pertanto F é una isometria. La suriettività della F si ottiene osservando che
dalla (9.3), proposizione 9.1.8 del precedente paragrafo, si ha ˆ̌ψ = ψ. Pertanto,
per ogni ψ ∈ S(R, ξ) esiste φ̌ ∈ S(R, x) tale che F(φ̌) = ˆ̌φ = φ, ossia l’operatore
F é suriettivo.

Infine considerato che:

(F ◦ F̌)ψ = F(ψ̌) =ˆ̌ψ = ψ

(F̌ ◦ F)φ = F̌(φ̂) = ˇ̂
φ = φ

abbiamo ottenuto le relazioni

F ◦ F̌ = IS(R,ξ) e F̌ ◦ F = IS(R,x)

e perciò
F̌ = F−1

¤

Nelle applicazioni tradizionali della Meccanica Quantistica viene usata una
definizione di operatore di Fourier-Plancherel leggermente diversa da quella da
noi presentata. Precisamente, posto ~ = h

2π , ove h = 6, 625 · 10−27 erg sec é la
costante di Planck, si consideri l’operatore

UF : S(R, x) → S(R, p)

definito da

(9.5) (UF φ)(p) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
e−

i
~xpφ(x)dx
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e l’operatore
UF

−1 : S(R, p) → S(R, x)

definito da

(9.6) (UF
−1ψ)(x) =

1√
2π~

∫ +∞

−∞
e

i
~xpψ(p)dp

Gli operatori F e F−1 si possono considerare dei casi particolari di UF e UF
−1

qualora in questi ultimi si ponga ~ = 1. Inoltre, se si ripercorrono le di-
mostrazioni che hanno condotto al teorema 9.1.1, utilizzando gli operatori UF

e UF
−1 al posto di F e F−1, si ottiene ancora che UF e UF

−1 sono operatori
unitari di cui l’uno é l’inverso dell’altro.

Osservazione 9.2.3 Facciamo osservare che vale la relazione formale,
ma matematicamente non corretta

(9.7)
1

2π~

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e

i
~ ξ(x−x0)φ(x)dx dξ = φ(x0)

infatti, se φ ∈ S(R, x) allora

(UF φ)(ξ) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
e

i
~ ξxφ(x)dx

da cui

(UF
−1 ◦ UF φ)(x0) =

1

2π~

∫ +∞

−∞
e

i
~ ξx0dξ

∫ +∞

−∞
e−

i
~ ξxφ(x)dx

= formalmente =

=
1

2π~

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−

i
~ ξ(x−x0)φ(x)dxdξ

ma essendo UF
−1 ◦UF = IS(R,x) ne segue la (9.7). Si faccia attenzione che

il passaggio formale ora considerato non é matematicamente corretto.

Ricordando il comportamento del funzionale delta di Dirac centrata in x0

potremo porre

〈
δx0

∣∣∣ φ
〉

=

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞

1

2π~
e

i
~ ξ(x−x0)dξ

)
φ(x)dx

da cui si ottiene la seguente trascrizione formale della funzione delta di
Dirac centrata in x0

δx0(x) = formalmente =
1

2π~

∫ +∞

−∞
e

i
~ ξ(x−x0)dξ

Questa scrittura formale a volte viene usata dai fisici teorici, ma essa é
matematicamente sbagliata perché la funzione integranda non é integra-
bile, né secondo Riemann né secondo Lebesgue.

Gli elementi dello spazio S(R) sono, in particolare, funzioni infinitamente
differenziabili e perciò assume un certo interesse considerare le trasformate di
Fourier delle varie derivate

Proposizione 9.2.4 Se φ ∈ S(R) avremo che valgono le relazioni:
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(i) (Fφ′)(ξ) = iξF(φ)

(ii) (Fφ(n))(ξ) = (iξ)nF(φ)

Dimostrazione. Poiché

(Fφ′)(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ′(x)dx

integrando il secondo membro per parti e ricordando il comportamento di rapida
decrescita all’infinito della φ avremo che

F(φ′)(ξ) =
1√
2π

{
e−iξxφ(x)

∣∣+∞
−∞ −

∫ +∞

−∞
(−iξ)e−iξxφ(x)dx

}
=

=
(iξ)√

2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx = (iξ)(Fφ)(ξ)

Dimostriamo la (ii) per induzione su n. Abbiamo ora verificato che essa é vera
per n = 1. Consideriamo ora

(Fφ(n))(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxdφ(n−1)(x)

=
1√
2π

{
e−iξxφ(n−1)(x)

∣∣∣
+∞

−∞

−(−iξ)
∫ +∞

−∞
e−iξxφ(n−1)(x)dx

}

=
(iξ)√

2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(n−1)(x)dx

procedendo in tal modo otteniamo il seguente risultato

(
Fφ(n)

)
(ξ) =

(iξ)n

√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx

= (iξ)n(Fφ)(ξ)

¤

Definizione 9.2.5 Siano φ e ψ ∈ S(R), si dice convoluzione φ ∗ψ la funzione
definita da:

(φ ∗ ψ)(x) :=
∫ +∞

−∞
φ(x− y)ψ(y)dy

Proposizione 9.2.6 La convoluzione soddisfa le seguenti proprietà:

(i) φ ∗ ψ ∈ S(R)

(ii) F(φ ∗ ψ) =
√

2πF(φ)F(ψ)

(iii) F(φ · ψ) = 1√
2π
F(φ) ∗ F(ψ)

(iv) φ ∗ ψ = ψ ∗ φ
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Dimostrazione. Dal fatto che F é un operatore unitario segue che
〈
F(f)

∣∣∣ F(g)
〉

= 〈f |g〉 , ∀f, g ∈ S(R, x)

Prendendo y fissato e ponendo f(x) = eiyxφ(x) e g(x) = ψ(x) avremo che
〈
F(eiyxφ(x))

∣∣∣ F(ψ(x))
〉

=
〈
eiyxφ(x)

∣∣∣ ψ(x)
〉

Ma poiché

〈
eiyξφ(x)

∣∣∣ ψ(x)
〉

=
∫ +∞

−∞
e−iyxφ(x)ψ(x)dx =

√
2πF(φψ)

ed essendo
〈
F (

eiyxφ(x)
) ∣∣∣ F(ψ(x))

〉

=
∫ +∞

−∞

{
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−i(ξ−y)xφ(x)

}
(Fψ)(ξ)dξ

=
∫ +∞

−∞

{
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−i(y−ξ)xφ(x)dx

}
(Fψ)(ξ)dξ

=
∫ +∞

−∞
(Fφ)(y − ξ)(Fψ)(ξ)dξ = F(φ) ∗ F(ψ)

ne ricaviamo la (iii)

F(φ · ψ) =
1√
2π
F(φ) ∗ F(ψ)

Se φ e ψ ∈ S(R) allora per la (ii), teorema 9.1.1 paragrafo 9.1, pure F−1(φ) e
F−1(ψ) sono elementi di S(R) e perciò applicando il risultato ora ottenuto a
queste ultime funzioni avremo che:

√
2πF(F−1(φ) · F−1(ψ)) = φ ∗ ψ

Ma se F−1(φ) e F−1(ψ) appartengono a S(R) pure il loro prodotto é un ele-
mento di S(R) e quindi la trasformata di Fourier di F−1(φ) · F−1(ψ) é ancora
un elemento di S(R). Ne concludiamo che il primo membro della precedente
uguaglianza é un elemento di S(R) per cui non potrà che essere φ ∗ ψ ∈ S(R).

Infine

F(φ ∗ ψ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxdx

∫ +∞

−∞
φ(x− y)ψ(y)dy

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
ψ(y)

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x− y)dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξyψ(y)dy

∫ +∞

−∞
e−iξ(x−y)φ(x− y)d(x− y)

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξyψ(y)dy

∫ +∞

−∞
e−iξhφ(h)dh

=
√

2πF(ψ) · F(φ)
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Rimane da verificare la (iv). Dalla (ii) otteniamo che

F(φ ∗ ψ) =
√

2πF(ψ)F(φ) = F(ψ ∗ φ)

e perciò
F−1F(φ ∗ ψ) = F−1F(ψ ∗ φ) da cui φ ∗ ψ = ψ ∗ φ

¤

Proposizione 9.2.7 Lo spazio lineare complesso S(R) munito del prodotto di
convoluzione

S(R)× S(R) 7→ S(R), (φ, ψ) → φ ∗ ψ

é un’algebra associativa abeliana.

Dimostrazione. La (i) proposizione 9.2.6 assicura che la definizione di pro-
dotto di convoluzione é ben posta. Inoltre, non é difficile verificare che sono
soddisfatte le condizioni

(φ1 + φ2) ∗ ψ = φ1 ∗ ψ + φ2 ∗ ψ(9.8)
φ ∗ (ψ1 + ψ2) = ψ ∗ ψ1 + φ ∗ φ2(9.9)
α(φ ∗ ψ) = (αφ) ∗ ψ = φ ∗ (αψ)(9.10)

φ ∗ (ξ ∗ η) = (φ ∗ ψ) ∗ η(9.11)

Proviamo a dimostrare la (9.8).

∫ +∞

−∞
(φ1 + φ2)(x− y)ψ(y)dy =

∫ +∞

−∞
φ1(x− y)ψ(y)dy +

∫ +∞

−∞
(x− y)ψ(y)dy

Anche le altre proprietà sono di facile dimostrazione. La abelianità del prodotto
di convoluzione é stata dimostrata nella (iv) proposizione 9.2.6. ¤

L’algebra associativa abeliana costituita dallo spazio lineare S(R) con il
prodotto di convoluzione, può essere munita della norma della convergenza in
media

‖ψ‖1 =
∫ +∞

−∞
| ψ(x) | dx

Questa norma, oltre a soddisfare le condizioni tradizionali

(i) ‖φ‖1 = 0 sse φ = 0

(ii) ‖αφ‖1 =| α | ‖φ‖1
(iii) ‖φ + ψ‖1 ≤ ‖φ‖1 + ‖ψ‖1
ove la (ii) e la (iii) coinvolgono rispettivamente il prodotto per scalari e la somma
in S(R), soddisfa l’ulteriore condizione che coinvolge il prodotto di convoluzione

(iv) ‖φ ∗ ψ‖ ≤ ‖φ‖1 ‖ψ‖1
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Infatti

‖φ ∗ ψ‖1 =
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
φ(x− y)ψ(y)dy

∣∣∣∣ dx

≤
∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
| φ(x− y) | | ψ(y) | dy

=
∫ +∞

−∞
| ψ(y) | dy

∫ +∞

−∞
| φ(x− y) | d(x− y) = ‖ψ‖1 ‖φ‖1

Un’algebra munita di una norma soddisfacente la ulteriore proprietà (iv), rela-
tiva alla operazione di moltiplicazione, si chiama algebra normata. Se, rispetto
alla metrica introdotta dalla norma risulta che l’algebra é uno spazio metrico
completo allora si parlerà di algebra di Banach o B-algebra. Dai risultati
visti precedentemente si ha che S(R) non é un’algebra di Banach ma un’algebra
normata abeliana.

Esempio 9.2.8 La funzione B e sua relazione con la funzione Γ
Per p > 0 e q > 0 si definisce funzione beta, indicata con B(p, q) la funzione

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx

Verifichiamo che vale la relazione

B(p, q) =
Γ(p) Γ(q)

Γ(p + q)

Infatti, introdotta la funzione appartenente a S(R)

fp(t) =

{
tp−1e−t per t > 0

0 per t ≤ 0

si ha che ∫ +∞

−∞
fp(t) dt =

∫ ∞

0

tp−1e−t dt = Γ(p)

Introdotta la convoluzione h = fp ∗ fq e considerata la (ii) proposizione 9.2.6 si ha il
seguente risultato

∫ +∞

−∞
e−iξx(fp ∗ fq)(x)dx =

(∫ +∞

−∞
e−iξxfp(x) dx

) (∫ +∞

−∞
e−iξxfq(x) dx

)

Nel caso particolare di ξ = 0 la precedente uguaglianza diviene

(9.12)

∫ +∞

−∞
h(x)dx = Γ(p) Γ(q)

Calcoliamo in un’altra maniera il membro a sinistra. Poiché fp e fq si annullano
sul semiasse reale negativo sarà

h(x) =

∫ ∞

0

fp(t)fq(x− t)dt =

{
e−x

∫ x

0
tp−1(x− t)q−1dt per x > 0

0 per x ≤ 0

Il cambiamento di variabile t = ux fornisce per x > 0 la funzione

h(x) = e−xxp+q−1

∫ 1

0

up−1(1− u)q−1du = e−xxp+q−1B(p, q)

pertanto
∫ +∞

−∞
h(x)dx = B(p, q)

∫ +∞

−∞
e−xxp+q−1dx = B(p, q) Γ(p + q)

sostituito questo risultato nella (9.12) otteniamo la relazione cercata. ¥
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9.3 L’operatore di Fourier–Plancherel su L2

Nella precedente sezione abbiamo introdotto l’operatore unitario di Fourier–
Plancherel

F : S(R, x) −→ S(R, ξ)

definito da

(9.13) (Fφ)(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx

Essendo S(R, x) una varietà lineare densa nello spazio di Hilbert L2(R, x),
per il principio di estensione, esisterà un unico operatore unitario, che in-
dicheremo ancora con F̂ : L2(R, x) 7→ L2(R, ξ), estensione dell’operatore di
Fourier-Plancherel definito dalla (9.13), secondo il diagramma commutativo

S(R, x) F //

∩
²²

S(R, ξ)

∩
²²

L2(R, x) F̂ // L2(R, ξ)

In questo paragrafo forniremo un’espressione concreta dell’operatore di Fourier–
Plancherel in L2(R). In primo luogo dimostriamo il seguente teorema.

Teorema 9.3.1 Per ogni funzione f ∈ L2(R, x) valgono le seguenti proprietà

(i) qualunque sia N , l’integrale

f̂N (ξ) :=
1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx

é una funzione di L2(R, ξ)

(ii) esiste una funzione f̂ ∈ L2(R, ξ) tale che:

lim
N→∞

‖f̂N − f̂‖2 = 0

(iii) questa funzione f̂ soddisfa l’uguaglianza di Parseval:

∫ +∞

−∞
| f̂(ξ) |2 dξ =

∫ +∞

−∞
| f(x) |2 dx

Pertanto, per ogni f in L2(R, x) la funzione f̂ é ancora un elemento dello spazio
di Hilbert L2(R, ξ), chiamato trasformata di Fourier della f , e la (ii) può essere
posta nella forma

(9.14) f̂(ξ) = 2− lim
N→∞

(
1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx

)
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Dimostrazione. Sia f una qualsiasi funzione di L2(R, x) nulla al di fuori del-
l’intervallo (−a, a). Sotto queste condizioni, indicato che A = {x ∈ (−a, a) :|
f(x) |< 1}, avremo che:

∫ +∞

−∞
| f(x) | dx =

∫

A

| f(x) | dx +
∫

(−a,a)/A

| f(x) | dx ≤

≤ 2a +
∫

(−a,a)/A

| f(x) |2 dx < +∞

e perciò f ∈ L1(R, x), da cui segue:
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

−∞
| f(x) | dx < +∞

ossia esiste l’integrale

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

Sia ora {φn} una successione di funzioni in S(R, x), nulle al di fuori dell’in-
tervallo (−a, a) e convergenti a f secondo la norma di L2(R, x):

(1) lim ‖f − φn‖2 = 0

Dalla (1) segue che la successione {φ̂n = Fφn} delle trasformate di Fourier delle
φn ∈ S(R, x) é di Cauchy in L2(R, x) in quanto, per la uguaglianza di Parseval

‖φ̂n − φ̂m‖2 = ‖φn − φm‖2 → 0 per n,m →∞
Essendo lo spazio L2(R, ξ) completo, esisterà g ∈ L2(R, ξ) tale che:

(2) lim ‖φ̂n − g‖2 = 0

Dalla (1), ricordando che su di un intervallo limitato (−a, a) la convergenza
in media quadratica implica la convergenza in media, avremo che pure

(3) lim ‖f − φn‖1 = 0

e ciò implica che la successione {φ̂n = Fφn} delle trasformate di Fourier delle
φn é uniformemente convergente alla funzione f̂ . Infatti

∣∣∣(f̂ − φ̂n)
∣∣∣ =

1√
2π

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
(f(x)− φn(x))e−iξxdx

∣∣∣∣ ≤

≤ 1√
2π

∫ +∞

−∞
|f(x)− φn(x)|dx =

1√
2π
‖f − φn‖1

ottenendo quindi che

(4) lim ‖φ̂n − f̂‖∞ = 0

. Verifichiamo ora che f̂ = g q.d. su R. Sia infatti N := {x ∈ R :
f̂(x) 6= g(x)}, e supponiamo per assurdo che la sua misura secondo Lebesgue
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sia strettamente positiva, m(N) > 0. Se per ogni fissato δ > 0 poniamo Nδ :=
{x ∈ R :| f̂(x) − g(x) |> δ}, la precedente condizione (4) impone che esiste un
δ0 > 0 tale che m(Nδ0) > 0. Per ogni n > 0 si ha

(5)
(
‖φ̂n − g‖2

)2

≥
∫

Nδ0

| φ̂n(x)− g(x) |2 dx

Ora essendo ‖φ̂n − f̂‖∞ → 0, esisterà n0 > 0 tale che risulti

| φ̂n(x)− f̂(x) |< δ0

2
, per ogni n > n0

Per ogni x ∈ Nδ0 avremo che | f̂(x) − g(x) |> δ0 mentre | f̂(x) − φ̂n(x) |> δ0
2

ovvero − | f̂(x)− φ̂n(x) |> − δ0
2 da cui, sommando membro a membro

δ0

2
<| f̂(x)− g(x) | − | f̂(x)− φ̂n(x) |≤| φ̂n(x)− g(x) |

e quindi la (5) assume la forma
(

δ0

2

)2

m(Nδ0) <

∫

Nδ0

| φ̂n(x)− g(x) |2 dx ≤
(
‖φ̂n − g‖2

)2

contro la (2). Concludiamo dunque che f̂ = g q.d. su R. /

Essendo f̂ = 2− lim φ̂n, avremo che:

(‖f̂‖2)2 =
∫ +∞

−∞
| f̂(x) |2 dx = lim

(
‖φ̂n‖2

)2

= lim(‖φn‖2)2 = (‖f‖2)2 =
∫ +∞

−∞
| f(x) |2 dx(6)

Ora, presa una f ∈ L2(R, x), per ogni N > 0 definiamo

fN (x) =

{
f(x) | x |≤ N

0 | x |> N

Allora

f̂N (ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxfN (x)dx =

1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx

é una funzione di L2(R, ξ). Siccome 2− limN→∞ fN = f , si avrà:

lim
M,N→∞

‖fM − fN‖2 = 0

quindi, utilizzando la (6), otteniamo

lim
M,N→∞

‖f̂M − f̂N‖2 = 0

Questo implica che esiste f̂ ∈ L2(R, ξ) tale che:

f̂(ξ) = 2− lim
N→∞

f̂N = 2− lim
N→∞

1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx
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Inoltre dalla (6) otteniamo
∫ +∞

−∞
| f̂(ξ) |2 dξ = (‖f̂(ξ)‖2)2 = lim

N→∞
(‖f̂N‖2)2 = lim

N→∞
(‖fN‖2)2 =

= (‖f‖2)2 =
∫ +∞

−∞
| f(x) |2 dx

¤

Quanto ora visto riguarda la trasformata di Fourier di funzioni di classe
L2(R), definita tramite la (9.14). Passiamo ora a considerare funzioni di classe
L1(R). In primo luogo osserviamo che se f é una funzione di L1(R) allora, dalla

∣∣∣∣
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

∣∣∣∣ ≤
1√
2π

∫ +∞

−∞
|f(x)| dx < +∞

segue che per ogni ξ ∈ R esiste l’integrale

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

ottenendo in tal modo una funzione da R in C, chiamata trasformata di Fourier
della f in senso ordinario.

Richiamiamo ora il seguente teorema:

Teorema 9.3.2 Se f ∈ L1(R) e {fn} é una successione di funzioni in L1(R)
soddisfacente la condizione di convergere in media alla funzione f , i.e.

lim ‖fn − f‖1 = 0

allora la successione di funzioni

f̂n(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxfn(x)dx

converge uniformemente alla funzione

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

ovvero
lim ‖f̂n − f̂‖∞ = 0

Dimostrazione. Banale conseguenza della maggiorazione, valida per ogni ξ ∈
R

|f̂n(ξ)− f̂(ξ)| = 1√
2π

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
e−iξx(fn(x)− f(x))dx

∣∣∣∣ ≤

≤ 1√
2π

∫ +∞

−∞
|fn(x)− f(x)| dx =

1√
2π
‖fn − f‖1

¤
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Corollario 9.3.3 Se f ∈ L2(R, x)∩L1(R, x) allora la sua trasformata di Fouri-
er nel senso di L2(R, x) (9.14) coincide con la trasformata di Fourier in senso
ordinario (9.13), ossia nel senso di L1(R, x).

(9.15)
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iξxf(x)dx = 2− lim

N→∞

(
1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx

)

Dimostrazione. Considerate le funzioni

fN (x) =

{
f(x) | x |≤ N

0 | x |> N

queste funzioni sono elementi di L2(R, x) ∩ L1(R, x). Dal teorema 9.3.1, utiliz-
zando l’ipotesi che f ∈ L2(R, x), segue che esiste la trasformata di Fourier f̂
della f secondo la (9.14), valendo inoltre che

(1) lim ‖f̂N − f̂‖2 = 0

ove

f̂N (ξ) =
1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx

Siccome la f ∈ L1(R, x), e dal fatto che {fN}é una successione di funzioni in
L1(R, x) ovviamente convergente in media alla f , segue

lim
N→∞

‖fN − f‖1 = lim
N→∞

{(∫ −N

−∞
+

∫ +∞

N

)
f(x)dx

}
= 0

Indicate con f̃ e f̃N le trasformate di Fourier della f e delle fN , rispettivamente,
nel senso ordinario (9.3), applicando il teorema 9.3.2 seguirà che

lim ‖f̃N − f̃‖∞ = 0 (2)

Se adesso si ripercorre, a partire dalla (1) e dalla (2), la tecnica dimostrativa
utilizzata nel teorema 9.3.1 e racchiusa fra i simboli . . . . /, si ottiene che f̃ = f̂ .

¤

Esempio 9.3.4 La trasformata di Fourier della funzione di L2(R, x) ∩ L1(R, x)

f(x) =

{
1 | x |≤ a

0 | x |> a
con a > 0

é la funzione

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ a

−a

e−iξxf(x)dx =
1√
2π

e−iξa − eiξa

−iξ
=

√
2

π

eiξa − e−iξa

(2i)ξ

da cui

f̂(ξ) =

√
2

π

sin(aξ)

ξ

¥
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Osservazione 9.3.5 Si osservi che la trasformata di Fourier ottenuta in
questo esempio non é una funzione di L1(R) mentre la funzione di partenza
appartiene a questo spazio. Comunque, dal fatto che f ∈ L2(R, x), per
la (ii) teorema 9.3.1, segue che la sua trasformata di Fourier appartiene
ancora a L2(R, x).

Esempio 9.3.6 Nel caso più generale della funzione

f(x) =

{
1 a ≤ x ≤ b

0 altrimenti
con a < b

e procedendo come nell’esempio precedente, si ottiene che la sua trasformata di Fourier
é la funzione

f̂(ξ) =
i√
2π

e−iξb − e−iξa

ξ

¥

Esempio 9.3.7 Si consideri la funzione

f(x) =
a

x2 + a2
, con a > 0

Questa funzione é sia un elemento di L1(R, x) che di L2(R, x). La sua trasformata di
Fourier sarà quindi

f̂(ξ) =
a√
2π

∫ +∞

−∞

e−iξx

x2 + a2
dx =

a√
2π

∫ +∞

−∞

e−iξx

(x + ia) + (x− ia)
dx

L’integrale al secondo membro può essere calcolato con il teorema dei residui (vedi
funzioni analitiche), ottenendo

f̂(ξ) =

√
π

2
e−|ξ|a

¥

Siamo ora in grado di poter dare l’espressione concreta dell’operatore uni-
tario di Fourier-Plancherel sullo spazio di Hilbert L2(R), quale unica estensione
dell’operatore unitario di Fourier–Plancherel su S(R) definito dalla (9.13).

Teorema 9.3.8 L’unica estensione unitaria su L2(R, x) dell’operatore unitario
di Fourier–Plancherel su S(R, x)

F : S(R, x) 7→ S(R, ξ)

definito da

(Fφ)(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxφ(x)dx

é l’operatore unitario
F̂ : L2(R, x) 7→ L2(R, ξ)

definito da

(9.16) (F̂f)(ξ) = 2− lim
N→∞

(
1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx

)
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Dimostrazione. La corrispondenza f → HFf é ovviamente lineare. Essa é
anche isometrica in virtù della (iii), teorema 9.3.1, che si può anche scrivere
nella forma ‖HFf‖ = ‖f‖.

Siccome S(R, x) ⊆ L2(R, x) ∩ L1(R, x), per il corollario del teorema 9.3.2 si
ha

per ogni φ ∈ S, Fφ = HFφ

Pertanto, l’operatore HF é una estensione continua a L2(R, x) dell’operatore
di Fourier–Plancherel F su S(R). Ora, l’estensione continua di un operatore
unitario su S(R, x) a tutto L2(R, x) é unica ed é ancora un operatore unitario.
Quindi HF é suriettivo. Con questo il teorema é dimostrato. ¤

Osservazione 9.3.9 Come al solito, e se ciò non comporterà ambigu-
ità, nel seguito indicheremo più semplicemente con F l’estensione unitaria
all’intero spazio di Hilbert L2(R, x) dell’operatore di Fourier–Plancherel
su S(R, x).

A volte, con un certo abuso e mancanza di precisione, si usa indicare
formalmente la (9.16) colla scrittura

(Ff)(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

Rimanendo però inteso che questa é una scrittura formale definita rig-
orosamente dal secondo membro della (9.16).

Corollario 9.3.10 La condizione Ff = 0u implica f = 0u. Questo risultato
può essere scritto per esteso nel seguente modo. Se

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx := 2− lim

N→∞

(
1√
2π

∫ N

−N

e−iξxf(x)dx

)
= 0

allora f = 0 q.d. su R.

Dimostrazione. Banale conseguenza del fatto che l’operatore di Fourier-Plancherel
é unitario e, quindi, invertibile. ¤

9.4 Proprietà particolari della trasformata di Fouri-
er di funzioni di classe L1(R)

In questo paragrafo ci occuperemo in particolare della trasformata di Fourier
di funzioni f ∈ L1(R) la cui definizione, come abbiamo visto nel paragrafo
precedente, é ben posta e espressa dalla

(9.17) f̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

Ricordiamo che, come dimostra l’esempio 9.3.4 del paragrafo precedente, la
trasformata di Fourier di una funzione di L1(R) in generale non é detto sia anco-
ra un elemento di L1(R), escludendo in questo modo la possibilità di introdurre
un operatore L1(R) 7→ L1(R) tramite la legge f → f̂ .
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Teorema 9.4.1 La trasformata di Fourier di una funzione f ∈ L1(R, x) é una
funzione

(i) limitata;

(ii) infinitesima per | ξ |→ ∞;

(iii) uniformemente continua;

Dimostrazione. (i) La limitatezza di

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iξxf(x)dx

segue da

| f̂(ξ) |≤ 1√
2π

∫ +∞

−∞
| f(x) | dx =

1√
2π
‖f‖1

(ii) Per ogni funzione φ ∈ L1(R, x) del tipo

φ(x) = cχ[a,b](x) =

{
c x ∈ [a, b]
0 x /∈ [a, b]

si ha, vedi esempio 9.3.6, paragrafo precedente,

f(ξ) =
1√
2π

e−iξb − e−iξa

iξ

che é una funzione uniformemente continua ed infinitesima per ξ → ∞.
Ora, ogni f ∈ L1(R, x) é 1 − lim di funzioni a scala. Quindi, per il teo-
rema 9.3.2, paragrafo precedente, f̂ é limite uniforme della trasformata di
Fourier di queste funzioni a scala. Siccome quest’ultime sono infinitesime,
f̂ é pure infinitesimo, in quanto limite uniforme di funzioni infinitesime.

(iii) f̂ é uniformemente continuo in quanto limite uniforme di funzioni uni-
formemente continue.

¤
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Capitolo 10

Operatori che ammettono
aggiunto
Operatori simmetrici e
autoaggiunti

10.1 Aggiunto di un operatore
densamente definito

Gli operatori che verranno presi in considerazione nel seguito si intenderanno
definiti su di una varietà lineare di uno spazio di Hilbert H. Gli operatori
verranno quindi indicati indifferentemente con i simboli T : DT 7→ H oppure
con (DT , T ), a causa dell’importanza della esplicitazione della varietà lineare
DT che ne costituisce il dominio di definizione.

La richiesta che il dominio di definizione dell’operatore T sia una varietà
lineare di H nasce dal fatto che, nel caso di un operatore lineare, l’essere DT

una varietà lineare assicura che sono ben poste le condizioni:

T (x1 + x2) = Tx1 + Tx2 per ogni x1 , x2 ∈ DT(10.1)
T (αx) = αTx per ogni α ∈ C e ogni x ∈ DT .(10.2)

Diremo che l’operatore T é densamente definito in H sse il suo dominio di
definizione é denso in H mentre diremo che T rende stabile il dominio di
definizione DT sse T (DT ) ⊆ DT .

Esempio 10.1.1 Gli spazi funzionali D(R) e S(R) sono delle varietà lineari dense
nello spazio di Hilbert L2(R) e valgono le seguenti inclusioni insiemistiche D(R) ⊆
S(R) ⊆ L2(R). Gli operatori

D : D(R) 7→ L2(R) , f → D(f) : = f ′

D : S(R) 7→ L2(R) , f → D(f) : = f ′

sono pertanto densamente definiti in L2(R); inoltre ciascuno di essi rende stabile il
proprio dominio di definizione.



172
CAPITOLO 10. Operatori che ammettono aggiunto

Operatori simmetrici e autoaggiunti

I due operatori sono da considerarsi diversi tra di loro, pur agendo formalmente
nello stesso modo, in quanto hanno i corrispondenti domini di definizione che sono
diversi. ¥

Esempio 10.1.2 Gli spazi funzionali P ([a, b]) , C∞ ([a, b]) , C1 ([a, b]) sono delle va-
rietà lineari dense in L2 ([a, b]) e valgono le inclusioni:

P ([a, b]) ⊆ C∞ ([a, b]) ⊆ C1 ([a, b]) ⊆ L2 ([a, b]) .

Siano dati gli operatori:

D : P ([a, b]) 7→ L2 ([a, b]) , f → D(f) = f ′

D : C∞ ([a, b]) 7→ L2 ([a, b]) , f → D(f) = f ′

D : C1 ([a, b]) 7→ L2 ([a, b]) , f → D(f) = f ′

I primi due sono densamente definiti in L2 ([a, b]) e rendono stabile il dominio di
definizione. Anche il terzo operatore é densamente definito in L2 ([a, b]) ma non rende
stabile il dominio di definizione: se f ∈ C1 ([a, b]), la sua derivata f ′ non é in generale
una funzione di classe C1 ([a, b]) . ¥

Esempio 10.1.3 Possiamo prendere in esame lo spazio funzionale

C1
= ([a, b]) =

{
f ∈ C1 ([a, b]) : f(a) = f(b)

}

che é una varietà lineare densa in L2 ([a, b]), e definire su di esso l’operatore di
derivazione

D : C1
= ([a, b]) 7→ L2 ([a, b]) , f → D(f) = f ′.

Un tale operatore permette di scrivere l’equazione differenziale con condizioni al con-
torno {

y′ = g

y(a) = y(b)

nella forma operatoriale piú compatta D(y) = g con y ∈ C1
= ([a, b]).

Analogamente si può considerare lo spazio

C1
x0 ([a, b]) =

{
f ∈ C1 ([a, b]) : f(x0) = 0

}

che é denso in L2 ([a, b]) e l’operatore

D : C2
x0 ([a, b]) 7→ L2 ([a, b]) , f 7→ D(f) = f ′

L’equazione differenziale con condizioni iniziali
{

y′ = g

y(x0) = 0

si traduce in questo caso nella trascrizione compatta D(y) = g con y ∈ C1
x0 [a, b].

Naturalmente, é anche possibile introdurre operatori adatti allo studio di equazioni
differenziali di ordine superiore al primo. Per esempio nello spazio

C2
x0 ([a, b]) =

{
f ∈ C2 ([a, b]) : f(x0) = f ′(x0) = 0

}

si può introdurre l’operatore

L = a(x)D2 + b(x)D + c(x)1I

ove a(x), b(x), c(x) sono funzioni continue in [a, b] e D2 = D ◦D ; la scrittura

L(y) = g con y ∈ C2
x0 ([a, b])
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traduce l’equazione differenziale lineare del secondo ordine con condizioni iniziali

{
a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = g(x)

y(x0) = y′(x0) = 0

dove g é una funzione assegnata, a sua volta continua in [a, b]. ¥

Definizione 10.1.4 Diremo che un operatore T : DT 7→ H é limitato sse esiste
una costante α ≥ 0 tale che ‖Tx‖ ≤ α‖x‖ per ogni x ∈ DT . Nel caso contrario
diremo che T é non limitato.

Proposizione 10.1.5 T é non limitato sse esiste una successione {xn}, con
xn ∈ DT e ‖xn‖ = 1, tale che lim ‖Txn‖ = +∞.

Dimostrazione. Infatti, se T é non limitato per ogni numero reale positivo
α > 0 esiste un elemento x̂α ∈ DT tale che ‖T x̂α‖ > α‖x̂α‖, ovvero un elemento
xα = x̂α

‖x̂α‖ tale che ‖Txα‖ > α e ‖xα‖ = 1. La proposizione si dimostra
prendendo come particolari α gli interi n ∈ N. ¤

Esempio 10.1.6 Sia H uno spazio di Hilbert separabile, {un} una base ortonormale
di H e

D =
{

x ∈ H :
∑

n2|〈un|x〉| < +∞
}

;

si verifica immediatamente che D é denso in H in quanto per ogni y ∈ H, scritto
nello sviluppo in serie di Fourier nella forma y =

∑ 〈un|y〉un, esiste la successione
xk =

∑k
n=1 〈un|x〉un ∈ D tale che lim xk = y. Sotto queste condizioni, l’operatore

T : D 7→ H, x → Tx : =
∑

n〈un|x〉un

é lineare ma non limitato in quanto ‖Tuk‖ = k e ‖uk‖ = 1. ¥

Fatte queste premesse possiamo ora passare a introdurre la nozione di aggiun-
to di un operatore T : DT 7→ H. In primo luogo osserviamo che il sottoinsieme
di H definito da

(10.3) DT∗ := {y ∈ H : ∃y∗ ∈ H t.c. ∀x ∈ DT , 〈Tx|y〉 = 〈x|y∗〉}

é una varietà lineare di H. Si tratta ora di stabilire una condizione necessaria
e sufficiente che assicuri, qualunque sia y ∈ H, l’unicità dell’elemento y∗ che
interviene nella definizione ora data di DT∗ . A questo proposito, vale il seguente

Teorema 10.1.7 Ad ogni y ∈ DT∗ corrisponde uno ed uno solo y∗ ∈ H soddis-
facente la condizione

(10.4) ∀x ∈ DT , 〈Tx|y〉 = 〈x|y∗〉

se e solo se T é densamente definito in H.

Dimostrazione. Supponiamo che DT = H. Se per y ∈ DT∗ esistessero y∗1 e
y∗2 ∈ H tali che 〈Tx|y〉 = 〈x|y∗1〉 = 〈x|y∗2〉 per ogni x ∈ DT , allora 〈x|y∗1−y∗2〉 = 0
per ogni x ∈ DT . Essendo DT denso inH, esiste una successione {xn} ⊆ DT tale
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che lim xn = y∗1 − y∗2 . Perciò, utilizzando la continuità a sinistra del prodotto
interno avremo che

lim
〈
xn

∣∣∣ y∗1 − y∗2
〉

=
〈

lim xn

∣∣∣ y∗1 − y∗2
〉

= ‖y∗1 − y∗2‖2

mentre dal fatto che {xn} ⊆ DT segue che 〈xn|y∗1−y∗2〉 = 0 e perciò lim〈xn|y∗1−
y∗2〉 = 0; da questi ultimi risultati segue che y∗1 = y∗2 .

Viceversa, supponiamo che DT 6= H; DT é un sottospazio proprio di H.
Allora, vedi (iv) teorema 8.4.3 a pag. 144 esisterà y0 ∈

(DT

)⊥
con y0 6= 0. In

particolare, questo vettore y0 sarà tale che 〈x|y0〉 = 0, per ogni x ∈ DT , e perciò
〈Tx|0〉 = 〈x|y0〉, per ogni x ∈ DT . Pertanto all’elemento 0 ∈ DT∗ corrispondono
i due elementi 0, y0 ∈ H tali da soddisfare la relazione richiesta. ¤

Osservazione 10.1.8 Se T é un operatore densamente definito in H,
considerata la varietà lineare DT∗ di H definita dalla (10.3) e utilizzando
i risultati del teorema precedente che assicurano l’esistenza di un unico y∗

di H tale che
〈Tx|y〉 = 〈x|y∗〉 per ogni x ∈ DT

la applicazione
T ∗ : DT∗ 7→ H, y → T ∗(y) : = y∗

é ben posta e definisce un operatore lineare da DT∗ in H, ove la linearità
di T ∗ é conseguenza della linearità a destra del prodotto interno.

Definizione 10.1.9 Dato un operatore T densamente definito in H, l’operatore
lineare

T ∗ : DT∗ 7→ H , y → T ∗(y) := y∗

definito nella osservazione precedente si chiama operatore aggiunto dell’ opera-
tore T .

Tra un operatore T , densamente definito in uno spazio di Hilbert, e il suo
aggiunto T ∗ vale evidentemente la relazione

(10.5) 〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗y〉 per ogni x ∈ DT e ogni y ∈ DT∗ .

Gli operatori che interessano la Meccanica Quantistica sono lineari, in gen-
erale non limitati e devono per lo meno ammettere l’operatore aggiunto. Quin-
di, per quanto visto nelle precedenti considerazioni, devono essere densamente
definiti in H.

Osservazione 10.1.10 Nella dimostrazione del teorema 10.1.7 e, quin-
di, nella conseguente definizione 10.1.9, non viene fatta alcun uso della
linearità dell’operatore T . Però, pur non essendo T necessariamente lin-
eare, il suo aggiunto é lineare. Inoltre, nulla assicura che il dominio di
definizione dell’aggiunto in H abbia una qualche relazione con il dominio
di definizione di T . L’unica cosa che si può affermare é che DT∗ é una
varietà lineare di H che, al limite, può contenere soltanto il vettore nullo.

Si tenga presente che fra T e T ∗ vi é il legame espresso dalla relazione (10.5)
da cui si deduce che vale anche la relazione

(10.6) 〈x|Ty〉 = 〈T ∗x|y〉 per ogni x ∈ DT∗ e ogni y ∈ DT
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Infatti, per ogni x ∈ DT∗ e y ∈ DT avremo che

〈x|Ty〉 = 〈Ty|x〉 = 〈y|T ∗x〉 = 〈T ∗x|y〉.
Esempio 10.1.11 Gli operatori di shift a destra e di shift a sinistra.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso, separabile e infinito dimensionale. Indichi-
amo con {un : n ∈ N} un sonc in H. Introduciamo i due operatori definiti sull’intero
spazio H e espressi dalle leggi:

Sd(x) =

∞∑
n=1

〈un|x〉un+1

Ss(y) =

∞∑
n=2

〈un|y〉un−1.

Questi operatori sono ben posti in virtù del teorema di Fisher-Riesz e si chiamano
rispettivamente operatore di shift a destra e di shift a sinistra.

Gli operatori Sd e Ss sono uno l’aggiunto dell’altro, come ora verificheremo. In
primo luogo osserviamo che per ogni y ∈ H esiste y∗ = Ss(y) ∈ H tale che, per
qualunque x ∈ H, si abbia

〈Sx|y〉 =
∑
j=1

〈uj |x〉〈uj+1|y〉 =
∑
n=2

〈un|y〉〈x|un−1〉 =

=
〈
x

∣∣∣
∑
n=2

〈un|y〉un−1

〉
= 〈x|Ssy〉

Pertanto, in virtù della (10.3), DSd
∗ = H mentre dalla definizione di operatore aggiun-

to segue che (Sd)∗(y) = y∗ = Ss(y), per ogni y ∈ H, ovvero l’aggiunto di Sd é Ss. In
maniera analoga si dimostra che l’aggiunto di Ss é Sd. Tradizionalmente l’operatore
Sd viene indicato semplicemente con S mentre l’operatore Ss viene indicato con S∗;
d’ora in avanti ci atterremo a questa notazione.

Ricordiamo che ‖Sx‖ = ‖x‖, ovvero S é isometrico; però esso non é suriettivo in
quanto, banalmente, non esiste alcun vettore x ∈ H tale che S(x) = u1.

Per ciò che riguarda l’operatore S∗ avremo che ‖S∗x‖ ≤ ‖x‖, per cui S∗ é limitato
ma non é isometrico. Facciamo osservare che valgono le relazioni

S∗ ◦ S = 1I e S ◦ S∗ 6= 1I

Verifichiamo la prima delle due, mentre lasciamo per esercizio la dimostrazione della
seconda.

(S∗ ◦ S) (x) = S∗
(∑

n=1

〈un|x〉un+1

)
=

∑
j=2

〈
uj

∣∣∣
∑
n=1

〈un|x〉un+1

〉
uj−1

=
∑
j=2

∑
n=1

〈uj |un+1〉 〈un|x〉uj−1 =
∑
n=1

〈un|x〉un = x

¥

Definizione 10.1.12 Dati due operatori T1 : D1 7→ H e T2 : D2 7→ H nello
stesso spazio di Hilbert H, diremo che essi sono uguali, e scriveremo T1 = T2,
sse D1 = D2 e T1(x) = T2(x) per ogni x ∈ D1 = D2.

Diremo che T2 é una estensione di T1, scritto T1 ≤ T2, sse D1 ⊆ D2 e
T1(x) = T2(x) per ogni x ∈ D1; in tal caso si usa anche dire che T1 é una
restrizione di T2. Diremo che T2 é una estensione stretta di T1, o che T1 é una
restrizione stretta di T2, scritto T1 < T2, sse D1 ⊂ D2 e T1(x) = T2(x), per ogni
x ∈ D1.
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Esempio 10.1.13 Negli esempi visti prima si ha

(P ([a, b]) , D) < (C∞ ([a, b]) , D) <
(C1 ([a, b]) , D

)

analogamente

(D (Rn) , Pi) < (S (Rn) , Pi) e (D (Rn) , Qi) < (D (Rn) , Qi) .

¥

Definizione 10.1.14 Diremo che un operatore lineare A é simmetrico sse DA =
H e A ≤ A∗, mentre diremo che esso é autoaggiunto sse DA = H e A = A∗.

Ovviamente, ogni operatore lineare autoaggiunto é anche simmetrico. In-
oltre, dalla definizione di operatore aggiunto segue facilmente che:

(i) Un operatore lineare A densamente definito in H é simmetrico sse

DA ⊆ DA∗ e 〈Ax|y〉 = 〈x|Ay〉 per ogni x, y ∈ DA.

(ii) Un operatore lineare A densamente definito in H é autoaggiunto sse

DA = DA∗ e 〈Ax|y〉 = 〈x|Ay〉 per ogni x, y ∈ DA.

Esempio 10.1.15 Operatori di moltiplicazione per funzioni in L2(Rn).
Considerato lo spazio di Hilbert L2(Rn) sia kν : Rn 7→ C una funzione di classe

C∞ a valori complessi. Possiamo introdurre l’operatore

Qν : Dν 7→ L2(Rn)

definito da

(10.7) (Qνf) (x) := kν(x)f(x)

sul seguente dominio di definizione

(10.8) Dν = {f ∈ L2(Rn) : Qνf ∈ L2(Rn)}
Ovviamente Dν é una varietà lineare di L2(Rn), densa in questo spazio di Hilbert,
perché contiene la varietà lineare D(Rn) costituita dalle funzioni prova a supporto
compatto.

L’aggiunto di questo operatore é l’operatore, il cui dominio di definizione é ancora
Dν

(Qν)∗ : Dν 7→ L2(Rn)

definito da

(10.9) [(Qν)∗ f ] (x) := kν(x)f(x)

Infatti

〈Qνf |g〉 =

∫

Rn

kν(x)f(x)g(x)dx =

∫

Rn

f(x)
[
kν(x)g(x)

]
dx

=
〈
f

∣∣∣ (Qν)∗ g
〉

Da questo risultato segue che se kν é una funzione a valori reali allora Qν é un operatore
autoaggiunto.
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Se kν é una funzione a valori complessi, misurabile e limitata (non necessariamente
di classe C∞), allora l’operatore

Qν : L2(Rn) 7→ L2(Rn)

definito da
(Qνf) (x) := kν(x)f(x)

ha dominio di definizione coincidente con l’intero spazio L2(Rn) ed é limitato. Infatti

‖Qνf‖2 =

∫

Rn

|kν(x)|2|f(x)|2dx ≤ ‖kν‖2∞‖f‖2

e quindi
‖Qν‖ ≤ ‖kν‖2∞

L’aggiunto di questo operatore é l’operatore

(Qν)∗ : L2(Rn) 7→ L2(Rn)

definito da
[(Qν)∗f ] (x) = kν(x)f(x).

¥

Esempio 10.1.16 Operatori di moltiplicazione classici in L2(Rn).
Tra le funzioni di classe C∞ su Rn e a valori reali vi sono gli n proiettori canonici

πi : Rn 7→ R, (x1, x2, . . . , xn) → πi(x1, x2, . . . , xn) := xi i = 1, 2, . . . , n

In questi n casi gli operatori di moltiplicazione introdotti nell’esempio 10.1.15 si
traducono negli n operatori di moltiplicazione classici

Qi : Di 7→ L2(Rn) i = 1, 2, . . . , n

definiti da
(Qif) (x) := xif(x)

sul dominio di definizione

Di =
{
f ∈ L2(Rn) : xif(x) ∈ L2(Rn)

}

Per quanto visto nel caso generale questi operatori sono autoaggiunti. ¥

Ritornando ora a considerare un generico operatore T , densamente definito
inH, abbiamo precedentemente visto che esso ammette l’operatore aggiunto T ∗;
in generale non é possibile stabilire alcun legame fra i domini di definizione DT

e DT∗ e non é possibile dire nulla sulla limitatezza di T ∗. A questo proposito
premettiamo il seguente

Teorema 10.1.17 Se {fn} é una successione di funzionali lineari e limitati,
definiti su H e a valori in C, che soddisfa la condizione di limitatezza:

per ogni x ∈ H esiste una costante kx ∈ C tale che |fn(x)| ≤ kx per
ogni n = 1, 2, . . .

allora

esiste una costante k ∈ C tale che |fn(x)| ≤ k‖x‖ per ogni x ∈ H e
ogni n = 1, 2, . . .
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Dimostrazione. Verifichiamo in primo luogo che, sotto le ipotesi del teorema,

• esiste almeno una sfera aperta S(x0, r) e una costante k tale che |fn(x)| ≤
k per ogni x ∈ S(x0, r) e ogni n.

Infatti, supposto che questa proposizione non sia vera, scelto k = 1 esister-
anno x1 ∈ H e n1 tali che |fn1(x1)| ≥ 1. Dalla continuità di fn1 segue che
|fn1(x)| ≥ 1 su una opportuna sfera S(1) ⊂ H con centro in x1.

Se la negazione della proposizione di partenza viene applicata alla sfera S(1)

relativamente alla scelta di k = 2 avremo che esisteranno x2 ∈ S(1) e n2 tali che
|fn2(x2)| ≥ 2. Anche in questo caso la continuità di fn2 assicura l’esistenza di
una sfera S(2) ⊆ S(1) tale che |fn2(x)| ≥ 2 per ogni x ∈ S(2).

Procedendo in questo modo, riusciamo a costruire una successione di sfere

S(1) ⊇ S(2) ⊇ . . . ⊇ S(k) ⊇ . . .

tali che:

(?) per ogni k esiste nk per cui |fnk
(x)| > k per ogni x ∈ S(k).

Se S(k) = Sck
(ρk) è la sfera di centro ck e raggio ρk, possiamo pensare questo

ultimo sempre ρk < 1
k : infatti se ρk > 1

k e vale la (?) possiamo restringere il
raggio ρk ad un valore ρ′k < 1

k in cui (?) continua a valere.
Fissato un k, ∀ l ≥ k abbiamo che il centro ck ∈ S(k) e cl ∈ S(l) ⊇ S(k)

sono tali che ‖cl − ck‖ < 1
k . Ciò significa che la successione dei centri delle

sfere {cl}∞l=1 è di Cauchy in uno spazio completo e quindi esiste il limite c∞ =
liml→∞ cl. Concludiamo che |fnk

(c∞)| = |fnk
(lim cl)| = lim |fnk

(cl)| > k
contro l’ipotesi che la sequenza {fnk

(c∞)} sia limitata.
In questo modo abbiamo dimostrato che esiste una sfera S(x0, r) e una

costante k tali che |fn(x)| ≤ k per ogni x ∈ S(x0, r) e ogni n.
Preso y di norma unitaria, ‖y‖ = 1, e costruito (ry − x0), avremo che

‖(ry − x0)− x0‖ = ‖ry‖ < r ossia (ry − x0) ∈ S(x0, r) da cui

|fn(ry − x0)| ≤ k per ogni n.

Tenendo presente la limitatezza delle fn ricaviamo che

‖fn(y)‖ = ‖1
r
fn(ry − x0 + x0)‖ ≤ 1

r
(‖fn(ry − x0)‖+ ‖fn(x0)‖) ≤ 2k

r
.

Pertanto possiamo concludere che esiste la costante k0 = 2k/r tale che

‖fn(y)‖ ≤ k0 per ogni y con ‖y‖ = 1 e ogni n.

¤

Osservazione 10.1.18 Questo teorema può essere enunciato sotto for-
ma di teorema di Banach-Steinhause: Se {fn} é una successione di fun-
zionali lineari e limitati, definiti su H e a valori in C, che soddisfa la
condizione di limitatezza:

per ogni x ∈ H esiste una costante kx ∈ C tale che |fn(x)| ≤ kx

per ogni n = 1, 2, . . .

allora
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esiste una costante k ∈ C tale che la successione ‖fn‖ =
|f|n(x)

‖x‖ ≤
k per ogni x ∈ H e ogni n = 1, 2, . . ., ovvero è limitata.

Facciamo ora alcune osservazioni nel caso di operatori lineari definiti sull’in-
tero spazio di Hilbert H e diamo il seguente risultato preliminare.

Proposizione 10.1.19 Sia T un operatore lineare definito sullo spazio di Hilbert
complesso H : DT = H. Allora T = O se e soltanto se 〈Tx|x〉 = 0 per ogni
x ∈ H.

Dimostrazione. Da fare ¤

Teorema 10.1.20 Sia T un operatore lineare tale che DT = H, allora il suo
aggiunto T ∗ é un operatore lineare limitato definito sull’intero H.

Dimostrazione. Assumiamo che T ∗ non sia limitato. Dalla non limitatezza
segue che esiste una successione {xn} ⊆ DT∗ con ‖xn‖ = 1, tale che lim ‖T ∗xn‖ =
∞. Per ogni fissato n, i funzionali

fn : H 7→ C, x 7→ fn(x) := 〈Tx|xn〉

sono lineari e limitati in quanto

|fn(x)| = |〈Tx|xn〉| = |〈x|T ∗xn〉| ≤ ‖x‖ ‖T ∗xn‖

D’altra parte, siccome ‖xn‖ = 1 la relazione

|fn(x)| = |〈Tx|xn〉| ≤ ‖Tx‖ per n = 1, 2 . . .

implica che per ogni x esiste la costante kx = ‖Tx‖ tale che |fn(x)| ≤ kx per
n = 1, 2 . . . e quindi, dal teorema 10.1.17, segue che esiste una costante k tale
che

|fn(x)| ≤ k‖x‖ per ogni x e n = 1, 2, . . . .

Ma ponendo x = T ∗xn, la relazione precedente conduce al risultato che
‖T ∗xn‖ ≤ k per n = 1, 2, . . ., contro l’assunzione che lim‖T ∗xn‖ = ∞. ¤

Risulta spontaneo, visto le complicazioni introdotte dal dover considerare
operatori con dominio di definizione non coincidente con H, cercare di studiare
gli operatori lineari, non limitati e autoaggiunti definiti sull’intero H, elimi-
nando cos̀ı molte difficoltà della teoria. Ciò però non é possibile poiché, come
dimostrerà il seguente teorema, non esistono operatori di questo tipo.

Corollario 10.1.21 Sia A un operatore definito sull’intero H, lineare e autoag-
giunto, allora A é necessariamente limitato.

Dimostrazione. Se A é definito sull’intero H e lineare allora, dal teorema
10.1.20, si ha che A∗ é lineare e limitato, ma dall’ipotesi che A é autoaggiunto
(A = A∗), segue che pure A é limitato. ¤
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10.2 Algebra degli operatori densamente defini-
ti in H

L’uso degli operatori definiti su sottoinsiemi di H, anche se non densamente
definiti in H, costringe a porre particolare attenzione ai domini di definizione
soprattutto per ciò che riguarda le operazioni algebriche fondamentali che si
possono fare su tali operatori.

Per ovviare a eventuali confusioni, definiamo con precisione tali operazioni
algebriche, qualora si considerino due operatori T1 : D1 7→ H e T2 : D2 → H.
Precisamente, avremo che rispetto ad essi si possono considerare le seguenti
operazioni opportunamente definite:

(T1 + T2) : (D1 ∩ D2) 7→ H , x → (T1 + T2) (x) := T1(x) + T2(x)
(T1 ◦ T2) : {x ∈ DT2 : T2x ∈ DT1} 7→ H , x → (T1 ◦ T2) (x) := T1 (T2(x))
(αT1) : DT1 7→ H , x → (αT1) (x) := αT1(x).

Potremo quindi affermare che fra i domini di definizione vi sono le seguenti
relazioni:

DT1+T2 = DT1 ∩ DT2

DαT = DT

DT1+T2 = {x ∈ DT2 : T2(x) ∈ DT1} .

Risulta facile verificare che questi tre insiemi sono delle varietà lineari di H.
Il problema diventa più complicato se gli operatori sono densamente definiti
in H e si vuole che anche (T1 + T2) e (T1 ◦ T2) siano densamente definiti in
H, perché in questo caso nulla assicura che DT1+T2 e DT1◦T2 siano densi in
H. Esistono addirittura degli esempi in cui DT1 e DT2 sono densi in H mentre
DT1 ∩ DT2 = {0}.

Come caso particolare facciamo osservare che se T ha dominio di definizione
propriamente denso in H e S ha dominio di definizione coincidente con H allora
DT+S = DT mentre DS◦T = DT .

Teorema 10.2.1 Siano T, S due operatori in H allora

(i) se DT ∩ DS é denso in H si ha T ∗ + S∗ ≤ (T + S)∗

(ii) se α ∈ C allora αT ∗ ≤ (αT )∗

(iii) se DT◦S é denso in H allora S∗ ◦ T ∗ ≤ (T ◦ S)∗

(iv) se DT∗ é denso in H allora T ≤ T ∗∗

(v) T ≤ S implica S∗ ≤ T ∗.

Dimostrazione. (i) Chiaramente 〈(T + S)x|y〉 = 〈x| (T ∗ + S∗) y〉 per ogni
x ∈ DT+S e ogni y ∈ DT∗ ∩ DS∗ . Pertanto DT∗ ∩ DS∗ ⊆ D(T+S)∗ e la (i)
é dimostrata. La (ii) si dimostra in maniera analoga.

(iii) Consideriamo 〈(T ◦ S)x|y〉 = 〈x|(S∗ ◦ T ∗)y〉 per ogni x ∈ DT◦S e ogni
y ∈ DS∗◦T∗ . Quindi DS∗◦T∗ ⊆ D(T◦S)∗ e la (iii) é dimostrata.



10.3. Operatori lineari limitati 181

(iv) Essendo 〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗y〉 per ogni x ∈ DT e ogni y ∈ DT∗ avremo che
〈T ∗y|x〉 = 〈y|Tx〉 per ogni y ∈ DT∗ e ogni x ∈ DT . Da ciò segue che
DT ⊆ DT∗∗ e Tx = T ∗∗x per ogni x ∈ DT .

(v) Sia T ≤ S allora da 〈Sx|y〉 = 〈x|S∗y〉 per ogni x ∈ DT e ogni y ∈ DS∗ ,
segue che 〈Tx|y〉 = 〈x|S∗y〉 per ogni x ∈ DT ⊆ DS e ogni y ∈ DS∗ .
Pertanto DS∗ ⊆ DT∗ e T ∗y = S∗y per ogni y ∈ DS∗ .

¤

Corollario 10.2.2 Sia A un operatore simmetrico, allora l’operatore A∗ am-
mette aggiunto (A∗)∗, indicato più semplicemente con A∗∗, e varrà la relazione

A ≤ A∗∗ ≤ A∗.

Dimostrazione. Se A é simmetrico varrà la relazione A ≤ A∗ e se applichiamo
la (v) teorema 10.2.1 avremo che A∗∗ ≤ A∗, infine dalla (iv) segue l’asserto. ¤

Da quest’ultimo risultato segue che potremo classificare gli operatori sim-
metrici secondo i seguenti quattro casi:

A = A∗∗ < A∗ operatore simmetrico massimale(10.10a)
A < A∗∗ = A∗ operatore essenzialmente autoaggiunto(10.10b)
A < A∗∗ < A∗(10.10c)
A = A∗∗ = A∗ operatore autoaggiunto(10.10d)

10.3 Operatori lineari limitati

Abbiamo visto l’importanza degli operatori densamente definiti in H per l’e-
sistenza dell’operatore aggiunto. Se T è un operatore lineare densamente defini-
to in uno spazio di Hilbert H e se esso è anche limitato allora, per il principio
dell’estensione 8.2.1 possiamo assumere senza perdere in generalità che il suo
dominio di definizione sia l’intero H.

Vediamo ora alcune proprietà specifiche per questa classe di operatori. Sia
allora T un operatore lineare limitato definito sull’intero spazio di Hilbert H,
ricordiamo che la norma di tale operatore viene definita come

(10.11) ‖T‖ := sup
x6=0

‖Tx‖
‖x‖

Ovviamente tale norma può anche essere calcolata secondo la ‖T‖ := sup‖x‖=1 ‖Tx‖.
Supponiamo ora di aver fissato un vettore y ∈ H generico e consideriamo il

funzionale LT
y : H → C, x → 〈y|Tx〉. Questo funzionale è ovviamente lineare,

in quanto LT
y (αx + βz) = 〈y|T (αx + βz)〉 = α 〈y|Tx〉+ β 〈y|Tz〉 = αLT

y (Tx) +
βLT

y (Tz). Inoltre LT
y è limitato, ossia continuo, in quanto

∣∣LT
y (x)

∣∣ = |〈y|Tx〉| ≤ ‖y‖ · ‖Tx‖ ≤ (‖T‖ ‖y‖) ‖x‖

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Schwarz e la limitatezza di T .
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Per il teorema della rappresentazione di Riesz 8.4.3 per i funzionali lineari
limitati negli spazi di Hilbert possiamo dire che ∀y, ∃ !z : ∀x, LT

y = 〈z|x〉,
ovvero tale che

(10.12) 〈y|Tx〉 = 〈z|x〉

Siccome per ogni fissato vettore y, l’elemento z cos̀ı ottenuto è unico qualunque
sia x, denotiamo questo vettore z come T ∗y. In altre parole, introduciamo la
corrispondenza

(10.13) y
T∗−−→ z := T ∗y

che permette di considerare un operatore T ∗ definito sull’intero spazio H che
soddisfa la condizione

(10.14) 〈y|Tx〉 = 〈T ∗y|x〉 qualunque sia x e y appartenente a H

Questo operatore è lineare. Infatti presi y1 e y2 in H con z1 = T ∗y1 e
z2 = T ∗y2 avremo che

〈y1 + y2|Tx〉 = 〈y1|Tx〉+ 〈y2|Tx〉 = 〈z1|x〉+ 〈z2|x〉 = 〈z1 + z2|x〉
= 〈T ∗y1 + T ∗y2|x〉

che tenendo conto dell’equazione (10.13) conduce all’identità 〈T ∗y1 + T ∗y2|x〉 =
〈T ∗(y1 + y2)|x〉, ovvero

〈T ∗y1 + T ∗y2 − T ∗(y1 + y2)|x〉 = 0 qualunque sia x ∈ H

che, per la 1.2.3, implica che T ∗y1 + T ∗y2 = T ∗(y1 + y2).
Analogamente

〈T ∗αy|x〉 = 〈αy|Tx〉 = α 〈y|Tx〉 = α 〈T ∗y|x〉 = 〈αT ∗y|x〉

per tutti gli x ∈ H, che implica T ∗αy = αT ∗y.
Quindi abbiamo dimostrato la seguente

Proposizione 10.3.1 Ogni operatore lineare limitato T su di uno spazio di
Hilbert H ha un aggiunto T ∗ univocamente definito da (10.13) che è a sua volta
un operatore lineare sull’intero H.

Dimostriamo adesso il seguente risultato

Proposizione 10.3.2 L’aggiunto T ∗ di un operatore lineare e limitato T è
anche limitato con

(10.15) ‖T‖ = ‖T ∗‖

Dimostrazione. Se nella (10.14) prendiamo x = T ∗y otteniamo

‖T ∗y‖2 = |〈y|TT ∗y〉| ≤ ‖y‖ · ‖TT ∗y‖ ≤ ‖y‖ · ‖T‖ · ‖T ∗y‖

da cui segue
‖T ∗y‖ ≤ ‖T‖ · ‖y‖



10.3. Operatori lineari limitati 183

Pertanto T ∗ è un operatore limitato con

(1) ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖

Analogamente, se nella (10.14) prendiamo y = Tx, si ottiene

‖Tx‖2 = |〈T ∗Tx|x〉| ≤ ‖x‖ · ‖T ∗Tx‖ ≤ ‖x‖ · ‖T ∗‖ · ‖Tx‖

da cui
‖Tx‖ ≤ ‖T ∗‖ · ‖x‖

Pertanto abbiamo ottenuto

(2) ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖

Mettendo insieme la (1) e la (2) abbiamo il risultato ‖T ∗‖ = ‖T‖. ¤

Specializzando il teorema 10.2.1 al caso particolare degli operatori lineari
limitati, abbiamo immediatamente il seguente

Teorema 10.3.3 Siano T, S due operatori lineari e limitati su H allora

(i) (T + S)∗ = T ∗ + S∗

(ii) (αT )∗ = α T ∗ per ogni α

(iii) (T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T ∗

(iv) T ∗∗ := (T ∗)∗ = T

Osservazione 10.3.4 A questo punto, osserviamo che sulla classe B(H)
consistente di tutti gli operatori lineari limitati su H sono definite le op-
erazioni di somma, prodotto per uno scalare e composizione. Rispetto a
queste operazioni B(H) risulta essere un’algebra associativa con elemento
unitario dato dall’operatore identità 1I, non commutativa.

Dimostriamo ora che tale algebra B(H) munita della norma 10.11, risulta
essere un’algebra di Banach secondo la seguente definizione astratta.

Definizione 10.3.5 Un’algebra di Banach è una classe B che gode delle seguen-
ti proprietà:

1. è una algebra lineare complessa;

2. è definita una norma ‖·‖, rispetto alla quale, B è uno spazio di Banach;

3. ‖ab‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖ per ogni a, b ∈ B.

Dimostriamo ora ciò che è stato introdotto nell’osservazione, ovvero sia la

Proposizione 10.3.6 La classe B(H) consistente di tutti gli operatori lineari
limitati su H è una algebra di Banach.
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Dimostrazione. La 1 è una conseguenza dei teoremi già visti in questa sezione.
Dimostriamo la 2: sia Tn ∈ B(H) una successione di Cauchy di operatori,

allora, per ogni x ∈ H
‖Tnx− Tmx‖ = ‖(Tn − Tm)x‖ ≤ ‖Tn − Tm‖ ‖x‖ → 0

per ogni m e n ∈ N. Quindi la successione Tn(x) ∈ H è di Cauchy, e siccome H è
completo, allora la successione converge a un vettore che indichiamo con T (x),
ovvero limn→∞ Tn(x) = T (x), qualunque sia x ∈ H. Utilizzando la linearità
dei Tn si dimostra banalmente che T è un operatore lineare. Per dimostrare la
limitatezza di T

(1) ‖Tx‖ =
∥∥∥ lim

n→∞
Tnx

∥∥∥ = lim
n→∞

‖Tnx‖ ≤ lim
n→∞

‖Tn‖ ‖x‖ ≤ (supn {‖Tn‖}) ‖x‖

Dato che Tn è una successione di Cauchy in B(H), allora dalla ovvia maggio-
razione

∣∣∣ ‖Tn‖−‖Tm‖
∣∣∣ ≤ ‖Tn − Tm‖ → 0 segue che {‖Tn‖} è una successione di

Cauchy nello spazio metrico completo R+; pertanto essa converge in tale spazio.
Come immediata conseguenza la quantità supn {‖Tn‖} è finita. Questo risultato
applicato alla (1) dimostra che T è limitato. Da ultimo

lim
n→∞

‖Tn − T‖ = lim
n→∞

sup‖x‖=1 ‖Tnx− Tx‖ = sup‖x‖=1

∥∥∥ lim
n→∞

Tnx− Tx
∥∥∥ = 0

dimostra che Tn → T nello spazio B(H).
Dimostriamo la 3: siano T1, T2 ∈ H, allora ‖T1 ◦ T2x‖ ≤ ‖T1‖ ‖T2x‖ di-

mostra che T1◦T2 è anch’esso un’operatore limitato, e ‖T1 ◦ T2‖ = sup‖x‖=1 ‖T1 ◦ T2x‖ ≤
‖T1‖ sup‖x‖=1 ‖T2x‖ = ‖T1‖ ‖T2‖ verifica la proprietà. ¤

In questa classe si ha adesso un ulteriore operatore algebrico, definito dalla
mappa ∗ : B(H) → B(H) che associa ad ogni operatore T il suo aggiunto T ∗.
Prima di sviluppare questo concetto, introduciamo una definizione importante:

Definizione 10.3.7 Sia A una generica algebra complessa ed esista una mappa
i : A → A, denotata da i(a) = a′ per ogni a ∈ A, con le seguenti proprietà:

(i) (a + b)′ = a′ + b′,

(ii) (αa)′ = α a′,

(iii) (ab)′ = b′a′,

(iv) (a′)′ = a.

allora si dice che i è una involuzione su A.
É facile dimostrare (dall’assioma (iv)), che una involuzione è biettiva. In

particolare, se B è un’algebra reale e commutativa, allora l’involuzione è un’au-
tomorfismo di B.

Il teorema 10.3.3 asserisce proprio che la mappa di aggiunzione ∗ è un’in-
voluzione sull’algebra B(H) di tutti gli operatori lineari limitati di un dato spazio
di Hilbert H.

Adesso diamo un’altra

Definizione 10.3.8 Una C∗−algebra è un’algebra di Banach A sulla quale sia
stata definita un’involuzione legata alla norma dalla condizione
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(v) ‖a′a‖ = ‖a‖2

per ogni a ∈ A.

A questo punto dimostriamo che B(H) soddisfa la proprietà (v).

Dimostrazione. Dimostriamo prima che ‖T ∗T‖ ≤ ‖T‖2. Per la proprietà 3
definizione 10.3.5 dell’algebra di Banach, applicata agli operatori T ∗ e T avremo
che ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2.
Viceversa dimostriamo che ‖T ∗T‖ ≥ ‖T‖2. In primo luogo si ha che vale la
seguente maggiorazione ‖Tx‖2 = |〈Tx|Tx〉| = |〈T ∗Tx|x〉| ≤ ‖T ∗Tx‖ · ‖x‖ ≤
‖T ∗T‖ · ‖x‖2 per ogni vettore x. Da questa segue ‖Tx‖

‖x‖ ≤ ‖T ∗T‖1/2 sempre

per ogni x 6= 0. Pertanto a maggior ragione, ‖T‖ = sup
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖ ≤ ‖T ∗T‖1/2,

ovvero ‖T ∗T‖ ≥ ‖T‖2.
Questi due risultati dimostrano la tesi. ¤

In sostanza, possiamo riassumere quanto visto fino ad ora attraverso il
seguente

Teorema 10.3.9 La classe B(H) di tutti gli operatori lineari limitati su di un
dato spazio di Hilbert H è una C∗−algebra, rispetto all’involuzione naturale di
prendere l’aggiunto.

10.4 Operatori unitari ed antiunitari

Specializzando quanto abbiamo visto nel capitolo 7 al caso degli operatori unitari
U : H 7→ H con H spazio di Hilbert, dalla proprietà (ii) del teorema 7.1.1 che
definisce tali operatori, segue immediatamente che U è limitato con ‖U‖ = 1.
Vale allora il seguente risultato.

Teorema 10.4.1 Sia U : H 7→ H un operatore lineare definito sull’intero H,
allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(U1) U è unitario;

(U2) U è limitato e U∗U = UU∗ = 1I (ovvero, U è una biezione lineare limitata
con U∗ = U−1)

In sintesi

(10.16) (U1) ⇔ (U2)

Dimostrazione. Dimostriamo l’implicazione (i) ⇒ (ii). Sia allora U un oper-
atore unitario definito sull’intero spazio di Hilbert H. Quindi si può procedere
in tre passaggi:

1. Dalla condizione di isometria ‖Ux‖ = ‖x‖ per ogni x ∈ H segue che
‖Ux‖2 = ‖x‖2 ovvero 〈Ux|Ux〉 = 〈x|x〉. Allora si ha che 〈U∗Ux|x〉 = 〈x|x〉
che implica 〈(U∗U − 1I)x|x〉 = 0 per ogni x ∈ H. Per la proposizione
10.1.19 si ha che

U∗U = 1I
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2. L’operatore unitario U , essendo biettivo, è invertibile e quindi esiste U−1 e
UU−1 = 1I. Inoltre U∗−U−1 = (U∗−U−1)UU−1 = (U∗U−1I)U−1 = O.
Abbiamo quindi ottenuto che

U∗ = U−1

3. Da UU−1 = 1I e U∗ = U−1 si ottiene

UU∗ = 1I

In conclusione
U∗U = UU∗ = 1I

Viceversa, sia U un operatore lineare limitato su H, allora esiste il suo ag-
giunto lineare limitato U∗ con norma ‖U∗‖ = ‖U‖. Se U è anche biettivo con
U∗ = U−1, allora, in particolare, è suriettivo. Inoltre, per qualunque coppia
di vettori x, y ∈ H vale che 〈Ux|Uy〉 = 〈x|U∗Uy〉 = 〈x|y〉, che è una versione
equivalente della condizione di isometria. ¤

Possiamo compendiare i risultati della proposizione 7.1.14 nel seguente risul-
tato.

Teorema 10.4.2 Sia U un operatore lineare su uno spazio di Hilbert H. Con-
sideriamo le seguenti tre asserzioni:

(U1) U unitario (equivalente alla (U2) );

(U3) ogni base ortonormale {un} dello spazio H è trasformata da U in un’altra
base ortonormale {Uun} dello stesso spazio;

(U4) esiste una base ortonormale {un} dello spazio H che è trasformata da U
in un’altra base ortonormale {Uun} dello stesso spazio.

Allora vale il seguente canale di implicazioni

(U1) =⇒ (U3) =⇒ (U4)

La dimostrazione di questo teorema non richiede l’ipotesi che U sia un oper-
atore limitato. Questa richiesta è invece essenziale nella dimostrazione di questo
ulteriore risultato.

Proposizione 10.4.3 Sia U : H 7→ H un operatore lineare limitato sulla spazio
di Hilbert H. Allora la condizione

(U4) esiste una base ortonormale {un} dello spazio H che è trasformata da U
in un’altra base ortonormale {Uun} dello stesso spazio.

implica che l’operatore U è unitario. Formalmente, sotto l’ipotesi che U sia
limitato,

(U4) =⇒ (U1)
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Dimostrazione. Sia {un} una base ortonormale di H trasformata dall’oper-
atore lineare limitato U in un’altra base ortonormale {Uun}, e consideriamo
una coppia qualunque di vettori φ =

∑
n αnun e ψ =

∑
n βnun in H, dove

αn = 〈un|φ〉 e βn = 〈un|ψ〉. Allora

〈Uφ|Uψ〉 =

〈
U

∑
n

αn|U
∑
m

βmum

〉
= per la continuità di U

=

〈∑
n

Uαn|
∑
m

Uβmum

〉
=

∑
n,m

α∗nβm 〈Uun|Uum〉

=
∑
n,m

α∗nβmδn,m =
∑

n

α∗n 〈un|ψ〉

=

〈∑
n

α∗nun|ψ
〉

= 〈ψ|ψ〉

ovvero, U è un’isometria.
Per ogni vettore fissato y ∈ H, nella propria espansione in serie di Fourier y =∑ 〈Uun|y〉Uun rispetto alla base ortonormale Uun, sappiamo che

∑ |〈Uun|y〉|2
è convergente in R in virtù dell’uguaglianza di Parseval (9.1.9) e quindi, facendo
uso del teorema di Fisher-Riesz, sarà convergente anche la serie

∑ 〈Uun|y〉un :=
x ∈ H. Da questo risultato segue che Ux = U(

∑ 〈Uun|y〉un) =
∑ 〈Uun|y〉Uun =

y dove la seconda uguaglianza è conseguenza della continuità sequenziale dell’-
operatore limitato U . Abbiamo cos̀ı dimostrato ch U è surriettiva. ¤

10.4.1 Il caso finito-dimensionale

Nel caso di uno spazio di Hilbert finito-dimensionale, possiamo prendere in
esame alcuni risultati specifici. In primo luogo rigordiamo il seguente risultato
standard di algebra lineare.

Proposizione 10.4.4 Sia V uno spazio lineare finito-dimensionale. Allora per
ogni operatore lineare L : V 7→ V le seguenti sono eqivalenti:

(L1) L è iniettivo;

(L2) L è surriettivo.

Un secondo risultato importante è il teorema

Teorema 10.4.5 Sia H uno spazio di Hilbert finito-dimensionale. Allora la
linearità di un operatore T : H 7→ H implica che l’operatore è anche limitato.

Dimostrazione. Per ogni vettore x ∈ H, nella sua espansione x =
∑N

i=1 〈ui|x〉ui
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rispetto ad una generica base ortonormale finita {ui}i=1,...,N è

‖Tx‖ =

∥∥∥∥∥T

(
N∑

i=1

〈ui|x〉ui

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

〈ui|x〉T (ui)

∥∥∥∥∥

≤
N∑

i=1

‖〈ui|x〉T (ui)‖ =
N∑

i=1

|〈ui|x〉| · ‖T (ui)‖

≤ max
i=1,...,N

{‖T (ui)‖} ·
N∑

i=1

|〈ui|x〉|

≤ max {‖T (ui)‖} ·
N∑

i=1

‖ui‖ ‖x‖ = (max {‖T (ui)‖}N) · ‖x‖

Quindi esiste la costante α = max {‖T (ui)‖}N ≥ 0 tale che per ogni x ∈ H vale
la maggiorazione ‖Tx‖ ≤ α ‖x‖, ovvero che T è limitato. ¤

Come conseguenza della proposizione 10.4.3.

Corollario 10.4.6 Sia H uno spazio di Hilbert finito-dimensionale e U : H 7→
H un operatore lineare su di esso. Allora le seguenti sono equivalenti:

(U1) U è un’isometria (e quindi, in quanto iniettivo, necessariamente unitario);

(U2) U∗U = UU∗ = 1I (ossia U invertibile con U∗ = U−1);

(U3) ogni base ortonormale {un} dello spazio H è trasformata da U in un’altra
base ortonormale {Uun} dello stesso spazio;

(U4) esiste una base ortonormale {un} dello spazio H che è trasformata da U
in un’altra base ortonormale {Uun} dello stesso spazio.

In particolare possiamo sottolineare il seguente risultato:

Condizione necessaria sufficiente affinché una trasformazione lin-
eare U su uno spazio di Hilbert finito-dimensionale sia unitaria è
che trasformi una base ortonormale in una base ortonormale.



Capitolo 11

Teoria spettrale
per operatori in spazi
normati

11.1 Spettro puntuale e spettro puntuale ap-
prossimato

In questo paragrafo indicheremo con X uno spazio lineare normato complesso e
con T : D 7→ X un operatore definito su di una varietà lineare D di X.

Definizione 11.1.1 Diremo che

(λ, x) ∈ C×D/{0}

costituisce una coppia autovalore–autovettore per l’operatore T sse

(11.1) Tx = λx

Equivalentemente si dice che λ ∈ C é un autovalore dell’operatore T sse esiste
un vettore x ∈ D non nullo tale che Tx = λx.
I vettori x per cui la condizione (11.1) é soddisfatta si chiamano autovettori
dell’operatore T associati all’autovalore λ. Ovviamente, 0 é un autovettore as-
sociato a qualsiasi autovalore di T ; però, se λ é un autovalore dell’operatore T
esisterà un autovettore non nullo associato all’autovalore in questione.

Proposizione 11.1.2 Sia T : D 7→ X un operatore lineare, le due seguenti
proposizioni sono equivalenti:

(i) λ é un autovalore di T ;

(ii) l’operatore (T − λI) non é iniettivo.

Dimostrazione. Se λ é un autovalore di T allora esiste x 6= 0 tale che (T −
λI)x = 0. D’altra parte é banale che (T −λI)0 = 0 e perciò l’operatore (T −λI)
non é iniettivo.
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Viceversa, se (T − λI) non é iniettivo esistono due vettori diversi x1, x2 ∈
D, x1 6= x2, tali che

(T − λI)x1 = (T − λI)x2

Allora x1 − x2 6= 0 e in più (T − λI)(x1 − x2) = 0 ¤

Esempio 11.1.3 Autovalore di un operatore matriciale.
Se X é uno spazio lineare normato sul campo K = R o C finito dimensionale con
dim X = n sappiamo che X ≡ Kn, ossia che é identificabile con Cn tramite un
opportuno isomorfismo lineare Uα che preserva la norma e che ogni operatore T :
X 7→ X può essere rappresentato tramite un operatore matriciale M(T ) = {aij},
essendo M(T ) = Uα ◦ T ◦ U−1

α . Dalla Proposizione precedente si ricava che λ é un
autovalore di T sse λ é un autovalore della matrice M(T ). D’ora in avanti, per ragioni
di semplicità, indicheremo collo stesso simbolo T sia l’operatore che la matrice ad esso
associata. ¥

Proposizione 11.1.4 Le seguenti due proposizioni sono equivalenti

(i) λ é un autovalore di T

(ii) det(T − λI) = 0.

Dimostrazione. λ é un autovalore di T sse esiste x ∈ Cn non nullo tale che
(T − λI)x = 0, ma per la regola di Kramer ciò é possibile sse det(T − λI) = 0.

¤

Osserviamo che uno scalare λ ∈ C é un autovalore dell’operatore T : D 7→ X
sse

(p) esiste un vettore x ∈ D con ‖x‖ = 1 tale che ‖(T − λI)x‖ = 0.

Come vedremo più avanti si possono dare esempi di operatori per cui non
esistono autovalori. Una condizione meno restrittiva su λ di quella ora vista
potrebbe essere la seguente:

(ap) per ogni ε > 0, esiste un vettore xε ∈ D con ‖xε‖ = 1 e tale che
‖(T − λI)xε‖ < ε

ovvero, equivalentemente

Definizione 11.1.5 Diremo che λ ∈ C é un autovalore approssimato per l’opera-
tore T sse esiste una successione {xn : n ∈ N} di vettori in D tale che

‖xn‖ = 1 e lim
n→∞

‖(T − λI)xn‖ = 0

L’insieme degli autovalori approssimati costituisce lo spettro puntuale ap-
prossimato, che verrà indicato con σap(T ). Chiaramente

σp(T ) ⊆ σap(T ).

L’aspetto rilevante di questa definizione é che per qualunque operatore (limitato)
lo spettro puntuale approssimato é non vuoto. (S.K. Berberian, Introduction
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to Hilbert spaces, Oxford University Press, 1961). Sia λ ∈ C e T : D 7→ X un
operatore lineare; d’ora in avanti indicheremo con Tλ l’operatore definito da

(11.2) Tλ = T − λI

Esso é un operatore definito sullo stesso dominio dell’operatore T , ossia Tλ :
D 7→ X. Pertanto, la condizione (11.1) può essere trascitta nel seguente modo.

λ ∈ σap(T ) sse esiste una successione {xn : n ∈ N} in D tale che

‖xn‖ = 1 e lim ‖Tλxn‖ = 0

Osservazione 11.1.6 Se X = H, é uno spazio di Hilbert, sia D una
varietà lineare densa in H e T : D 7→ H un operatore lineare. Indicato
con T ∗ : D∗ 7→ H l’operatore aggiunto di T allora

(Tλ)∗ = T ∗ − λI

essendo
(Tλ)∗ : D∗ 7→ H.

Definizione 11.1.7 Diremo che Tλ é inferiormente limitato sse esiste una
costante positiva k > 0 tale che k ‖x‖ ≤ ‖Tλx‖ per ogni x ∈ D.

Proposizione 11.1.8 Sia T : D 7→ X le due seguenti proposizioni sono equiv-
alenti:

(i) λ ∈ σap(T ).

(ii) Tλ non é inferiormente limitato.

Dimostrazione. λ ∈ σap(T ) implica che per ogni n ∈ N esiste xn ∈ D con
‖xn‖ = 1 e tale che

‖Tλxn‖ ≤ 1
n

.

Pertanto, per ogni n ∈ N esiste un xn ∈ D/{0} tale che

(1) ‖Tλxn‖ ≤ 1
n
‖xn‖

e ciò esclude la possibilità di trovare un k > 0 tale che

k ‖x‖ ≤ ‖Tλx‖ per ogni x ∈ D;

basterà prendere nella (1) no tale da risultare 1
no
≤ k.

Supponiamo ora che Tλ non sia inferiormente limitato. Allora per ogni k > 0,
esiste x̂k ∈ D tale che ‖Tλ(x̂k)‖ < k ‖x̂k‖, quindi necessariamente ‖x̂k‖ 6= 0).
Posto k = ε e xε = x̂k/ ‖x̂k‖ avremo che per ogni ε > 0, esiste xε ∈ D con
‖xε‖ = 1 e tale che ‖Tλxε‖ < ε e ciò significa che λ ∈ σap(T ). ¤

Proposizione 11.1.9 Sia T : D 7→ X un operatore lineare, le seguenti propo-
sizioni sono equivalenti:
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(i) Tλ é inferiore limitato

(ii) Tλ é iniettivo e T−1
λ : Tλ(D) 7→ X é limitato.

Dimostrazione. Sia Tλ inferiormente limitato, allora Tλx = 0 e la condizione
k ‖x‖ ≤ ‖Tλx‖ per ogni x ∈ D, con k 6= 0, implicano che ‖x‖ = 0 da cui x = 0.
Quindi Tλ é iniettivo con operatore inverso T−1

λ definito su Tλ(D). Inoltre, se
k ‖x‖ ≤ ‖Tλx‖ per ogni x ∈ D, posto y = Tλx avremo che k

∥∥T−1
λ y

∥∥ ≤ ‖y‖ per
ogni y ∈ Tλ(D) ossia

∥∥T−1
λ y

∥∥ ≤ h ‖y‖ per ogni y ∈ Tλ(D) ove h = 1
k 6= 0.

Viceversa, se T−1
λ é limitato su Tλ(D), per ogni y ∈ Tλ(D) avremo che∥∥T−1

λ (y)
∥∥ ≤ h ‖y‖ potremo ritenere che h 6= 0 in quanto se fosse h = 0 allora∥∥T−1

λ (y)
∥∥ = 0 e quindi esisterà h′ > 0 tale che 0 =

∥∥T−1
λ (y)

∥∥ ≤ h′ ‖y‖). Perciò,
posto y = Tλ(x) sarà allora k ‖x‖ ≤ ‖Tλx‖ per ogni x ∈ D con k = 1

h 6= 0. ¤

Corollario 11.1.10 Sia T : D 7→ X un operatore lineare, allora λ ∈ σap(T )
sse é verificata una delle due alternative:

(ap-i) Tλ non é iniettivo

(ap-ii) Tλ é iniettivo ma T−1
λ : Tλ(D) 7→ X non é limitato.

Dimostrazione. Nella proposizione 11.1.8 abbiamo visto che [λ ∈ σap(T )] ⇐⇒
non [Tλ inferiormente limitato]; ma dalla proposizione 11.1.9 segue che non [Tλ

inferiormente limitato] ⇐⇒ non [Tλ iniettivo e T−1
λ limitato] = [Tλ non iniettivo

o T−1
λ non limitato]. ¤

Esempio 11.1.11 Sia Q l’operatore di moltiplicazione monodimensionale su L2(R).
Il suo spettro puntuale é vuoto in quanto l’equazione agli autovalori per questo oper-
atore (Qψ)(x) = λψ(x) si traduce nella seguente equazione, che deve essere risolta da
almeno un vettore ψ ∈ DQ non nullo,

(x− λ)ψ(x) = 0, per ogni x ∈ R

Per ogni λ ∈ R si consideri la successione

{
δ̂(λ)

n = Knχ[λ− 1
n

,λ+ 1
n

]

}

ove vogliamo individuare le costanti Kn in modo che risulti

∥∥∥·δ̂(λ)
n

∥∥∥ = 1 e
∥∥∥Qλδ̂(λ)

n

∥∥∥ ⇒n→∞ 0.

Con rapidi calcoli si ottiene che queste condizioni sono soddisfatte da

{
δ̂(λ)

n =

√
n

2
χ[λ− 1

n
,λ+ 1

n
]

}
,

Pertanto, ogni numero reale appartiene allo spettro approssimato dell’operatore
Q. ¥

DISEGNO
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11.2 Spettro di un operatore

Come abbiamo visto l’appartenenza di λ ∈ C allo spettro puntuale approssimato
di un operatore T : D 7→ X é legato alla proprietà dell’operatore

T−1
λ : Tλ(D) 7→ D.

In generale per ciò che riguarda il comportamento di T−1
λ vi saranno i tre casi

possibili:

T−1
λ non esiste esiste non limitato esiste limitato

Inoltre per ciò che riguarda il suo dominio di definizione Tλ(D) avremo i tre
casi possibili:

Tλ(D) Tλ(D) = X Tλ(D) = X Tλ(D) * X

In Analisi Funzionale si usa decomporre il piano complesso C in quattro
regioni, in relazione al comportamento di Tλ(D) e del comportamento dell’even-
tuale operatore T−1

λ , secondo la seguente:

Definizione 11.2.1 Sia T : D 7→ X un operatore lineare, diremo che λ ∈ C é
un elemento dello spettro di T , indicato con σ(T ), sse é verificata una delle tre
alternative:

(p) Tλ non é iniettivo;

(c) Tλ é iniettivo, T−1
λ : Tλ(D) 7→ X non é limitato e Tλ(D) = X;

(r) Tλ é iniettivo, ma Tλ(D) 6= X (T−1
λ : Tλ(D) 7→ X può essere limitato o

non).

Gli elementi di C soddisfacenti la condizione (p) costituiscono lo spettro pun-
tuale di T , indicato con σp(T ), quelli soddisfacenti la (c) lo spettro continuo
di T , indicato con σc(T ), mentre quelli soddisfacenti la (r) formano lo spettro
residuo di T , indicato con σr(T ). Ovviamente,

σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T )

con σp(T ), σc(T ), σr(T ) a due a due disgiunti.
Gli elementi di C non appartenenti allo spettro di T costituiscono l’insieme

risolvente di T , indicato con ρ(T ), e vengono chiamati valori regolari di T .
Pertanto

ρ(T ) = C\σ(T )

con
ρ(T ) :=

{
λ ∈ C : Tλ iniettivo, Tλ(D) = X , T−1

λ limitato
}

Per ciò che riguarda lo spettro, avremo che

σp(T ) ∪ σc(T ) ⊆ σap(T ) ⊆ σ(T )

Considerato l’operatore T : D 7→ X e costruito per ogni λ ∈ C l’operatore
Tλ : D → C, possiamo costruire la seguente tabella:
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Tλ : D 7→ X T−1
λ : Tλ(D) 7→ D Tλ(D) = X Tλ(D) = X Tλ(D) ⊂ X

non iniettivo non esiste σp σp σp

iniettivo esiste non limitato σcI
σcII

σrI

iniettivo esiste limitato ρI ρII σrII

Tabella 11.1: Comportamento complessivo spettrale per un operatore T : D 7→
X.

Rispetto alla tabella precedente, tutte le caselle indicate con σ costituiscono
lo spettro, quelle con ρ, il risolvente. In particolare lo spettro σt consiste delle
seguenti 3 parti mutuamente disgiunte:

i) lo spettro puntuale σp;

ii) lo spettro continuo σc;

iii) lo spettro residuo σr che si divide in due parti sottoenumerate σrI
e σrII

,
entrambe caratterizzate dalla condizione che Tλ non è denso in X (Tλ(D) ⊂
X) e che Tλ è iniettivo.

Daremo una dimostrazione alternativa (G.E. Silov, Analisi Matematica, III
parte, edizioni MIR) della seguente

Proposizione 11.2.2 Per ogni T : D 7→ X operatore lineare

σap(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σrI (T )
C\σap(T ) = ρ(T ) ∪ σrII (T )

corrispondente alle prime due righe della tabella 11.1

Dimostrazione. Dimostreremo la seguente implicazione:

(11.3) λ ∈ ρ(T ) ∪ σrII (T ) implica λ /∈ σap(T )

Sia λ ∈ ρ(T ) ∪ σrII (T ) allora (vedi tabella 11.1) T−1
λ esiste limitato. Da

ciò segue che per ogni successione {xn} ⊆ D si ha xn = T−1
λ Tλxn da cui, se

esistono lim ‖xn‖ e lim Tλxn sarà necessariamente, per la continuità sequenziale
della norma,

lim ‖xn‖ =
∥∥lim(T−1

λ Tλxn)
∥∥ =

∥∥∥∥T−1
λ

(
lim(Tλxn)

)∥∥∥∥ . (∗)

Pertanto, se fosse λ ∈ σap(T ) avremmo che esiste una successione {xn} ⊆ D tale
che ‖xn‖ = 1 e lim ‖Tλxn‖ = 0, ovvero tale che lim ‖xn‖ = 1 e lim Tλxn = 0;
ma queste due condizioni sono incompatibili con la (*).

Abbiamo quindi dimostrato che

λ ∈ σap ⇒ λ ∈ σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σrI
(T )

Dimostriamo ora il viceversa. A questo proposito abbiamo già visto che

(11.4) λ ∈ σp(T ) implica λ ∈ σap(T )
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facciamo vedere ora che

(11.5) λ ∈ σc(T ) ∪ σrI
(T ) implica λ ∈ σap(T )

Sia λ tale che T−1
λ : Tλ(D) 7→ D esiste non limitato, allora per ogni k > 0

esiste ψk ∈ Tλ(D) tale che

‖ψk‖ > k
∥∥T−1

λ ψk

∥∥ .

Da questo segue che per ogni k > 0 esiste φ̂k = T−1
λ ψk tale che

∥∥∥Tλφ̂k

∥∥∥ < k
∥∥∥φ̂k

∥∥∥,

(da cui
∥∥∥φ̂k

∥∥∥ 6= 0). Preso in particolare, k = 1/n e posto

φn =
φ̂1/n∥∥∥φ̂1/n

∥∥∥

avremo che ‖Tλφn‖ < 1
n e quindi esiste la successione {φn : n ∈ N} tale che

‖φn‖ = 1 e limn→∞ ‖Tλφn‖ = 0, ossia λ ∈ σap(T ). ¤

Dalla proposizione segue quindi che

σrII
(T ) = Ø implica σap(T ) = σ(T )

A volte useremo porre σcg(T ) := σc(T )∪ σrI
(T ), questo insieme viene detto

spettro continuo generalizzatodi T , per cui σap(T ) = σp(T )∪σcg(T ), e definiremo
ρg(T ) = C\σap(T ), chiamata risolvente generalizzato di T .





Capitolo 12

Chiusura di un operatore
Operatori chiusi

12.1 Operatori chiusi

In quanto segue, tranne nei casi in cui sarà diversamente specificato,

- X é uno spazio lineare normato complesso;

- T é un operatore lineare da X in X;

- DT é una varietà lineare di X, dominio di definizione dell’operatore T .

Le potenti proprietà di cui dispone la classe degli operatori limitati su di
uno spazio normato (vedi sezione ???1???, capitolo ???4???), non sono sempre
utilizzabili nelle applicazioni, dove si incontrano spesso operatori non limitati.
Ad esempio, in Meccanica Quantistica intervengono massicciamente gli opera-
tori di moltiplicazione e di derivazione che, come é noto, non sono limitati. Essi,
come altri operatori, soddisfano comunque una sorta di continuità: sono cioé
operatori chiusi.

Risulta senz’altro utile lo studio di tali operatori e delle connessioni tra le
proprietà di chiusura e quelle di continuità, iniettività, ecc..

Definizione 12.1.1 Un operatore lineare T : DT 7→ X si dirà chiuso se per
ogni successione {xn} ⊆ DT convergente in X ad un vettore x, ossia tale che

lim
n→∞

xn = x ∈ X

e per cui esiste in X il limite y della successione delle immagini

lim
n→∞

Txn = y ∈ X

si ha che:

x ∈ DT(C.1)
y = Tx(C.2)
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Osservazione 12.1.2 Da questa definizione si vede che gli operatori
chiusi soddisfano ad una proprietà molto simile alla continuità sequenziale
in spazi lineari normati. Ricordiamo però che in tali spazi la continuità
sequenziale é equivalente alla continuità e, in più, per gli operatori lineari
limitati la continuità é equivalente alla limitatezza degli operatori.

Come andremo ora a verificare, però, in generale non si può stabilire alcun
legame fra la chiusura di un operatore lineare e la limitatezza.

Esempio 12.1.3 Operatore chiuso non limitato.
Sia DT la varietà lineare di l2 definita da

DT :=
{
{ξk} ∈ l2 :

∑
k2|ξk|2 < +∞

}

e sia T l’operatore lineare T : DT 7→ l2 definito da T ({ξk}) = {kξk}. T non é
limitato in quanto, considerata la base ortonormale canonica di l2, ej = {δk,j}, si ha
‖T ({δk,j})‖ = j con ‖{δk,j}‖ = 1.

Prendiamo ora una successione {xn} ⊆ DT , con xn = {ξ(n)
k }, tale che esista

x = lim xn, con ξ = {ξk} ∈ l2, e per cui esiste y = lim Txn, con y = {ηk} ∈ l2. Dal
fatto che limn xn = ξ nello spazio di Hilbert l2 segue che

lim
n
‖xn − x‖2 = lim

n

(∑

k

‖ξ(n)
k − ξk‖2

)
= 0

e ciò é possibile sse limn|ξ(n)
k − ξk| = 0 per ogni k, ossia sse limn ξ

(n)
k = ξk per ogni k.

Da questo risultato segue che y = limn Txn implica

(12.1) ηk = lim
n

kξ
(n)
k = kξk

Poiché y = {ηk} é un elemento di l2, abbiamo che
∑

k|ηk|2 < ∞ e, quindi, per la (12.1),∑
k k2|ξk|2 < ∞, ottenendo che la successione x = {ξk} appartiene a DT . Infine, si

osservi che la (12.1) si può scrivere come y = Tx. ¥

Esempio 12.1.4 Operatore limitato non chiuso
Sia DT la varietà lineare di l2 delle successioni definitivamente nulle.

DT = {{ξk} ∈ l2 : ∃n ∈ N t.c. ξk = 0, per ogni k > n}
e sia T l’operatore definito su DT da T ({ξk}) = { 1

k
ξk}. T é ovviamente limitato ma

non é chiuso.
Infatti presa la successione {xn} ⊆ DT , xn = {1, 1

2
, . . . , 1

n
, 0, 0, . . .}, essa converge a

x = {1, 1
2
, . . . , 1

k
, 1

k+1
, . . .} ∈ l2; inoltre, la successione Txn = {1, 1

12 , 1
32 , . . . , 1

n2 , 0, 0, . . .}
é tale che

lim Txn =

{
1,

1

22
, . . . ,

1

k2
,
3

1
(k + 1)2, . . .

}
∈ l2.

Ma, come é evidente x /∈ DT ; dunque T non é chiuso. ¥

Osservazione 12.1.5 Dall’esempio 12.1.4 risulta che se noi estendiamo
per continuità l’operatore T alla chiusura DT della varietà lineare DT ,
ottenendo l’operatore T : DT 7→ l2 (DT = l2!):

x 7→ Tx =

{
1

k
ξk

}

ogni successione {xn} ⊆ DT convergente ad un x ∈ l2, avrà come suc-
cessione immagine una successione {Txn} convergente in l2 a causa della
continuità di T ; inoltre per la stessa ragione

lim (Txn) = T (lim xn).
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Una generalizzazione di questo risultato ad ogni operatore limitato T in uno
spazio normato X é possibile sotto la condizione che detto spazio sia completo,
come é il caso dell’esempio 12.1.4. Vale infatti il seguente

Teorema 12.1.6 Un operatore limitato T : DT 7→ X, dove X é completo, é
chiuso sse DT é una varietà lineare chiusa in X.

Dimostrazione. (a) Sia T limitato e chiuso.
Presa una qualsiasi successione {xn} ⊆ DT convergente a x ∈ X (quindi
x ∈ DT ). Per la limitatezza dell’operatore, {Txn} converge a T̃ x ∈ X,
dove T̃ é l’estensione continua di T a DT . Allora, per la chiusura x ∈ DT e
(Tx = T̃ x).

(b) Sia T limitato e DT chiusa in X.
Presa una successione {xn} ⊆ DT convergente a x ∈ X, si ha x ∈ DT per la
chiusura di quest’ultima, inoltre dalla limitatezza dell’operatore segue che
{Txn} converge a Tx ∈ X.

¤

Nota. Nella parte b della dimostrazione non interviene la completezza di X;
potremo quindi enunciare la

Proposizione 12.1.7 Se T é un operatore limitato e DT una varietà lineare
chiusa nello spazio non necessariamente completo X, allora T é chiuso.

Osservazione 12.1.8 La proprietà di chiusura per un operatore é qual-
cosa che permette di attribuirgli una sorta di continuità. La chiusura
infatti dà l’idea di un indebolimento della continuità, anche se a rigore
non lo é in quanto esistono operatori limitati non chiusi (vedi esempio
12.1.4). Comunque, per un operatore continuo in uno spazio di Banach
esiste un’unica possibilità di non essere chiuso: cioé quella di avere il do-
minio di definizione non chiuso; in questo caso l’operatore non può essere
chiuso.

Teorema 12.1.9 Se T é chiuso e iniettivo, allora T−1 é chiuso.

Dimostrazione. Sia T (DT ) l’immagine dell’operatore T . Presa una succes-
sione {yn} ⊆ T (DT ) esiste (per la iniettività) un’unica successione {xn} ⊆ DT

tale che la sua immagine Txn coincida con yn. Supponiamo che

lim yn = y ∈ X e(a)

limT−1yn = x ∈ X(b)

Le condizioni (a) e (b) sono equivalenti alle condizioni

limxn = x ∈ X e(b’)
lim Txn = y ∈ X(a’)

Per la proprietà di chiusura dell’operatore si ha allora: x ∈ DT e limTxn =
Tx = y. Quindi lim yn = y ∈ T (DT ) ≡ DT−1 e da y = Tx segue, per la
iniettività, x = lim T−1yn = T−1y. ¤
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Passiamo ora a considerare il caso di uno spazio di Hilbert H.

Teorema 12.1.10 Se T é densamente definito in uno spazio di Hilbert H,
allora T ∗ é un operatore chiuso.

Dimostrazione. Se T é densamente definito, l’operatore T ∗ esiste ed é unico.
Sia {xn} ⊆ DT∗ t.c. lim xn = x ∈ H e lim T ∗xn = y∗ ∈ H. Allora per ogni
y ∈ DT si ha

〈Ty|x〉 = lim 〈Ty|xn〉 = lim 〈y|T ∗xn〉 = 〈y|y∗〉

cioé x ∈ DT∗ e T ∗x = y∗. ¤

Corollario 12.1.11 Un operatore autoaggiunto in uno spazio di Hilbert é chiu-
so.

Dimostrazione. Banale. ¤

Esempio 12.1.12 Nello spazio di Hilbert L2(R) l’operatore di moltiplicazione

Q : DQ 7→ L2(R), ψ → (Qψ)(x) := xψ(x)

dove DQ = {ψ ∈ L2(R) : xψ(x) ∈ L2(R)}, e l’operatore di derivazione

P : DP 7→ L2(R), ψ → Pψ := −i~dψ

dx

dove DP = {ψ ∈ L2(R) : ∃ dψ
dx
∈ L2(R)}, sono operatori autoaggiunti e, quindi, chiusi.

¥

12.2 Teorema del grafo chiuso

Questo paragrafo é dedicato al teorema del grafo chiuso che permetterà di esplo-
rare le interessanti connessioni che esistono in uno spazio di Banach tra le pro-
prietà del dominio di definizione di un operatore lineare chiuso e la limitatezza
dello stesso.

Iniziamo col considerare uno spazio lineare normato X. Costruito il prodotto
cartesiano X2 = X × X, definiamo per ogni x, y ∈ X2, con x = (x1, x2), y =
(y1, y2), e per ogni λ ∈ C le seguenti operazioni

x + y = (x1 + y1, x2 + y2)(12.2)

λx = (λx1, λx2)(12.3)

e la seguente norma

(12.4) ‖x‖ =
(
‖x1‖2 + ‖x2‖2

)1/2

Vale l’ovvio risultato che 〈x2, +, ·C, ‖ · ‖〉 é uno spazio lineare normato.



12.2. Teorema del grafo chiuso 201

Definizione 12.2.1 Sia DT un sottoinsieme (non necessariamente una varietà
lineare) di X e T : DT 7→ X un operatore (non necessariamente lineare). Il
sottoinsieme di X2

G(T ) := {x ∈ X2 : x = (x, Tx), x ∈ DT }
viene chiamato il grafo di T . Si verifica facilmente che se T é lineare, G(T ), é
una varietà lineare di X.

Lemma 12.2.2 Una successione {xn} ⊆ X2, dove xn = (x(1)
n , x

(2)
n ), converge

a x ∈ X2, con x = (x1, x2), sse convergono in X le due successioni {x(1)
n } e

{x(2)
n } con limiti x1 e x2 rispettivamente.

Dimostrazione. Il risultato segue facilmente dall’uguaglianza

‖xn − x‖2 =
∥∥∥x(1)

n − x1

∥∥∥
2

+
∥∥∥x(2)

n − x2

∥∥∥
2

.

¤

Corollario 12.2.3 X2 é uno spazio di Banach sse X é completo.

Teorema 12.2.4 Un’operatore lineare T : DT → X é chiuso sse il suo grafo
G(T ) é un sottoinsieme chiuso di X2.

Dimostrazione.

(a) Presa una successione {xn} ⊆ DT tale che lim xn = x ∈ X e lim Txn = y ∈
X, allora ∃ lim(xn, Txn). Se G(T ) é chiuso (x, y) ∈ G(T ) e (x, y) = (x, Tx).

(b) Presa una successione {xn} ⊆ G(T ), con xn = (xn, Txn) e xn ∈ D, tale che
esiste x = (x, y) ∈ X2 per cui limxn = x, si ha lim xn = x e lim Txn = y;
se T é chiuso x ∈ DT e y = Tx : (x, y) ∈ G(T ).

¤
Il precedente teorema fornisce una caratterizzazione per gli operatori chiusi

che ci permette di dimostrare il seguente risultato, valido in spazi di Banach.

Teorema 12.2.5 Sia T : DT → X un operatore lineare chiuso, con X spazio
di Banach. Allora T é limitato sse DT é chiuso in X.

Dimostrazione. Dal teorema 12.2.4, se T é limitato, per la proprietà (ii), DT

é chiuso.
Viceversa, se T é chiuso, G(T ) é chiuso in virtù del teorema 12.2.4 e, siccome X
é uno spazio di Banach , (corollario precedente), G(T ) é esso stesso uno spazio
di Banach. Consideriamo ora l’operatore lineare

P : G(T ) 7→ DT , (xn, Tx) → x

P é un operatore tra due spazi di Banach, limitato e biiettivo, donde segue
che P−1 é pure esso limitato (teorema dell’inverso limitato); allora l’appli-
cazione P−1 : DT → G(T ), x → (x1, Tx) ammette una costante α > 0 tale
che

∥∥P−1(x)
∥∥ ≤ α ‖x‖, ma P−1(x) = (x, Tx), e quindi

‖Tx‖ ≤ ‖(x, Tx)‖ ≤ α ‖x‖
Pertanto T é limitato. ¤
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Come conseguenza di questo teorema e del teorema 12.2.4 osserviamo che in
uno spazio di Banach bastano due qualsiasi delle tre proprietà:

1. T chiuso

2. T limitato

3. DT chiuso

affinché valga pure la terza rimanente proprietà.

Definizione 12.2.6 Un operatore lineare T : DT → X é detto chiudibile sse
esiste una estensione lineare T1 di T che é un operatore chiuso.

Un’estensione chiusa T di un operatore T chiudibile si dice minima sse ogni
altra estensione chiusa T1 di T é un estensione di T .

La minima estensione chiusa di T di T , se esiste, si chiama chiusura di T .

Proposizione 12.2.7 Se la chiusura T di un operatore T esiste allora é unica.

Dimostrazione. Supponiamo che esista, oltre a T , una minima estensione T
′

di T . Allora valgono T ≤ T
′
e T

′ ≤ T ; cioé T = T
′
. ¤

12.3 Operatori chiusi in spazi di Hilbert

Applichiamo ora i risultati cosi ottenuti al caso di uno spazio di Hilbert.

Proposizione 12.3.1 Se T é un operatore densamente definito nello spazio di
Hilbert H, allora introdotto l’operatore

U : H2 7→ H2, (x, y) → U(x, y) = (y,−x).

si ha
G(T ∗) = [U(G(T ))]⊥

Dimostrazione. (a) Supponiamo che x ∈ DT∗ con (x, T ∗x) ∈ G(T ∗), allora
per ogni x ∈ DT si ha 〈Ty|x〉 = 〈y|T ∗x〉; questa uguaglianza equivale a

〈U(y, Ty)|(x, T ∗y)〉 = 0 per ogni (y, Ty) ∈ G(T )

ovvero (x, T ∗x) ∈ [
U(G(T ))

]⊥
.

(b) Supponiamo che (x, y) ∈ [
U(G(t))

]⊥, allora 〈(x, y)|V(z, Tz)〉 = 0 per ogni
z ∈ DT , cioé 〈Tz|x〉 = 〈z|y〉 per ogni z ∈ DT concludendo che (x, T ∗x) =
(x, y) ∈ G(T ∗).

¤

Proposizione 12.3.2 Per ogni sottospazio D dello spazio di Hilbert H2 = H×
H si ha

U(D⊥) = [U(D)]⊥
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Dimostrazione.

U(D⊥) =
{

(x, y) ∈ H2 : (x, y) = (v,−w) con (w, v) ∈ D⊥
}

=

=
{

(x, y) ∈ H2 : 〈x|t〉 = 〈y|z〉 ,∀(z, t) ∈ D
}

[U(D)]⊥ =
{

(x, y) ∈ H2 : 〈(x, y)|U(z, t)〉 = 0, ∀(z, t) ∈ D
}

=

=
{

(x, y) ∈ H2 : 〈x|t〉 − 〈y|z〉 = 0,∀(z, t) ∈ D
}

.

¤

Teorema 12.3.3 Se T é un operatore chiuso densamente definito in H:

(a) T ∗ é densamente definito in H.

(b) T ∗∗ = T .

Dimostrazione. (a) Se T é chiuso, per il teorema 12.2.4, il suo grafo G(T ) é
un sottospazio dello spazio di Hilbert di H2; allora, utilizzando la propo-
sizion 12.3.2 otteniamo

U(G(T )) = G(T ∗)⊥. (1)

Se DT∗ 6= H, esiste y0 ∈ DT∗
⊥, con y0 6= 0. Allora

〈y0|y〉 = 0 per ogni y ∈ DT∗ .

La coppia (y0, 0) ∈ G(T ∗)⊥, infatti

〈(y0, 0)|(y, T ∗y)〉 = 〈y0|y〉+ 〈0|T ∗y〉 = 0.

Allora, per la relazione (1), (y0, 0) ∈ U(G(T )), ovvero esiste x ∈ DT tale
che U(x0, Tx0) = (y0, 0) = (Tx0, x0), cioé x0 = 0 e Tx0 = T0 = y0 6= 0.

(b) Siccome T ∗ é densamente definito, esiste un unico T ∗∗. Per la proposizione
12.3.2 si ha

G(T ∗∗) =
[
U(G(T ∗))

]⊥ =
[
U

(
[U(G(T )]⊥

)]⊥
.

Possiamo utilizzare il lemma 12.2.2 perché U(G(T )) é un sottospazio, in
quanto G(T ) é un sottoinsieme chiuso essendo T un operatore chiuso.
Allora otteniamo:

G(T ∗∗) = V
(
V(G(T ))

)
= −G(T ) = G(T )

da T ≤ T ∗∗ e DT = DT∗∗ ricaviamo T = T ∗∗.
¤

In virtù del teorema 12.3.3 é vera la
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Proposizione 12.3.4 Un operatore lineare T : DT → H densamente definito
é chiuso se e solo se DT∗ = H e T = T ∗∗.

Teorema 12.3.5 Un operatore lineare T : DT → H, densamente definito in H,
ammette un’estensione chiusa se e soltanto se DT∗ = H.

Dimostrazione. (a) Se DT∗ = H, allora esiste T ∗∗ che soddisfa la relazione
T ≤ T ∗∗. L’operatore T ∗∗ é chiuso per il teorema 12.3.3.
(b) Se T ammette un’estensione chiusa T1, per il teorema 12.3.5, DT∗1 = H.
D’altra parte T ≤ T1 implica T ∗1 ≤ T ∗ e perciò H = DT∗1 ⊆ DT∗ . ¤

Teorema 12.3.6 Se T : DT → H é densamente definito e in più DT∗ = H,
allora T ammette chiusura T e si ha T = T ∗∗.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che T ∗∗ é la minima estensione chiusa di
T . Supponiamo che T1 sia un’estensione chiusa di T . Allora T1 é densamente
definito e chiuso; per il teorema 12.3.5 DT∗1 = H e T1 = T ∗∗1 . Allora abbiamo
che T ≤ T1 implica T ∗1 ≤ T ∗ e perciò DT∗ = H e T ∗∗ ≤ T ∗1 . ¤

Teorema 12.3.7 Se T é chiuso e DT = H, allora T é limitato e T ∗ é limitato.

Dimostrazione. Per il teorema del grafo chiuso T é limitato. Un operatore
limitato su H ammette un aggiunto T ∗, pure esso limitato. ¤

Corollario 12.3.8 Se T : DT → H é chiuso, iniettivo e suriettivo allora T−1

é limitato.

Dimostrazione. L’operatore T−1 : H → H é chiuso e H é chiuso. Allora T−1

é limitato. ¤

Teorema 12.3.9 Se T : DT → H é un operatore simmetrico, la sua chiusura
esiste ed é T = T ∗∗.

Dimostrazione. Se T é simmetrico, ammette un aggiunto T ∗ che é un’esten-
sione di T stesso: T ≤ T ∗. Allora DT∗ = H. Per il teorema 12.3.7 abbiamo
T = T ∗∗. ¤

Corollario 12.3.10 La chiusura T = T ∗∗ di un operatore simmetrico é un
operatore simmetrico.

Teorema 12.3.11 Un operatore T autoaggiunto definito su tutto H é limitato.

Dimostrazione. Se T = T ∗ allora T é chiuso. Pertanto DT = H e quindi DT

é chiuso in H; ora basta applicare il teorema del grafo chiuso 12.2.4 per ottenere
la tesi. ¤

Teorema 12.3.12 Sia T un operatore simmetrico, allora T ≤ T ∗∗ ≤ T ∗ con
T ∗∗ chiuso.



Capitolo 13

Operatori differenziali al
secondo ordine

13.1 Operatori differenziali
formalmente autoaggiunti

In questo paragrafo ci occuperemo dell’operatore differenziale alle derivate totali
del secondo ordine

(13.1) L = a0(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a2(x)

con a0, a1, a2 funzioni a valori reali definite su di un intervallo, limitato o non,
[α, β] dell’asse reale e in particolare studieremo l’equazione agli autovalori

(13.2) Ly = λy

altrimenti scritta

(13.3a) a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = λy

ovvero

(13.3b) a0(x)y′′ + a1(x)y′ +
[
a2(x)− λ

]
y = 0

che è un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine dipendente dal
parametro λ. In questo contesto l’operatore differenziale (13.1) è un operatore
“formale” nel senso che non è esplicitato il dominio di definizione su cui es-
so agisce, riservandoci di volta in volta di precisarlo a seconda del particolare
problema che dovremo affrontare.

Osservazione 13.1.1 Il dominio di definizione D(L) dell’operatore L,
anche se non esplicitato, risulta comunque sottoposto al vincolo che le
funzioni ad esso appartenenti, dovendo soddisfare la (13.3b) in ogni punto
dell’intervallo [α, β], necessariamente debbono essere differenziabili due
volte sull’intero intervallo; questa richiesta implica che tali funzioni sono
per lo meno di classe C1([α, β]).

Pertanto, il dominio di definizione deve essere contenuto nello spazio li-
neare delle funzioni doppiamente differenziabili su [α, β]. D’ora in avanti
noi supporremo che D(L) sia in effetti una varietà lineare in tale spazio.
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Esempio 13.1.2 Se a0 6= 0 e a0, a1, a2 ∈ C([α, β]) allora necessariamente D(L) ⊆
C2([α, β]). Questo risultato è immediata conseguenza di quanto detto nella precedente
osservazione e della

y′′ = −a1(x)y′ + [a2(x)− λ]y

a0(x)
∈ C([α, β])

In particolare ciò accade quando si ha a che fare con un operatore differenziale (13.1)
a coefficenti costanti. ¥

Ricordiamo che un autovalore dell’operatore L si dice non degenere se l’au-
tospazio ad esso associato ha dimensione 1; in tutti gli altri casi l’autovalore si
chiama degenere.

Noi saremo particolarmente interessati al caso in cui L è un operatore formale
definito in una varietà lineare, in generale non esplicitata, dello spazio di Hilbert
L2 ([α, β]). In prima approssimazione tale varietà lineare potrà anche essere
ritenuta non densa in L2 ([α, β]),

A questo proposito introdurremo ora uno spazio di Hilbert che sarà partico-
larmente utile nello studio dell’operatore differenziale formale L definito dalla
(13.1). Una funzione w : (α, β) 7→ R si dirà funzione “peso” per L2([α, β]) sse
soddisfa le condizioni

(p-i) w(x) > 0 per ogni x ∈ (α, β);

(p-ii) w ∈ C1(α, β);

(p-iii) esistono, finiti o infiniti, i limiti limx→α+ w(x) e limx→β− w(x);

(p-iv) w · f ∈ L2([α, β]) per ogni f ∈ L2([α, β]).

Osservazione 13.1.3 Si noti che anche nel caso di un intervallo lim-
itato [a, b] non è richiesto che la funzione peso sia definita sugli estremi
dell’intervallo stesso. Se però esistono finiti i limiti richiesti dalla (p-iii)
allora si estende la funzione w per continuità sull’intero [a, b] ponendo
w(a) := limx→a+ w(x) e w(b) := limx→b− w(x).

Esempio 13.1.4 Una funzione peso per l’intervallo limitato [−1, 1], ove p, q sono
due costanti reali non negative, è le seguente

w(x) = (1− x)p(1 + x)q

Infatti, w(x) è strettamente positiva e continua nell’intervallo aperto (−1, 1). Per p > 0
e q > 0 esistono i limiti limx→−1+(1 − x)p(1 + x)q = limx→1−(1 − x)p(1 − x)q = 0 e
quindi in questi casi si può estendere per continuità la funzione w(x) ponendo w(−1) =
w(1) = 0; per p = q = 0 la funzione peso è la funzione w(x) = 1, per ogni x ∈ (−1, 1),
e anche in questo caso la si può estendere per continuità ponendo w(−1) = w(1) = 1.
Infine, in tutti gli altri casi i limiti in esame divergono a +∞.

Per p ≥ 0 e q ≥ 0 le funzioni (estese) w(x) sono continue sul compatto [−1, 1] e
quindi soddisfano immediatamente la condizione (p-iv). ¥

Esercizio 13.1.5 Determina per esercizio i casi p, q < 0 per cui è soddisfatta
la condizione (p-iv).

Proposizione 13.1.6 Se w è una funzione peso per L2[α, β] allora w
1
2n , (n =

1, 2, . . .), è una funzione peso per il medesimo spazio.
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Dimostrazione. Faremo la dimostrazione per il solo caso di w
1
2 ; la validità

per ogni n si prova per induzione. Ovviamente, dalle condizioni (p-i) e (p-ii)
che definiscono una funzione peso si ha che w

1
2 > 0 e w

1
2 ∈ C1. Se esistono

finiti i limx→α+ w(x) e limx→β− w(x) allora esistono anche i limx→α+ w(x)
1
2 e

limx→β− w(x)
1
2 . Infine, dalla continità della funzione w

1
2 segue che anche w

1
2 ·f

è misurabile secondo Lebesgue per ogni f misurabile secondo Lebesgue. Infine,
se f ∈ ÃL2 allora, per la proprietà (p-iv) delle funzioni peso, anche w · f ∈ L2

per cui ∫ β

α

∣∣√w · f
∣∣2 =

∫ β

α

(w · f) · f = 〈f |w · f〉 < ∞

Pertanto per ogni f ∈ L2[α, β] anche
√

wf ∈ L2[α, β]
¤

Se w è una funzione peso per lo spazio di Hilbert L2[α, β], indicheremo con
L2[α, β]w l’insieme di tutte le funzioni [α, β] → C misurabili secondo Lebesgue
e tali che ∫ β

α

w |f |2 < ∞

Sotto queste condizioni è immediato verificare la seguente

Proposizione 13.1.7 Se w è una funzione peso per L2[α, β] allora

〈f |g〉w :=
∫ β

α

wfg

è un prodotto interno su L2([α, β])w.

In particolare si ha che valgono le relazioni:

〈f |g〉w =
〈√

wf |√wg
〉

(13.4)

‖f‖w =
∥∥√wf

∥∥ .(13.5)

Proposizione 13.1.8 La seguenti equivalenze logiche sono vere:

(i) f ∈ L2w sse
√

wf ∈ L2

(ii) g ∈ L2 sse
g√
w
∈ L2w

Dimostrazione. Banali conseguenze delle uguaglianze

∫ β

α

w |f |2 =
∫ β

α

∣∣√wf
∣∣2

∫ β

α

|g| =
∫ β

α

w

∣∣∣∣
g√
w

∣∣∣∣
2

¤

Dalla (i) di quest’ultima proposizione 13.1.8 segue che
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Proposizione 13.1.9 l’operatore lineare

Uw : L2[α, β]w → L2[α, β]

definito da
Uw(f) =

√
wf

è ben posto e unitario.

Dimostrazione. Dalla (13.5) si ha che questo operatore è isometrico. Esso in
effetti è unitario in quanto la suriettività dell’operatore Uw è conseguenza del
fatto che per ogni g ∈ L2[α, β] la funzione g/

√
w appartiene allo spazio L2[α, β]w

in virtù delle (ii), proposizione 13.1.8, e che Uw( g√
w

= g.
Come conseguenza di questo risultato abbiamo che pure L2[α, β]w, che a

volte indicheremo più semplicemente con (L2)w, è uno spazio di Hilbert. ¤

Inoltre, grazie alla unitarietà dell’operatore Uw, si ha il seguente risultato

Corollario 13.1.10 {un : n ∈ N} è un sonc in L2[α, β] sse {√wun : n ∈ N} è
un sonc in L2[α, β]w.

Osservazione 13.1.11 Da quanto ora visto, se w è una funzione peso
per L2[α, β] allora gli spazi di Hilbert L2[α, β] e L2[α, β]w sono unitari-
amente equivalenti tramite l’operatore Uw, e quindi identificabili come
spazi con prodotto interno.

Ovviamente, questa identificazione non significa che L2[α, β] e L2[α, β]w
siano identici come insiemi.

Esempio 13.1.12 Nello spazio di Hilbert L2(−∞,∞) la funzione wH(x) := e−
1
2 x2

è una funzione peso. Si osservi che la famiglia libera delle funzioni {xn : n = 0, 1, . . .}
appartiene a L2(−∞,∞)wH ma non appartiene a L2(−∞,∞). ¥

Esempio 13.1.13 Analogamente, nello spazio di Hilbert L2(0,∞) la funzione wL(x) :=

e−
1
2 x è una funzione peso rispetto alla quale la famiglia libera delle funzioni {xn : n =

0, 1, . . .} appartengono a L2(0,∞)wL , ma non a L2(0,∞). ¥

In generale, nei problemi di Fisica Matematica e di Meccanica Quantistica,
i valori del parametro λ nella (13.2) (o nelle (13.3a) o (13.3b)) vengono in-
terpretati come risultati numerici della osservazione di una qualche grandezza
fisica e perciò si richiede che essi siano espressi da numeri reali. Se in più si
vuole che le eventuali soluzioni della (13.2) siano vettori dello spazio di Hilbert
L2 ([α, β])w rispetto ad una funzione peso w, ossia che L sia un operatore op-
portunamente definito su di una varietà lineare in L2 ([α, β])w, il requisito che
gli autovalori siano reali è soddisfatto nel caso in cui L sia un operatore formal-
mente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w, ossia sia tale da soddisfare la
condizione

(13.6) 〈Lψ|ϕ〉w = 〈ψ|Lϕ〉w per ogni ψ, ϕ ∈ D(L)

Infatti, verifichiamo a questo proposito che vale il seguente importante risultato.

Teorema 13.1.14 Se l’operatore differenziale L con dominio di definizione for-
male D(L) è formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w allora tut-
ti i suoi autovalori sono reali. Inoltre, ad autovalori distinti corrispondono
autovettori ortogonali.
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Dimostrazione. Infatti, λ ∈ σp(L) implica che esiste fλ ∈ D(L), con fλ 6= 0,
per cui si ha Lfλ = λfλ. Da ciò segue

〈Lfλ|fλ〉w = λ ‖fλ‖2w
〈fλ|Lfλ〉w = λ ‖fλ‖2w

Ma essendo L formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w avremo
che in particolare 〈Lfλ|fλ〉w = 〈fλ|Lfλ〉w da cui, la condizione f 6= 0 impone
che λ = λ.

Siano ora λ1 e λ2 due autovalori distinti e f1, f2 ∈ D(L) tali che Lf1 = λ1f1

e Lf2 = λ2f2. Allora da 〈Lf1|f2〉 = 〈f1|Lf2〉 segue che (λ1 − λ2) 〈f1|f2〉, da cui
〈f1|f2〉 = 0. ¤

Teorema 13.1.15 Sotto le ipotesi che a0, a1 ∈ C1, l’operatore differenziale L
è formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso w su un dominio di
definizione D(L) ⊆ C2 ∩ (L2)w non esplicitato sse le seguenti condizioni sono
soddisfatte :

(i) (w(x)a0(x))′ = w(x)a1(x);

(ii) per ogni coppia di vettori f, g ∈ D(L) si ha
[
w(x)a0(x)

(
f(x)g′(x)− g(x)f

′
(x)

)]β

α
= 0.

In questo caso se a1
a0
∈ L1 oppure a′0−a1

a0
∈ L1 allora necessariamente

w(x) =
c

a0(x)
e
∫ a1(x)

a0(x) dx = c e
− ∫ a′0(x)−a1(x)

a0(x) dx
.

Dimostrazione. Consideriamo

〈f |Lg〉w =
∫

fw(a0g
′′ + a1g

′ + a2g)

=
∫

fwa0g
′′ +

∫
fwa1g

′ +
∫

fwa2g (1)

Integrando per parti i due primi integrali otteniamo

〈f |Lg〉w =
[
fwa0g

′]β

α
−

∫ [
(wa0)′f + (wa0)f

′]
g′ +

[
fwa1g

]β

α

−
∫ [

(wa1)′f + (wa1)f
′]

g +
∫

fwa2g (2)

Essendo 〈Lf |g〉w = 〈g|Lf〉w =
∫

gw(a0f
′′

+ a1f
′
+ a1f), dal confronto di

quest’ultima colla (1) e tenuto conto che a0, a1, a2 sono a valori reali, si ha
che 〈Lf |g〉w si può ottenere dalla (2) scambiando i ruoli di g e di f . Pertanto

〈Lf |g〉w =
[
gwa0f

′]β

α
−

∫
[(wa0)′g + (wa0)g′]f ′ + [gwa1f ]βα

−
∫

[(wa1)′g + (wa1)g′]f +
∫

gwa2f (3)
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Dalla (2) e (3) segue che

〈f |Lg〉w − 〈Lf |g〉w =
[
wa0(fg′ − gf

′
)
]β

α
−

∫
(wa0)′(fg′ − gf

′
)

−
∫

(wa1)(f
′
g − g′f)

=
[
wa0(fg′ − gf

′
)
]β

α
−

∫
[(wa0)′ − wa1](fg′ − gf

′
)

Pertanto la condizione 〈f |Lg〉w−〈Lf |g〉w = 0 implica le due condizioni (i) e (ii)
della tesi e viceversa.

In particolare dalla condizioni (i) otteniamo

d(w(x)a0(x))
w(x)a0(x)

=
a1(x)
a0(x)

dx

e quindi

log(w(x)a0(x)) =
∫

a1(x)
a0(x)

dx + log(c)

e ciò implica

w(x) =
c

a0(x)
e
∫ a1(x)

a0(x) dx

D’altra parte sempre dalla (i) si ottiene anche

w′a0 + wa′0 − wa1 = 0

ovvero
w′a0 = w(a1 − a0)

e quindi
dw

w
= −a0 − a1

a0
dx.

che conduce al risultato voluto. ¤

Osservazione 13.1.16 Dal teorema precedente si ha che se l’operatore

L = a0(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a2(x)

deve essere formalmente autoaggiunto ripetto alla funzione perso w allora
necessariamente la funzione w è soluzione dell’equazione differenziale del
primo ordine.

(w(x)a0(x))′ = w(x)a1(x)

Questa equazione differenziale dipende esclusivamente dalla forma dell’ope-
ratore L e da nessun altra condizione, per cui una volta assegnato l’op-
eratore L è univocamente assegnata l’equazione differenziale (i) cui deve
soddisfare la funzione peso.

Dato l’operatore formale

L = a0(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a2(x)

soddisfacente le condizioni che a0, a1 ∈ C1, questa osservazione suggerisce di
procedere nel seguente modo
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1) Si considera l’equazione differenziale nell’incognita w:

(i) (w(x)a0(x))′ = w(x)a1(x)

Questa equazione differenziale non è detto che ammetta soluzione in quanto
l’ammettere o meno soluzione dipende dal comportamento delle funzioni a0

e a1.
Nel caso in cui queste funzioni siano tali che l’equazione differenziale (i) sia
risolubile, non è detto in generale che la soluzione w ottenuta soddisfi a tutte
le condizioni che la qualificano come funzione peso.
Se però la funzione w soluzione della equazione differenziale (i) è una funzione
peso diremo che l’operatore L ammette funzione peso.

2) Si tratta ora di individuare un dominio di definizione D(L) per l’operatore
L, con D(L) ⊆ C2 ∩ (L2)w, in modo tale che per ogni coppia di funzione f, g
appartenenti a D(L) sia soddisfatta la condizione al contorno

(ii)
[
w(x)a0(x)

(
f(x)g′(x)− g(x)f

′
(x)

)]β

α
= 0

Osservazione 13.1.17 Quindi mentre la condizione (i) è rigidamente
vincolata dalla forma dell’operatore L, il dominio D(L) presenta una
maggior elasticità di scelta.

Ricordando la definizione di Wronksiano di due funzioni

W (f, g)(x) =
∣∣∣∣
f(x) f ′(x)
g(x) g′(x)

∣∣∣∣

potremo mettere la (ii) nella forma equivalente

(ii− a)
[
w(x)a0(x)W (f, g)(x)

]β

α
= 0 per ogni f, g ∈ D(L)

Proposizione 13.1.18 Se l’operatore differenziale L è formalmente autoag-
giunto rispetto alla funzione peso w, vale l’uguaglianza

(13.7) wL =
d

dx

(
w(x)a0(x)

d

dx

)
+ w(x)a2(x)

Dimostrazione. Infatti

d

dx

(
w(x)a0(x)

d

dx

)
w(x)a0(x)

d2

dx
+

d

dx
(w(x)a0(x))

d

dx
=

= w(x)
[
a0(x)

d2

dx2
+ a1(x)

d

dx

]

ove nell’ultima uguaglianza si è utilizzata la (i) teorema 13.1.15. ¤

Esempio 13.1.19 Caso [a, b] compatto e funzione peso w(x) = 1.
In questo esempio considereremo l’operatore differenziale formale L definito dalla

(13.1), relativamente ad un intervallo compatto [a, b] dell’asse reale, senza esplicitare
la forma concreta delle funzioni a0, a1, a2 che ne formano i coefficienti. Supporremo
soltanto che queste funzioni siano tali che la soluzione della equazione differenziale (i)
fornisca come funzione peso la funzione identicamente 1 su [a, b]. In questo caso la
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(13.7), che è immediata conseguenza della (i), impone che l’operatore differenziale L
abbia la forma

(13.8) L = a0(x)
d2

dx2
+ a′0(x)

d

dx
+ a2(x) =

d

dx

(
a0(x)

d

dx

)
+ a2(x)

A sua volta, la condizione (ii) impone che il dominio di definizione dell’operatore
differenziale L deve essere tale che per ogni coppia di vettori f, g appartenente ad esso
valga la relazione

a0(a)W (f, g)(a) = a0(b)W (f, g)(b)

Quest’ultima condizione include come casi particolari:

(I) Le condizioni al contorno separate

{
α1y(a) + α2y

′(a) = 0

β1y(b) + β2y
′(b) = 0

con α1β2 6= α2β1.

(II) Le condizioni al contorno periodiche

{
y(a) = y(b)

y′(a) = y′(b)

Pertanto, sotto queste condizioni l’operatore differenziale L è formalmente autoag-
giunto rispetto al naturale prodotto interno di L2[a, b] e tutti i suoi autovalori sono
reali.

Nella teoria delle vibrazioni delle corde elastiche vengono usate delle condizioni al
contorno separate ulteriormente particolarizzate.

Per esempio

(I–1) y(a) = 0 e y(b) = 0 (corda con estremi fissati)
(I–2) y′(a) = 0 e y′(b) = 0 (estremi liberi)
(I–3) h0y(a) = y′(a) e −h1y(b) = y′(b) (estremi fissati elasticamente).

Proposizione 13.1.20 Nel caso delle condizioni al contorno separate vale l’impor-
tante risultato che tutti gli autovalori sono non degeneri.

Dimostrazione. Siano y0 e y due autovettori non nulli corrispondenti all’autovalore
λ. Entrambi questi vettori debbono soddisfare le condizioni al contorno separate; in
particolare nel punto a: {

α1y0(a) + α2y
′
0(a) = 0

β1y(a) + βy′(a) = 0

poichè la condizione α1β2 6= α2β1 impone che uno dei due numeri α1, α2 sia diverso
da zero, il precedente sistema deve soddifare la condizione

0 =

∣∣∣∣
y0(a), y′0(a)
y(a), y′(a)

∣∣∣∣ = W (y0, y)(a)

Poichè y0 e y sono due soluzioni della equazione differenziale Ly = λy avremo che
il Wronksiano si manterrà nullo in ogni altro punto di [a, b] e quindi y0 e y sono
linearmente indipendenti. ¤

¥
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13.2 Esempi. L’operatore − d2

dx2 con condizioni al
contorno

In questo esempio vogliamo studiare il problema degli autovalori per l’operatore
− d2

dx2 sotto opportune condizioni al contorno che ne assicurano l’autoaggiuntezza
formale.

Prescindendo dallo specificare queste condizioni al contorno, si tratterà di
risolvere la seguente equazione agli autovalori

(13.9a)
(
− d2

dx2

)
y = λy

essendo y ∈ D(l) ⊆ C2
(
[a, b],C

)
, [a, b] un intervallo compatto di R e λ ∈ C.

La precedente equazione agli autovalori diviene

(13.9b) y′′ + λy = 0

il cui integrale generale è espresso da

(13.10) y(x) = C1e
i
√

λx + C2e
−i
√

λx

Però, come abbiamo osservato, ci interessa risolvere la equazione agli autoval-
ori (13.9a), ovvero l’equazione differenziale (13.9b), sotto opportune condizioni
al contorno che assicurino che l’operatore − d2

dx2 sia formalmente autoaggiunto
rispetto ad una funzione peso. Come abbiamo visto nel teorema 13.1.15 del
precedente paragrafo, le funzioni peso sono determinate dalla forma dell’opera-
tore differenziale in esame in quanto debbono soddisfare l’equazione differenziale
(i). Nel nostro caso particolare, questa equazione differenziale assume la forma
(−w)′ = 0u, che ammette come soluzione generale la funzione w(x) = c, con c
costante arbitraria. Si osservi che la funzione w(x) = c è una funzione peso sse
c > 0. Noi considereremo il caso della funzione peso w(x) = 1.

Per quanto abbiamo visto nell’esempio 13.1.19 vi sono due casi particolari di
condizioni al contorno che assicurano l’autoaggiuntezza formale dell’operatore
differenziale in esame: le condizioni separate e quelle periodiche. Noi studieremo
i seguenti due casi particolari

(I)

{
y′′ + λy = 0
y(a) = y(b) = 0

(II)





y′′ − λy = 0
y(a) = y(b)
y′(a) = y′(b)

Si noti che lo studio dell’equazione differenziale (13.9b) con le condizioni al
contorno (I) equivale allo studio dell’equazione agli autovalori (13.9a) per l’-
operatore differenziale

(
− d2

dx2 ,D(l)I

)
, essendo D(l)I il dominio di definizioni

dell’operatore − d2

dx2 definito da

D(l)I :=
{
ϕ ∈ C2

(
[a, b]

)
: ϕ(a) = ϕ(b) = 0

}

Analogamente per l’equazione differenziale con condizioni al contorno (II) si
tratta di prendere in esame l’operatore differenziale

(
− d2

dx2 ,D(l)II

)
definito su

D(l)II =
{
ϕ ∈ C2([a, b])

}
ϕ(a) = ϕ(b), ϕ′(a) = ϕ′(b)
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Analizziamo ora i due casi separatamente

Caso I: y(a) = y(b) = 0.

In questo caso si considera l’operatore − d2

dx2 definito su

(l)I =
{
ϕ ∈ C2([a, b]) : ϕ(a) = ϕ(b) = 0

}

e vogliamo dimostrare che esso

(i) è densamente definito in L2([a, b]);

(ii) è lineare non limitato simmetrico;

(iii) ammette la seguente successione di autovalori non degeneri
{

λn = n2 π2

(b− a)2
: n = 1, 2, . . .

}

(iv) gli autovettori corrispondenti sono
{

ϕn(x) =

√
2

b− a
sin

(
nπ

x− a

b− a

)
: n = 1, 2, . . .

}

(v) e costituiscono un sonc in L2([a, b]).

Per dimostrare ciò teniamo presente che dobbiamo risolvere il seguente proble-
ma: individuare λ ∈ R e y ∈ C2([a, b]),C)\{0} tali da

{
y′′ + λy = 0
y(a) = y(b) = 0.

Imponendo alla soluzione generale (13.10) le condizioni al contorno richieste
avremo che {

C1e
i
√

λb + C2e
−i
√

λb = 0
C1e

i
√

λa + C2e
−i
√

λa = 0.

Se la funzione (13.10) deve essere un autovettore corrispondente all’autovalore
λ, non potrà essere C1 = C2 = 0 e ciò è possibile sse

0 =

∣∣∣∣∣

(
ei
√

λb, e−i
√

λb

ei
√

λa, e−i
√

λa

)∣∣∣∣∣ = e−
√

λ(b−a) − e−i
√

λ(b−a) = 2i sin
√

λ(b− a)

Pertanto il problema agli autovalori è soddisfatto per

sin
√

λ(b− a) = 0

ossia per tutti i valori di λ espressi dalla relazione

λn = n2 π2

(b− a)2
(n = 0, 1, 2 . . .)
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col che si è dimostrata la (iii). Vediamo ora di individuare gli autovettori
corrispondenti, imponendo alla (13.10) la condizione yn(a) = 0. Si ha che

C1

C2
= −e−i

√
λna

e+i
√

λna

da cui possiamo porre

C1 = Cne−i
√

λna e C2 = −Cnei
√

λna

essendo Cn ∈ C una costante opportuna, e perciò l’autovettore associato all’au-
tovalore λn è espresso da

ϕn(x) = Cn

(
ei
√

λn(x−a) − e−i
√

λn(x−a)

)
=

= Cn2i sin
√

λn(x− a) =

= Kn sin
(

nπ
x− a

b− a

)

ove Kn è una opportuna costante arbitraria. Il sistema di vettori
{

ϕn(x) = Kn sin
(

nπ
x− a

b− a

)
: n = 0, 1, 2, . . .

}

di D(l)I è ortonormale qualora si assuma Kn =
√

2
b−a , come si può facilmente

verificare. Inoltre abbiamo già visto nel capitolo 6.1 che questa famiglia di
autovettori è un sonc in L2([a, b]) per cui

D(l)I([a, b],C) = L2([a, b])

Caso II: y(a) = y(b) e y′(a) = y′(b)

L’operatore − d2

dx2 definito su

D(l)II =
{
ϕ ∈ C2([a, b]) : ϕ(a) = ϕ(b), ϕ′(a) = ϕ′(b)

}

(i) è densamente definito in L2([a, b])

(ii) è lineare non limitato e simmetrico

(iii) ammette la seguente successione di autovalori
{

λn = 4n2 π2

(b− a)2
: n = 0, 1, 2, . . .

}

(iv) se si esclude l’autovalore 0 ciascuno di questi autovalori è duplicemente
degenere. Fissato l’autovalore λn 6= 0 il suo corrispondente autospazio
possiede il sonc

(a)
{

1√
b− a

e2πin( x−a
b−a ) · 1√

b− a
e−2πin( x−a

b−a )
}

.
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Oppure, alternativamente, il sonc

{√
2

b− a
cos

[
2πin

(
x− a

b− a

)]}⋃ {√
2

(b− a)
sin

[
2πin

(
x− a

b− a

)]}
.

(b)

L’autovalore 0 non è degenere e ad esso corrisponde l’autovettore

ϕ0(x) =
1√

b− a

(v) l’insieme degli autovettori di tipo (a) costituisce il sonc esponenziale in
L2([a, b]) {

1√
b− a

e2πn( x−a
b−a ) : n ∈ Z

}

mentre l’insieme degli autovettori di tipo (b) costituisce il sonc trigono-
metrico in L2([a, b])

{
1√

b− a

}
∪

{√
2

b− a
cos 2πn

(
x− a

b− a

)
: n = 1, 2, . . .

}

∪
{√

2
b− a

sin 2πn

(
x− a

b− a

)
: n = 1, 2, . . .

}

Esplicitando nella (2) le condizioni al contorno otteniamo:
{

C1e
i
√

λa + C2e
−i
√

λa = C1e
i
√

λb + C2e
−i
√

λb

C1e
i
√

λa − C2e
−i
√

λa = C1e
i
√

λb − C2e
−i
√

λb

da cui segue




C1

(
ei
√

λa − ei
√

λb

)
+ C2

(
e−i

√
λa − e−i

√
λb

)
= 0

C1

(
ei
√

λa − ei
√

λb

)
− C2

(
e−i

√
λa − e−i

√
λb

)
= 0

Questo sistema ammette soluzione non banale sse non accade che C1 = C2 = 0,
ovvero sse

−
(

ei
√

λa − ei
√

λb

)(
e−i

√
λa − e−i

√
λb

)
−

−
(

ei
√

λa − ei
√

λb

)(
e−i

√
λa − e−i

√
λb

)
= 0

da cui (
ei
√

λa − ei
√

λb

)(
e−i

√
λa − e−i

√
λb

)
= 0

ovvero
ei
√

λ(b−a) − e−i
√

λ(b−a) = 2
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ottenendo infine
cos

√
λ(b− a) = 1.

Pertanto, i valori possibili di λ che soddisfano le condizioni al contorno in esame
sono espresse da

√
λn(b− a) = 2nπ (n = 0, 1, 2, . . .)

da cui

λn = n2 4π2

(b− a)2
(n = 0, 1, 2, . . .)

Quindi, anche in questo caso gli autovalori formano una successione discreta,
divergente a +∞ per n → −∞. Gli autovettori corrispndenti sono

ϕn(t) = C1e
i
√

λnt + C2e
−i
√

λnt

Ricordando il sonc esponenziale in L2([a, b]) (vedi cap. 6.1) potremo modificare
leggermente la forma degli autovettori ϕn ponendo C1 = η1e

−i
√

λna, C2 =
η2e

i
√

λna da cui otteniamo

ϕn(t) = η1e
i
√

λn(x−a) + η2e
−i
√

λn(x−a) (n = 0, 1, 2, . . .)

Vogliamo vedere se la famiglia di autovettori {ϕn} è un sistema ortonormale
per un’opportuna scelta di η1, η2. A questo scopo consideriamo che per m 6= n
si ha che 〈ϕn|ϕm〉 = 0 mentre per m = n si ha che

〈ϕn|ϕn〉 =
∫ b

a

{
η1e

−i
√

λn(x−a) + η2e
i
√

λn(x−a)
}{

η1e
i
√

λn(x−a) + η2e
i
√

λn(x−a)
}

dx

=
∫ b

a

(η1η1 + η2η2) dx +
∫ b

a

η1η2e
−2i

√
λn(x−a)dx +

∫ b

a

η2η1e
2i
√

λn(x−a)dx

= (b− a) (η1η1 − η2η2)

Pertanto {ϕn} è un sistema ortonormale di autovettori per una qualsiasi scelta
η1, η2 soddisfacente la condizione

η1η1 − η2η2 =
1

b− a

diamo qui sotto una tabella corrispondente a opportune scelte di η1, η2.

η1 η2 ϕn (n = 0, 1, 2, . . .)

1√
b−a

0 1√
b−a

e2πin( x−a
b−a )

0 1√
b−a

1√
b−a

e2πin( x−a
b−a )

1√
b−a

1
2
√

b−a

√
2

b−a cos 2πn
(

x−a
b−a

)
(n 6= 0)

1√
b−a

1
2i
√

b−a

√
2

b−a sin 2πn
(

x−a
b−a

)
(n 6= 0)





Capitolo 14

Problemi di
Sturm–Liouville
di tipo polinomiale

14.1 Problemi di Sturm–Liouville Polinomiali

Nella sezione precedente abbiamo visto quali condizioni debbono essere im-
poste affinchè l’operatore differenziale L ammetta funzione peso rispetto alle
quali risulti essere formalmente autoaggiunto, e quindi abbia autovalori re-
ali. La ricerca di questi autovalori per l’operatore L cos̀ı opportunamente
definito corrisponde a quello che in letteratura viene chiamato problema di
Sturm–Liouville.

Vogliamo ora vedere quali ulteriori condizioni devono essere imposte relati-
vamente al cosidetto problema di Sturm–Liouville polinomiale, ossia

quali condizioni bisogna imporre all’operatore differenziale L affin-
chè, oltre a risultare formalmente autoaggiunto, la corrispondente
equazione agli autovalori ammetta soluzioni che siano polinomi di
grado qualsiasi.

Affronteremo questo problema in due passi successivi.

Primo passo

Nel primo passo analizzeremo alcune importanti conseguenze della sola con-
dizione di autoaggiuntezza formale ((i) del teorema 13.1.14) dell’operatore dif-
ferenziale formale

L = a0(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a2(x), a0, a1 ∈ C1

Dato l’operatore L, possiamo scrivere immediatamente l’equazione differenziale
ad esso associata

(i) (w(x)a0(x))′ = w(x)a1(x)
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Questa equazione differenziale può oppure no ammettere soluzione w(x) che
sia una funzione peso, e ciò dipende dal comportamento delle funzioni a0(x) e
a1(x).

Definizione 14.1.1 Diremo che l’operatore differenziale formale L ammette
funzione peso per problemi poliniomiali sse esso ammette funzione peso soluzione
della (i) e questa funzione peso soddisfa l’ulteriore condizione

(p− v) xn ∈ L2([α, β])w, per ogni n = 0, 1, . . .

Quanto richiesto sino ad ora riguarda la struttura intrinseca dell’operatore
formale L; una volta che questi è dato, e in particolare sono date le funzioni
a0(x) e a1(x), non resta altro che risolvere la (i) sperando che la funzione w(x)
ottenuta soddisfi tutti i requisiti richiesti. Se l’operatore differenziale formale L
ammette funzione peso per problemi polinomiali, il problema di Sturm-Liouville
polinomiale consiste nel determinare quali ulteriori condizioni bisogna imporre
all’operatore L affinchè ammetta una successione di autovalori reali distinti {λn :
n = 0, 1, . . .} tali che per ogni n esista un polinomio di grado n, indichiamolo
con Qn, soddisfacente la equazione agli autovalori LQn = λnQn.

Proposizione 14.1.2 Il dominio di definizione formale DL ∈ C2 ∩ (L2)w del-
l’operatore differenziale L per un problema di Sturm-Liouville polinomiale deve
contenere il sistema libero di vettori {xn : n = 0, 1, . . .} e, quindi, tutti i polinomi
in x.

Inoltre, ogni xn deve essere una combinazione lineare dei primi n+1 polinomi
Qn,

(14.1) xn =
n∑

i=0

βniQi(x) βnn 6= 0

Dimostrazione. Il dominio DL è una varietà lineare di C2 ∩ (L2)w che deve
contenere tutti i polinomi Qn(x) =

∑n
j=0 α

(n)
j xn−j , con α

(0)
n 6= 0, che siano

soluzioni della equazione agli autovalori LQn = λnQn.
Se DL è una varietà lineare, allora per ogni n oltre a contenere Qn conterrà

anche il polinomio di grado n,

Q(1)
n =

1

α
(n)
0

Qn = xn +
n∑

j=1

α
(n)
j

α
(n)
0

xn−j

Prendiamo in esame ora

α
(n)
1

α
(n)
0

Q
(1)
n−1 =

α
(n)
1

α
(n)
0

xn−1 +
n−1∑

j=1

α
(n)
1

α
(n)
0

α
(n−1)
j

α
(n−1)
0

xn−1−j

Ma DL, sempre per la proprietà di essere una varietà lineare, sarà tale da
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contenere

Q(2)
n = Q(1)

n − α
(n)
1

α
(n)
0

Q
(1)
n−1

= xn +
n∑

j=1

α
(n)
j

α
(n)
0

xn−j − α
(n)
1

α
(n)
0

xn−1 −
n−1∑

j=1

α
(n)
1

α
(n)
0

α
(n−1)
j

α
(n−1)
0

xn−1−j

= xn +
α

(n)
1

α
(n)
0

xn−1 − α
(n)
1

α
(n)
0

xn−1 +
n∑

j=2

α
(n)
j

α
(n)
0

xn−j −
n−1∑

j=1

α
(n)
1

α
(n)
0

α
(n−1)
j

α
(n−1)
0

xn−1−j

, che è un polinomio di grado n del tipo Q
(2)
n = xn +

∑n
j=2

β
(n)
j

α
(n)
0 α

(n−1)
0

xn−j , in cui

è stato eliminato il termine di grado n− 1. Continuando con questa tecnica di
eliminare via via i termini di grado n−2, . . . , 1, 0 si arriva al risultato cercato che
xn ∈ DL per ogni n, ove xn è una combinazione lineare xn =

∑n
i=0 βniQi(x),

con βnn 6= 0. ¤

Teorema 14.1.3 Affinchè l’operatore differenziale formale

L = a0(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a2(x)

si riferisca ad un problema di Sturm–Liouville polimoniale è necessario che
a0, a1, a1 abbiano le seguenti forme:

a0(x) = α0x
2 + α1x + α2

a1(x) = β0x + β1

a2(x) = γ0

con α0, α1, α2, β0, β1, β2, γ0 costanti reali.(Si ricordi che le funzioni a0, a1, a2

devono essere a valori reali).

Dimostrazione. Sia Q0 il polinomio di grado zero soluzione della equazione
LQ0 = λ0Q0. Tenendo presente che un polinomi di grado zero è una costante,
avremo che LQ0 = a2(x)Q0 = λ0Q0 da cui segue che a2(x) = costante reale.

Sia Q1 il polinomio di primo grado tale che LQ1 = λ1Q1, allora a1(x)Q′1 +
a2(x)Q1 = λ1Q1 e quindi

a1(x) =
λ1 − γ0

Q′1
Q1 = β0x + β1

In quanto Q′1 è una costante non nulla e Q1 è di primo grado.
Sia Q2 il polinomio di secondo grado soluzione dell’equazione LQ2 = λ2Q2

altrimenti scritta a0(x)Q′′2 + a1(x)Q′2 + a2(x)Q2 = λ2Q2 con Q′′2 costante non
nulla, e quindi

a0(x) =
λ2 − γ0

Q′′
2

Q2 − β0x + β1

Q′′2
Q′

2 = α0x
2 + α1x + α2

¤
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Corollario 14.1.4 L’eventuale funzione peso associata all’operatore differen-
ziale formale

(14.2) (α0x
2 + α1x + α2)

d2

dx2
+ (β0x + β1)

d

dx
+ γ0

è data dalla formula

(14.3) w(x) = c exp
〈∫

(β0 − 2α0)x + (β1 − α1)
α0x2 + α1x + α2

dx

〉

ove c è una costante positiva che, d’ora in avanti, supporremo uguale a 1.

Dimostrazione. Banale conseguenza della (i). ¤

Teorema 14.1.5 Se l’operatore differenziale formale (14.2) è tale che le cos-
tanti α0 e β0 soddisfano le seguenti condizioni:

(i) α0 e β0 non sono entrambe nulle;

(ii) se α0 e β0 sono entrambe non nulle allora sono dello stesso segno.

Allora la seguente funzione

(14.4) Pn(x) =
1

knw

dn

dxn
(an

0w)

è un polinomio di grado n, per qualunque n = 0, 1, . . .. La (14.4) è chiamata
formula generale di Rodrigues.

Dimostrazione. Dimostraremo un risultato preliminare. Se f(x) = ak
0(x)w(x)r(x),

ove k ≥ 1 e r(x) = r0x
l + . . . è un polinomio di grado l, (l = 0, 1, . . .), allora

f ′(x) = ak−1
0 (x)w(x)sl+1(x)

ove sl+1(x) è un polinomio di grado l + 1.
Per dimostrare questa affermazione deriviamo f(x):

f ′(x) = (ak−1
0 )′(a0w)r + ak−1

0 (a0w)′r + ak−1
0 (a0w)r′ =

= (k − 1)ak−2
0 a′0(a0w)r + ak−1

0 (a1w)r + ak−1
0 (a0w)r′ =

= ak−1
0 w(a1r + (k − 1)a′0r + a0r

′) =

= ak−1
0 w

{
r0 〈β0 + (2(k − 1) + l)α0〉xl+1 + . . .

}

Poichè r0 6= 0 e poichè α0 e β0 hanno lo stesso segno se α0 6= 0 e β0 6= 0, avremo
che la espressione in parentesi è un polinomio di grado l + 1.

Da questo risultato, applicato n volte a an
0 (x)w(x), (corrispondente al caso

particolare r(x) = 1), deduciamo che

dn

dxn
(an

0w) = (a0(x))0w(x)tn(x) = w(x)tn(x)

ove tn(x) è un polinomio di grado n e perciò la (14.4) è un polinomio di grado
n. ¤
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Teorema 14.1.6 Nelle ipotesi del teorema precedente, i polinomi

{Pn : n = 0, 1, . . .} espressi dalla (14.4) sono soluzione del problema di Sturm–
Liouville per l’operatore L, ossia

LPn = λnPn per ogni n = 0, 1, . . .

con

(14.5) λn = α0n(n + 1) + β0n + γ0

Dimostrazione. Applicando direttamente la formula di Leibniz, ricordando
che a0(x) è un polinomio al più di grado 2 e scrivendo per semplicità D al posto
di d

dx , avremo

Dn+1 〈a0D 〈wan
0 〉〉 =

n+1∑

k=0

(
n + 1

k

)
Dk(a0)Dn+1−k 〈D 〈wan

0 〉〉

= a0D
n+2 〈wan

0 〉+ (n + 1)a′0D
n+1 〈wan

0 〉+
(

n + 1
2

)
a′′0Dn 〈wan

0 〉

= a0knD2(wPn) + (n + 1)a′0knD(wPn) +
(n + 1)n

2
a′′0kn(wPn)

D’altra parte si può ottenere

Dn+1 〈a0D 〈wa0〉〉 = Dn+1
〈
a0D

〈
(wa0)an−1

0

〉〉

= Dn+1 〈an
0D(wa0) + (n− 1)an

0a′0w〉
= Dn+1 〈an

0 (wa1) + (n− 1)a′0a
n
0w〉

= Dn+1 {wan
0 〈a1 + (n− 1)a′0〉}

=
n+1∑

0

(
n + 1

k

)
Dk 〈a1 + (n− 1)a′0〉Dn+1−k(wan

0 )

= 〈a1 + (n− 1)a′0〉Dn+1(wan
0 ) + (n + 1) 〈a′1 + (n− 1)a′′0〉Dn(wan

0 )
= 〈a1 + (n− 1)a′0〉D(wknPn) + (n + 1) 〈a′1 + (n− 1)a′′0〉 (knwPn)(2)

Mettendo assieme questi due risultati otteniamo

a0knD2(wPn) + (n + 1)a′0knD(wPn) +
(n + 1)n

2
a′′0kn(wPn)

= 〈a1 + (n− 1)a′0〉D(wknPn) + (n + 1) 〈a′1 + (n− 1)a′′0〉 (knwPn)
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da cui segue

0 = a0D
2(wPn) + 〈2a′0 − a1〉D(wPn)− (n + 1)

〈
n− 2

2
a′′0 − a′1

〉
(wPn)

= a0(wP ′′n + 2w′P ′n + w′′Pn) + [2a′0 − a1](wP ′n + Pnw′)

− (n + 1)
〈

n− 2
2

a′′0 − a′1

〉
wPn

= (a0w)P ′′n + 〈2a0w
′ + 〈2a′0 − a1〉w〉P ′n+

+
〈

a0w
′′ + 〈2a′0 − a1〉w′ − (n + 1)w

〈
n− 2

2
a′′0 − a′1

〉〉
Pn

= a0P
′′
n +

〈
2a0

w′

w
+ 2a′0 − a1

〉
P ′n

+
〈

a0
w′′

w
+ (2a′0 − a1)

w′

w
− (n + 1)

〈
n− 2

2
a′′0 − a′1

〉〉
Pn(3)

La (14.4), nel caso particolare di n = 1, fornisce la relazione

(4) D(a0w) = k1wP1

per cui, da un lato si ha

(5) a′0w + a0w
′ = k1wP1

ovvero a′0 + a0
w′
w = k1P1, da cui segue 2a′0 + 2a0

w′
w − k1P1 = k1P1; ma, per la

(4), k1P1 = 1
w (a0w)′ = 1

w (a1w) = a1, concludendo che

(6) 2a′0 + 2a0
w′

w
− a1 = a1

D’altro lato, derivando la (5) ulteriormente segue che a0w
′′ + 2a′0w

′ + a′′0w =
k1(w′P1 + wP ′1), da cui si ottiene

(7) a0
w′′

w
+ (2a′0 − k1P1)

w′

w
= k1P

′
1 − a′′0 = a1 − a′′0

Pertanto la (3), tenuto conto della (6) e della (7), diviene

a0P
′′
n + a1P

′
n +

(
a′1 − a′′0 − (n + 1)

(
n− 2

2
a′′0 − a1

))
Pn + γ0Pn = γ0Pn

concludendo che

a0P
′′
n + a1P

′
n + γ0Pn =

(
na′1 +

n(n− 1)
2

a′′0 + γ0

)
Pn

che è la tesi, una volta ricordato che a′1 = β0 e a′′0 = 2α0. ¤

Sino ad ora ci siamo occupati delle conseguenze della sola condizione (i) di
autoaggiuntezza formale per l’operatore differenziale formale L in relazione al
problema di Sturm–Liouville polinomiale; ora analizzeremo alcune conseguenze
delle condizioni al contorno

(ii) w(x)a0(x) [f(x)g′(x)− g(x)f ′(x)]|ba = 0 per ogni f, g ∈ DL
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utili nell’individuare un dominio di definizione DL tale che in esso L risulti
formalmente autoaggiunto rispetto alla funzione peso soddisfacente la (i).

Ricordiamo che dalla autoaggiunzione formale dell’operatore L segue che se
λn e λm sono due autovalori distinti e Qn e Qm i corrispondenti autovettori di
tipo polinomiale allora essi sono ortogonali in ÃL2w, valendo la

〈Qn|Qm〉w =
∫

Qn(x)Qm(x)w(x)dx = cn,mδn,m

ove le quantità cn,n, che più semplicemente indicheremo con cn, sono delle
opportune costanti di normalizzazione.

Da ciò segue che {
1√
cn

√
w Qn : n = 0, 1, . . .

}

è un son in L2[α, β].

Osservazione 14.1.7 Da quanto visto sino ad ora, sappiamo che

{xn}n = 0, 1, . . . è una famiglia libera di vettori di (L2)w. Inoltre, la
famiglia di polinomi {Qi} i = 0, 1, . . ., soluzioni della equazione agli au-
tovalori LQi = λiQi per un problema di Sturm-Liouville polinomiale,
soddisfa le seguenti proprietà

(i) {Qi} i = 0, 1, . . . è un sistema ortonormale in (L2)w;

(ii) ogni elemento del son Qn è combinazione lineare dei primi n + 1
elementi della famiglia {xn}, Qn(x) =

∑n
j=0 αnjx

j con αnn 6= 0;

(iii) ogni elemento della famiglia libera xn è combinazione lineare dei
primi n+1 elementi del son {Qi}, xn =

∑n
i=0 βniQi(x) con βnn 6= 0.

(vedi (??) proposizione (??)).

Pertanto, a meno di fattori di fase unitari, il son {Qn} è l’unico che si ot-
tiene a partire dalla famiglia libera di vettori {xn} tramite il procedimento
di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt.

Teorema 14.1.8 Nel caso dei problemi di Sturm–Liouville polinomiali relativi
ad un intervallo compatto [a, b] le condizioni di autoaggiuntezza formale (ii)
implicano necessariamente che limx→a+ w(x)a0(x) e limx→b− w(x)a0(x) siano
finiti e che valga la uguaglianza

(14.6) lim
x→a+

w(x)a0(x) = lim
x→b−

w(x)a0(x)

Dimostrazione. Abbiamo visto che DL contiene tutte le funzioni {xn : n =
0, 1, . . .} e quindi la (ii) deve essere vera nel caso in cui f(x) = 1 e g(x) =

1
n+1xn+1 fornendo il risultato

lim
x→b−

(w(x)a0(x)xn)− lim
x→a+

(w(x)a0(x)xn) = 0

La quale, nel caso particolare di n = 0, diviene

lim
x→b−

(w(x)a0(x))− lim
x→a+

(w(x)a0(x)) = 0

che conduce alla tesi. ¤
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Osservazione 14.1.9 Nella (14.6) i limiti per x → a+ e x → b− di
a0(x) esistono e sono finiti, in quanto a0(x) è un polinomio al più di
secondo grado in x. Ciò non implica che necessariamente devono es-
sere finiti i limx→a+ w(x) e limx→b− w(x); anzi si può dare il caso in
cui questi limiti della funzione w(x) siano entrambi infiniti pur risultando
limx→a+ w(x)a0(x) = limx→b− w(x)a0(x) = 0. (In effetti, in un esempio
che tratteremo più diffusamente nel prossimo paragrafo, si tratterà di una
forma di indecisione del tipo ∞ · 0 risolta a favore dello 0).

Corollario 14.1.10 Nelle condizioni del teorema precedente, se esistono finiti
i limiti

w(a) := lim
x→a+

w(x) e w(b) := lim
x→b−

w(x)

e si ha che
w(a) 6= 0 e w(b) 6= 0,

allora deve necessariamente essere

a0(x) = k(x− a)(x− b).

Dimostrazione. Sotto queste condizioni la (14.6) si può scrivere nella forma

w(b)a0(b)bn − w(a)a0(a)an = 0

che nei casi di n = 0 e n = 1 conduce al sistema
{

w(b)a0(b) = w(a)a0(a)
w(b)a0(b)b = w(a)a0(a)a

Il quale, essendo a 6= b, è consistente sse w(a)a0(a) = w(b)a0(b) = 0. Tenuto
conto delle ipotesi w(a) 6= 0 e w(b) 6= 0, da quest’ultima segue a0(a) = a0(b) = 0
e quindi la tesi. ¤

Teorema 14.1.11 Nel caso dei problemi di Sturm–Liouville polinomiali rela-
tivi ad un intervallo [α, β] illimitato le condizioni di autoaggiuntezza formale
implicano che

(i) non esistono soluzione polinomiale se a1 è la funzione identicamente nulla
su [α, β];

(ii) sugli estremi infiniti deve essere

(14.7) lim
x

xnw(x) = 0 per ogni n = 0, 1, . . .

(iii) sull’eventuale estremo finito deve essere

(14.8) lim
x

w(x)a0(x) = 0

Dimostrazione. Ricordando che la funzione peso w si ottiene come soluzione
della equazione differenziale (wa0)′ = wa1 la condizione a1 = 0 implica w(x)a0(x) =
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k, con k costante. Inoltre dovendo essere soddisfatta la seconda condizione di
autoaggiuntezza formale

(1) w(x)a0(x) [f(x)g′(x)− g(x)f ′(x)]|βα = 0 per ogni f, g ∈ DL

poichè i polinomi divergono all’infinito, questa condizione non potrà essere sod-
disfatta nel caso in cui wa0 = k, f = 1 e g = 1

n+1xn+1. Inoltre, questa parti-
colare scelta delle funzioni f e g conduce alla tesi (ii), una volta osservato che
a0(x) è un polinomio al più di secondo grado in x.

Nell’eventuale estremo finito, diciamo ef , dell’intervallo [α, β], deve valere la
(1) nel caso particolare di f(x) = 1 e g(x) = x, ossia

w(x)a0(x)|βα = 0

che si traduce nella w(ef )a(ef ) = lim w(x)a0(x) = 0, tenuto conto di quanto
ora dimostrato. ¤

Riassumendo, se L è un operatore differenziale formale per il problema di
Sturm-Liouville polinomiale tale da soddisfare le condizioni (i) e (ii) del teorema
14.1.5, allora i polinomi {Pn}n = 0, 1, . . . espressi dalla formula di Rodrigues
generalizzata (14.4) sono soluzioni della equazione agli autovalori LPn = λnPn,
con gli autovalori λn dati dalla (14.5).

Se L è anche formalmente autoaggiunto nel dominio di definizione formale
DL rispetto alla funzione peso w, allora la famiglia {Pn} è costituita da vettori
mutualmente ortogonali in ÃL2w. D’ora in avanti supporremo di aver scelto la
costante kn nella (14.4) in modo tale che i vari polinomi Pn siano normalizzati
in tale spazio. Pertanto, {Pn} risulta essere un son in ÃL2w mentre {√wPn} è
un son in ÃL2. Questo risultato è però ulteriormente rafforzato dal seguente

Teorema 14.1.12 Il sistema ortonormale dei polinomi di Sturm–Liouville {Pn(x)}
è completo nello spazio di Hilbert L2([a, β])w.

Dimostrazione. Supponiamo esista una qualche funzione f ∈ L2([a, β])w tale
che 〈f |Pn〉w = 0 e per ogni n. Poichè xm può essere scritto come combinazione
lineare finita dei Pn, per essere esatti dei primi m+1, otteniamo immediatamente
che 〈xm|f〉w = 0 per ogni m. Introduciamo le funzioni

f̂(x) =

{
f(x) ∀x ∈ [α, β]
0 ∀x /∈ [α, β]

e ŵ(x) =

{
w(x) ∀x ∈ [α, β]
0 ∀x /∈ [α, β]

Ovviamente, se f ∈ ÃL2w allora f̂ ∈ L2[−∞,∞]ŵ e, per la proprietà (p-iv) delle
funzioni peso, ŵf̂ ∈ L2[−∞,∞]. Da ciò segue che

〈
xn|f̂

〉
ŵ

= 0 per ogni n.
Consideriamo ora l’applicazione dell’operatore di Fourier-Plancherel F su ÃL2

al caso della funzione f̂ ŵ

g(k) = F(f̂ ŵ) = ß2− lim
N→∞

∫ N

−N

f̂(x)ŵ(x)e−ikxdx

La funzione g(k) appartiene allo spazio di Hilbert ÃL2, per una nota proprietà
dell’opeartore di Fourier-Plancherel. Ora, se sviluppiamo e−ikx secondo la serie

e−ikx =
∑ (−ik)m

m!
xm
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e usiamo le relazioni
〈
xm|f̂

〉
ŵ

= 0, per un corollario del teorema di Lebesgue,
abbiamo che

g(k) =
∫ +∞

−∞
f̂(x)ŵ

∑
n

(−ik)n

n!
xndx

=
∑

n

(−ik)n

n!

∫ +∞

−∞
f̂(x)ŵ(x)xndx

=
∑

n

(−ik)n

n!

〈
xn|f̂

〉
= 0

In notazione operatoriale potremo scrivere F(f̂ ŵ) = 0. Ma F è un operatore in-
vertibile, in particolare è iniettivo. Quest’ultima proprietà equivale ad affermare
che l’equazione F(f̂ ŵ) = 0u ammette quale unica soluzione f̂ ŵ = 0u, ovvero
che f̂(x)ŵ(x) = 0 quasi dappertutto su [−∞,∞]. Ciò implica che f(x)w(x) = 0
q.d. su [α, β], ed essendo w(x) > 0 su (α, β), non potrà che essere f(x) = 0 q.d.
su [α, β], cosicchè il sistema ortonormale {Pn} è completo in ÃL2w.

Come conseguenza di questo risultato abbiamo che {√wPn} è un sistema
ortonormale completo in ÃL2. ¤

Verifichiamo ora la seguente proprietà:

Teorema 14.1.13 Sia L un operatore differenziale formalmente autoaggiunto
rispetto alla funzione peso associata w e soddisfacente le condizioni

(i) a0 mantiene sempre lo stesso segno su [α, β] e si annulla su di un insieme
di misura nulla di tale intervallo;

(ii) L soddisfa le condizioni (i) e (ii) del teorema 14.1.5 che assicurano l’e-
sistenza di una soluzione del problema di Sturm–Liouville polinomiale data
dalla formula genralizzata di Rodrigues.

Se {Pn : n = 0, 1, . . .} è il sistema ortonormale completo soluzione del proble-
ma di Sturm–Liouville polinomiale per L rispetto alla funzione peso w allora
{P ′n : n = 1, 2, . . .} è un sistema ortonormale completo soluzione del problema
di Sturm–Liouville polinomiale per un nuovo operatore differenziale formale L̂
rispetto alla funzione peso w̃ = w · a0. Dall’ipotesi

a0D
2Pn + a1DPn + a2Pn = λnPn

segue che
D

(
a0D

2Pn + a1DPn + a2Pn

)
= D (λnPn)

ovvero
a0D

2(P ′n) + (a′0 + a1)D(P ′n) + (a′1 + a2)P ′n = λnP ′n

ove 



a0 = α0x
2 + α1x + α2

a′0 + a1 = (2α0 + β0)x + (α1 + β1)
a′1 + a2 = β0 + γ0

Abbiamo pertanto ottenuto il seguente risultato preliminare
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Se l’equazione differenziale

(α0x
2 + α1x + α2)y′′ + (β0x + β1)y′ + γ0y = λy

ammette come soluzioni i polinomi Pn, (N), corrispondenti agli au-
tovalori

λn = α0n(n− 1) + β0n + γ0

allora l’equazione differenziale

(α0x
2+α1x+α2)y′′+((2α0 + β0)x + (α1 + β1)) y′+(β0+γ0)y = λy

ammette come soluzioni i polinomi P ′n, (n = 1, 2, . . .), corrispondenti
ai medesimi autovalori.

Considerato l’operatore differenziale formale

(14.9) L̃ = (α0x
2 + α1x + α2)

d2

dx2
+ ((2α0 + β0)x + (α1 + β1))

d

dx
+ (β0 + γ0)

l’eventuale funzione peso associata ad esso è data da

w̃(x) = c exp
∫

(2α0 + β0 − 2α0)x + (α1 + β1)− α1

a0

= c exp
∫

β0x + β1

a0
= c exp

∫
a1

a0

= c exp
∫

(wa0)′

wa0
= cwa0

Quanto ora visto conduce al seguente secondo risultato

Se a0 mantiene sempre lo stesso segno su [α, β] e si annulla soltanto
su di un insieme di misura nulla di [α, β] allora w̃(x) = w(x)a0(x) è
la funzione peso associata all’operatora differenziale formale (14.9).

Supposto che L soddisfi le condizioni (i) e (ii) del teorema 14.1.5, allora anche
L̂ soddisfa le corrispondenti condizioni (i) e (ii). Sotto queste condizioni, se ap-
plichiamo all’operatore L̂ i risultati generali visti in questo paragrafo, otteniamo
che esisterà un sistema di polinomi {P̂n} ortonormale completo nello spazio di
Hilbert ÃL2w e soddisfacente il problema di Sturm-Liouville polinomiale. Questo
sonc sarà dato dall’espressione

(14.10) P̂n(x) =
1

k̂nwa0

dn

dxn
(an+1

0 w)

L’autovalore corrispondente secondo la (14.5) al polinomio P̂n è

λ̂n = α0n(n− 1) + (2α0 + β0)n + (β0 + γ0)
= α0n(n + 1) + β0(n + 1) + γ0(14.11)

Da quanto ora ricavato si ottiene che



230
CAPITOLO 14. Problemi di Sturm–Liouville

di tipo polinomiale

Sotto l’ipotesi che w(x)a0(x) sia la funzione peso associata all’oper-
atore differenziale fornale L̂, sia P ′n+1 che P̂n sono polinomi di grado

n, entrambi corrispondenti al medesimo autovalore λ̂n di L̂.

Ricaviamo ora l’ultimo risultato utile al nostro scopo

Sotto le ipotesi precedenti, la famiglia di polinomi {P ′n : n = 1, 2, . . .}
è un sistema ortonormale nello spazio di Hilbert ÃL2ŵ.

Integrando per parti

∫ β

α

P ′nP ′mwa0 = PnP ′m(wa0) |βα −
∫ β

α

Pn

(
P ′′mwa0 + P ′m(wa0)′

)

=
∫ β

α

Pn (P ′′mwa0 + P ′mwa1) =
∫ β

α

Pn(λm − γ0)Pm = δn,m

Possiamo allora concludere che le due famiglie
{
P ′n+1

}
N e

{
P̂n

}
N sono costi-

tuite da polinomi di grado n ed entrambe soddisfano le medesime condizioni del
procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt nello spazio di Hilbert
ÃL2ŵ a partire dalla famiglia libera di vettori {xn : N}. Da ciò segue che il poli-
nomio P ′n+1 differisce dal polinomio P̂n per un opportuno fattore di fase unitario
e, quindi,

La famiglia di polinomi
{
P ′n+1

}
N è un sistema ortonormale com-

pleto in ÃL2ŵ. Essi sono soluzione del problema di Sturm-Liouville
polinomiale per l’operatore differenziale formale (14.9), i cui cor-
rispondenti autovalori sono dati dalla (14.11). A meno di fattori di
fase unitari, tali polinomi sono espressi dalla formula generalizzata
di Rodrigues (14.10).

14.2 Equazioni e polinomi di Jacobi,
Legendre, Laguerre, Hermite

In questo paragrafo applicheremo i risultati ottenuti sino ad ora al caso di alcuni
operatori differenziali formali per problemi polinomiali di frequente utilizzo nelle
applicazioni.

14.2.1 Equazioni e polinomi di Jacobi: intervallo [−1, 1]:
Caso a0(x) = 1− x2.

Considerato l’intervallo [−1, 1], introduciamo la seguente notazione di conve-
nienza

β0 = −(p + q + 2)
β1 = q − p
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ove p, q sono due numeri reali non necessariamente interi. In questo caso la
funzione peso si ottiene dalla formula

w(x)a0(x) = exp
(∫ −(p + q + 2)x + q − p

1− x2
dx

)

= exp
(∫

q + 1
1 + x

dx−
∫

p + 1
1− x

dx

)

= (1 + x)q+1(1− x)p+1

ovvero
w(x) = (1 + x)q(1− x)p

Facciamo osservare che nell’intervallo [−1, 1] la condizione del teorema 14.1.5,
paragrafo precedente, che sugli estremi dell’intervallo siano finiti i limiti della
funzione w(x)a0(x) è soddisfatta sotto le condizioni:

q + 1 > 0 p + 1 > 0

Infatti sotto queste condizioni avremo che

lim
x→−1

w(x)a0(x) = lim
x→1

w(x)a0(x) = 0 per ogni n = 0, 1, . . .

Condizioni p > −1, q > −1

Nelle ipotesi che queste condizioni siano soddisfatte, l’operatore L è formal-
mente autoaggiunto in L2[−1, 1]w ed ha la forma

L = (1− x2)
d2

dx2
+

[
(q − p)− (p + q + 2)x

]
d

dx
+ γ0

Cui corrisponde l’equazione agli autovettori, chiamata equazione di Jacobi di
indici p, q,

(1− x2)y′′ +
[
(q − p)− (p + q + 2)x

]
y′ + γ0y = λy

Gli autovalori di questo problema di Sturm–Liouville polinomiale sono espressi
dalla relazione

λn = −n(n− 1)− (p + q + 2)n + γ0

e a ciascun di questi autovalori corrisponde un autovettore polinomiale, indicato
col simbolo J

(p,q)
n (x), di grado n e espresso dalla formula di Rodrigues

J (p,q)
n (x) = A(p,q)

n (1− x)−p(1− x)−q dn

dxn

[
(1− x2)n(1 + x)p(1− x)q

]

chiamato polinomio di Jacobi di grado n, ove A
(p,q)
n è una opportuna costante

dipendente da n, p, q.
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14.2.2 (2) Equazione e polinomi di Legendre: caso a0(x) =
1− x2, p = q = 0 γ0 = 0.

Il caso particolare della equazione di Jacobi corrispondente alla scelta di p =
q = 0 e γ0 = 0 si riferisce alla funzione

a0(x)w(x) = (1− x2)

da cui segue che la funzione pese in esame è

w(x) = 1 per ogni x ∈ [−1, 1]

In questo caso avremo che l’operatore differenziale definito su L2([−1, 1]) è
espresso dall’operatore formalmente autoaggiunto, detto operatore di Legendre:

L = (1− x2)
d2

dx2
− 2x

d

dx

cui corrisponde l’equazione agli autovalori (1− x2)y′′ − 2xy′ = µy, la quale per
λ = −µ diviene l’equazione di Legendre

(1− x2)y′′ − 2xy′ − λy = 0

I polinomi J
(0,0)
n vengono indicati più brevemente con Pn(x) e sono chiamati

polinomi di Legendre. I polinomi di Legendre sono anche chiamati polinomi
sferici e costituiscono un sonc in L2([−1, 1]). Il polinomio Pn(x) è l’autovettore
dell’operatore di Legendre corrispondente all’autovalore λn = −µn = n(n−1)−
2n = n(n + 1).

Applicando il teorema 14.1.13 al caso dei polinomi di Legendre ora visti
avremo che

• dPn

dx è un sonc di polinomi rispetto a (1− x2) con n = 1, 2, . . .

• d2Pn

dx2 è un sonc di polinomi rispetto a (1− x2)2 con n = 2, 3, . . .

• dlPn

dxl è un sonc di polinomi rispetto a (1− x2)l con l = n, n + 1, . . .

(3) Equazione e polinomi ultrasferici: caso a0(x) = 1 − x2, p = q =
m, γ0 = 0. Fissato un numero reale m > 1, consideriamo ora il caso del-
l’equazione di Jacobi per p = q = m. Sotto queste condizioni avremo che la
funzione peso è

w(m)(x) = (1− x2)m

L’operatore differenziale formalmente autoaggiunto è

L(m) = (1− x2)
d2

dx2
− 2(m + 1)x

d

dx

cui corrisponde l’equazione agli autovalori, chiamata equazione ultrasferica

(1− x2)y′′ − 2(m + 1)xy′ + λy = 0

Perciò {J (m,m)
n (x) : N} è un sonc di polinomi in L2 rispetto alla funzione peso

w(m)(x) = (1 − x2)m, corrispondente agli autovalori λn = n(n + 1 + 2m).
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Se il numero fissato m è un intero, m = N, potremo scrivere il precedente

sonc di polinomi nella forma J
(m,m)
l−m , con l = m,m + 1, . . ., ove J

(m,m)
l−m è un

polinomio di grado l − m. Per l’unicità dei sistemi ortonormali di polinomi
ottenuto in L2[−1, 1]w(m) tramite il procedimento di Grahm–Schmidt a partire
dalla famiglia libera xn, si ottiene che

J
(m,m)
l−m (x) =

dmPl

dxm
(m = N, l = m, m + 1, . . .)

da cui ricaviamo che per ogni intero m = N la seguente famiglia di funzioni

Pm
l (x) := (1− x2)m/2 dmPl

dxm
(l = m, m + 1, . . .)

chiamate funzioni associate di Legendre, è un sonc in L2[−1, 1]. (4) Equazione
e polinomi di Laguerre associati: intervallo [0,∞], caso a0(x) = x, β0 = −1, β1 >
0 Sotto queste condizioni avremo che

w(x)a0(x) = exp
(∫

β0x + β1

x
dx

)
= eβ0xeβ1 log x =

= xβ1e−x

Pertanto la funzione peso in esame è

w(x) = xβ1−1e−x

La scelta di β0 = −1 permette di soddisfare la condizione (14.7) sull’estremo
infinito

lim
x→+∞

(xnw(x)) = 0 per ogni n

in quanto per x → +∞ si ha (xnw(x)) ∼ e−x. Osservato che per β1 > 0 si
ha che nel punto x = 0, w(0)a0(0) = 0, la condizione (3.8) sarà soddisfatta
nell’intervallo [0, +∞).

In particolare, prendendo β1 = s+1, con s > −1, la funzione peso corrispon-
dente sarà:

w(x) = xse−x per 0 ≤ x

In questo caso l’equazione differenziale in esame sarà:

xy′′ + (1− x + s)y′ + (γ0 + λ)y

chiamata equazione di Laguerre associata. Gli autovalori di questa equazione
differenziale sono

λn = n− γ0

Il corrispondente autovettore polinomiale viene chiamato polinomio di Laguerre
di grado n e di ordine s (con s > −1) ed è indicato con Ls

n(x), la cui formula di
Rodrigues è

Ls
n(x) :=

1
ks

m

x−se−x
dn

dxn

(
xs+1e−x

)

Quindi, in L2[0,+∞), le funzioni

lsn(x) := xs/2e−(x/2)Ls
n(x)

chiamate funzioni di Laguerre associate, costituiscono un sonc.
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di tipo polinomiale

14.2.3 (3) Equazioni e polinomi di Hermite: intervallo
[−∞,∞], caso a0(x) = 1, β0 = −2, β1 = 0, γ0 = −1

In questo caso l’equazione differenziale è

y′′ − 2xy′ − y = µy.

Se nella precedente equazione poniamo µ = −λ otteniamo la classica equazione
di Hermite

y′′ − 2xy′ + (λ− 1)y = 0.

La funzione peso di questa equazione differenziale è

w(x) = e−x2

e la condizione (14.7) è soddisfatta in entrambi i punti infiniti −∞, +∞. Gli
autovalori di questa equazione differenziale sono −λn = µn = −2n− 1 ovvero

λn = 2n + 1

I corrispondenti autovettori polinomiali si chiamano polinomi di Hermite e
vengono indicati con Hn(x) e si ottengono dalla formula di Rodrigues

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn

(
e−x2

)

Le funzioni
hn(x) := e−(x2/2)Hn(x)

sono chiamate funzioni di Hermite e costituiscono un sonc in L2(R).

nome operatore intervallo λn w(x)
Hermite d2

dx2 − 2x d
dx R 2n + 1 e−x2

Legendre (1− x2) d2

dx2 − 2x d
dx [−1, 1] n(n + 1) 1

Laguerre x d2

dx2 + (1− x + s) d
dx [0,+∞) n x−sex
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Capitolo 15

Operatori Normali ed
Hermitiani

15.1 Operatori definiti su coppie Hilbertiane

Citando P. Kristensen, L. Mejlbo e E. Thue Poulsen, Comm. Math. Phys., 1
(1965) 175: “Una delle principali difficoltà della teoria quantistica consiste nel
fatto che se anche la teoria degli spazi di Hilbert é estremamente ben sviluppata
e sotto molti aspetti molto semplice, gli operatori sono in generale non limitati
e densamente definiti. Di conseguenza quando si ha a che fare con diversi
operatori di tal tipo sorgono difficili problemi riguardanti il loro comune dominio
di definizione. (. . .).

D’altra parte, sia per ciò che riguarda l’attuale investigazione quanto per gli
scopi della teoria quantistica in generale, lo spazio di Hilbert sembra essere una
struttura eccessivamente ricca.

Ne segue che la scelta di uno spazio supporto, in un certo senso più piccolo
di uno spazio di Hilbert, offre un vantaggio addizionale nella facilitazione delle
manipolazioni algebriche sugli operatori”.

Citando J. E. Roberts, J. Math. Phys., 7 1907 (1966): “Una delle principali
difficoltà che sorgono nella formulazione della meccanica quantistica in spazi
di Hilbert é che, a causa della non limitatezza degli operatori che rappresen-
tano quantità fisiche, non é sempre possibile eseguire operazioni algebriche su
queste quantità fondamentali. allo scopo di essere matematicamente rigorosi é
necessario essere sempre molto attenti al dominio di definizione di un operatore”.

Analogamente A. Bohn, Lecture notes in Physics, n.78, Springer–Verlag,
(1978), afferma che “una delle principali difficoltà che sorgono nella formu-
lazione della meccanica quantistica in spazi di Hilbert consiste nella impossi-
bilità di compiere sempre le operazioni algebriche sugli operatori, in generale
non limitati, che rappresentano le grandezze fisiche fondamentali.

Fortunatamente, se si adotta il punto di vista dei fisici e si agisce felicemente
sugli operatori non limitati senza alcun riguardo per il problema dei domini di
definizione non accade alcun reale disastro.

In questo modo sorge il sospetto che gli operatori in uno spazio di Hilbert
non siano i più semplici oggetti matematici interpretabili come osservabili fisiche
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e siamo tentati di cercare un’altra struttura matematica in cui sia permessa ogni
operazione algebrica di rilevanza fisica.”

Per ovviare a queste difficoltà noi adotteremo il seguente punto di vista
consistente nel fissare una volta per tutte una coppia

(S,H)

ove S é una varietà lineare densa nello spazio di Hilbert complesso H, ovvero H
é il completamento di uno spazio con prodotto interno complesso S.

L’introduzione della varietà lineare S nella coppia Hilbertiana risponde alla
necessità di permettere le operazioni algebriche sugli operatori, almeno relativa-
mente ad S, senza che ci si debba preoccupare dei lori domini di definizione, come
invece accadrebbe se ci si limitasse al solo spazio di Hilbert H. A questo scopo
introduciamo l’insieme L(S) di tutti gli operatori T soddisfacenti le condizioni:

(op-1) DT = H (e quindi esiste un unico operatore (DT∗ , T
∗), aggiunto di

(DT , T ))

(op-2) S ⊆ DT ∩ DT∗

(op-3) T (S) ⊆ S, T ∗(S) ⊆ S.

Le condizioni (op-2) (op-3) si possono scindere nelle due condizioni separate

(op-2a) S ⊆ DT (op-2b) S ⊆ DT∗

(op-3a) T (S) ⊆ S (op-3b) T ∗(S) ⊆ S.

Queste, a loro volta, implicano che si possono considerare le restrizioni di
T e T ∗ a S ottenendo i due operatori, che indicheremo ancora con gli stessi
simboli,

T : S → S e T ∗ : S → S .

Quindi potremo porre

L(S) := {T : DT → H con DT = H | T : S → S, T ∗ : S → S}.

Diremo che due operatori T1 e T2 ∈ L(S) sono S–uguali, indicato con T1 =S
T2, sse T1(x) = T2(x) per ogni x ∈ S.

L(S) é un’algebra associativa con unità rispetto alle usuali operazioni su
operatori intesi come definiti su S:

(T1 + T2)(x) := T1x + T2x per ogni x ∈ S
(αT )(x) := αT1(x) per ogni x ∈ S

(T1 ◦ T2)(x) := T1(T2(x)) per ogni x ∈ S

Tale algebra non é S–commutativa nel senso che in generale non é vero
che per due generici operatori di L(S) vale la condizione che per ogni x ∈ S,
(T1 ◦ T2)(x) = (T2 ◦ T1)(x).
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Ha quindi senso introdurre lúlteriore operazione di parentesi di commu-
tazione relativamente a S, intesa come l’operatore definito su S dalla:

[T1, T2]S = T1 ◦ T2 − T2 ◦ T1 .

Diremo che gli operatori T1 e T2 S–commutano sse [T1, T2]S = OS .
L’insieme L(S) munito delle operazioni +, ·C e delle parentesi di commu-

tazione [ , ]S é un’algebra di Lie; questa algebra é non vuota perché contiene
almeno due elementi, l’operatore nullo OS e l’operatore identico 1IS .

Alla luce di questi discorsi, nel seguito studieremo alcune proprietà degli
operatori da S in S a se stanti, ossia indipendentemente dallo spazio di Hilbert
H. Pertanto, nel contesto delle coppie Hilbertiane, d’ora in avanti ometteremo
di fare esplicito riferimento nelle notazioni al simbolo S ogni qualvolta ciò non
comporti ambiguità; per esempio scriveremo più semplicemente T1 = T2, O, 1I,
[ , ] al posto di T1 =S T2, OS , 1IS , [ , ]S e cos̀ı via.

Lemma 15.1.1 Sia T : S 7→ S allora T (x) = 0u per ogni x ∈ S sse 〈Tx|x〉 = 0
per ogni x ∈ S.

Dimostrazione. Se T (x) = 0 per ogni x ∈ S avremo che 〈Tx|x〉 = 〈0|x〉 = 0
per ogni x ∈ S.

Viceversa, sia 〈Tx|x〉 = 0 per ogni x ∈ S. Essendo S una varietà lineare, se
x ∈ S allora pure x + y ∈ S e dalla ipotesi si ha

0 = 〈T (x + y)|x + y〉 = 〈Tx|x〉+ 〈Tx|y〉+ 〈Ty|x〉+ 〈Ty|y〉 =
= 〈Tx|y〉+ 〈Ty|x〉(15.1)

ove si é tenuto presente che 〈Tx|x〉 = 〈Ty|y〉 = 0.
Analogamente, se x e y ∈ S allora ix + y ∈ S per cui

0 = 〈T (ix + y)|ix + y〉 = 〈T (ix)|ix〉+ 〈T (ix)|y〉+ 〈Ty|ix〉+ 〈Ty|y〉 =

= i
(〈Ty|x〉 − 〈Tx|y〉)(15.2)

Moltiplicando quest’ultima per i avremo che

(15.3) 〈Tx|y〉 − 〈Ty|x〉 = 0

Sommando membro a membro la (15.1) e la (15.3) si ottiene 2 〈Tx|y〉 = 0 da cui
segue che 〈Tx|y〉 = 0 per ogni x, y ∈ S; in particolare si può assumere y = Tx
per avere 〈Tx|Tx〉 = 0 da cui si deduce Tx = 0. ¤

Osservazione 15.1.2 Il lemma precedente non é vero nel caso di spazi
con prodotto interno reali. Si consideri infatti lo spazio reale R2. L’oper-
atore

T : R2 → R2,

(
x1

x2

)
→ T

(
x1

x2

)
:=

(
0 1
1 0

) (
x1

x2

)
=

(
x2

−x1

)

rappresenta una rotazione in senso orario di π/2 del vettore x = (x1, x2).
Chiaramente 〈Tx|x〉 = 〈(x2,−x1)|(x1, x2)〉 = 0 per ogni x ∈ R2, ma T é
diverso dall’operatore nullo.

Pertanto la formulazione corretta del lemma precedente é la seguente:
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Lemma 15.1.3 Sia S uno spazio con prodotto interno complesso, T un op-
eratore lineare da S in S allora 〈Tx|x〉 = 0 per ogni x ∈ S implica T =
O.

Proposizione 15.1.4 Siano dati gli operatori T1, T2 : S 7→ S allora T1 = T2

sse 〈T1x|x〉 = 〈T2x|x〉 per ogni x ∈ S.

Dimostrazione. Se T1 = T2 per definizione risulta T1x = T2x per ogni x ∈ S,
da cui segue ovviamente che 〈T1x|x〉 = 〈T2x|x〉 per ogni x ∈ S. Viceversa, sia
〈T1x|x〉 = 〈T2x|x〉 per ogni x ∈ S da esso segue che 〈(T1 − T2)x|x〉 = 0 per ogni
x ∈ S e dal precedente lemma si ottiene che (T1 − T2)x = 0 per ogni x ∈ S
ovvero T1 = T2. ¤

Proposizione 15.1.5 Sia T : S 7→ S, se esiste un operatore T ∗ : S 7→ S sod-
disfacente l’uguaglianza 〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗y〉 per ogni x, y ∈ S allora tale operatore
é unico e viene chiamato l’operatore S –aggiunto dell’operatore T .

Dimostrazione. Supponiamo che gli operatori T ∗1 e T ∗2 soddisfino le uguaglianze
〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗1 y〉 = 〈x|T ∗2 y〉; da ciò risulta che 〈x|T ∗1 y〉 = 〈x|T ∗2 y〉 ossia
〈T ∗1 x|y〉 = 〈T ∗2 x|x〉 per ogni x, y ∈ S; considerando x = y si ha 〈T ∗1 x|x〉 =
〈T ∗2 x|x〉 per ogni x ∈ S e quindi T ∗1 =S T ∗2 . ¤

Osservazione 15.1.6 Proprio per come é stato definito, l’insieme L(S)
é caratterizzato dalla proprietà che ogni suo elemento (inteso come op-
eratore da S in S), T : S 7→ S, ammette l’operatore S –aggiunto
T ∗ : S 7→ S, che per quanto abbiamo ora visto é unico relativamente
a S.
D’ora in avanti riterremo gli elementi T ∈ L(S) come operatori da S in S
e analogamente i corrispondenti operatori aggiunti verranno ritenuti come
operatori da S in S. In ogni caso, poiché la varietà lineare S é fissata una
volta per tutte, nel proseguimento del discorso useremo un formalismo in
cui ometteremo ogni riferimento ad essa.

Esempio 15.1.7 Sia {ψ1, ψ2} una coppia di vettori di S. L’operatore Tψ2,ψ1 : S 7→
S, che agisce sul generico vettore x ∈ S secondo la

Tψ2,ψ1(x) := 〈ψ1|x〉ψ2

é lineare, per la linearità a destra del prodotto interno, e ammette come operatore
aggiunto (Tψ2,ψ1)

∗ = Tψ1,ψ2 . Infatti,

〈Tψ2,ψ1(x)|y〉 =
〈
〈ψ1|x〉ψ2

∣∣∣ y
〉

= 〈ψ1|x〉 〈ψ2|y〉 ;

mentre
〈x|Tψ1,ψ2(y)〉 =

〈
x

∣∣∣ 〈ψ2|y〉ψ1

〉
= 〈ψ2|y〉 〈x|ψ1〉 .

¥

Osservazione 15.1.8 Nell’uso della Fisica Teorica, il precedente oper-
atore, utilizzando la cosidetta notazione di Dirac, viene anche scritto nella
forma

Tψ2,ψ1 = |ψ2 〉〈ψ1|
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intendendo di applicarlo ad un vettore ket |x 〉 ∈ S per ottenere

Tψ2,ψ1 |x 〉 =
(
|ψ2 〉〈ψ1|

)
= 〈ψ1|x〉 |ψ2 〉 .

Rispetto a questa notazione si ha

(
|ψ2 〉〈ψ1|

)∗
= |ψ1 〉〈ψ2| .

Proposizione 15.1.9 La classe di operatori L(S) é chiusa rispetto alle oper-
azioni algebriche di somma, di prodotto per scalari complessi e di composizione
ed in più risulta:

(i) (T1 + T2)∗ = T ∗1 + T ∗2

(ii) (λT )∗ = λT ∗

(iii) (T1 ◦ T2)∗ = T ∗1 ◦ T ∗2

(iv) (T ∗)∗ = T.

Dimostrazione. (i) T1, T2 ∈ L(S): si ha

〈(T1 + T2)x|y〉 = 〈T1x|y〉+ 〈T2x|y〉 =
= 〈x|T ∗1 y〉+ 〈x|T ∗2 y〉 = 〈x|(T ∗1 + T ∗2 )y〉

pertanto vale l’eguaglianza 〈(T ∗1 + T ∗2 )x|y〉 = 〈x|(T ∗1 + T ∗2 )y〉 per ogni x, y
e quindi (T1 + T2)∗ = T ∗1 + T ∗2 per la proprietà dell’unicità dell’aggiunto.

(ii) T ∈ L(S): avremo che

〈(λT )x|y〉 = λ 〈Tx|y〉 =
〈
x|(λT ∗)y

〉

e perciò (λT )∗ = λT ∗.

(iii) T1, T2 ∈ L(S): risulterà che

〈(T1 ◦ T2)x|y〉 = 〈T2x|T ∗1 y〉 = 〈x|(T ∗2 ◦ T ∗1 )y〉

da cui segue (T1 ◦ T2)∗ = T ∗2 ◦ T ∗1 .

(iv) T ∈ L(S): esiste T ∗ e per esso vale

〈T ∗x|y〉 = 〈y|T ∗y〉 = 〈Ty|x〉 − 〈x|Ty〉

ovvero 〈T ∗x|y〉 = 〈x|Ty〉 per ogni x, y ∈ S e ciò prova che esiste l’aggiunto
T ∗∗ di T e che questo é proprio T .

¤

Osservazione 15.1.10 La proprietà (iv) assicura che se T ∈ L(S) pure
T ∗ ∈ L(S) e quindi si può considerare l’applicazione L(S) 7→ L(S), T →
T ∗ la quale, in quanto soddisfacente le proprietà (i) – (iv), é una in-
voluzione di algebra. Pertanto, la classe di operatori L(S) é un’algebra
(associativa con unità) con involuzione, in generale non commutativa, o
∗–algebra non commutativa.
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Proposizione 15.1.11 Sia T ∈ L(S) allora valgono le due uguaglianze:

(i) ker(T ∗) = R(T )⊥

(ii) ker(T ) = R(T ∗)⊥

Dimostrazione. Poiché T ∗(y) = 0 sse 〈x|T ∗y〉 = 0 per ogni x ∈ S sse 〈Tx|y〉 =
0 per ogni x ∈ S, la (i) é dimostrata. D’altra parte, se nella (i) sostituiamo T ∗

al posto di T otteniamo ker(T ∗∗) = R(T ∗)⊥, e questa é la (ii). ¤

Corollario 15.1.12 Per ogni T ∈ L(S), ker(T ) e ker(T ∗) sono entrambi sot-
tospazi di S.

Dimostrazione. Tenuto conto che il nucleo di un operatore é una varietà lin-
eare, l’enunciato é una banale conseguenza del fatto che l’annichilatore A⊥ di
un qualsiasi sottoinsieme A di S é un chiuso di S. ¤

Proposizione 15.1.13 Sia T ∈ L(S), allora

R(T )⊥ = R(T )
⊥

.

Dimostrazione. Da R(T ) ⊆ R(T ) segue che R(T )
⊥ ⊆ R(T )⊥.

Sia x ∈ R(T )⊥, allora risulta che 〈Ty|x〉 = 0 per ogni y ∈ S. Se prendiamo
un generico z ∈ R(T ), esiste una successione {yn} in S tale che z = lim Tyn,

da cui otteniamo 〈z|x〉 = 〈limTyn|x〉 = lim 〈Tyn|x〉 = 0, ovvero x ∈ R(T )
⊥

concludendo che R(T )⊥ ⊆ R(T )
⊥

. ¤

Proposizione 15.1.14 Nel caso di uno spazio di Hilbert H, per ogni operatore
limitato T ∈ LB(H) avremo che

R(T ∗) = Ker(T )⊥

Dimostrazione. Dalla (ii), Proposizione 15.1.11 si ha che R(T ∗)⊥ = Ker(T ) e
dalla Proposizione 15.1.13 T ∗

⊥
= Ker(T ); questi risultati implicano (tenuto

presente che in uno spazio di Hilbert, per ogni sottospazio M si ha M = M⊥⊥)

R(T ∗) = R(T ∗)
⊥⊥

= Ker(T )⊥. ¤

15.2 Operatori normali e Hermitiani

In questo paragrafo studieremo una particolare classe di operatori, secondo la
seguente

Definizione 15.2.1 Un operatore T ∈ L(S) si dice S–normale (o semplice-
mente normale) sse risulta

[T, T ∗] = T ◦ T ∗ − T ∗ ◦ T = O .

Col simbolo N (S) denoteremo la classe di tutti gli operatori normali.
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Proposizione 15.2.2 Sia T ∈ L(S) allora T ∈ N (S) sse, qualunque sia x ∈ S
si ha che ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖.
Dimostrazione. Sia T ∈ N (S), allora per qualsiasi x ∈ S,

‖Tx‖2 = 〈Tx|Tx〉 = 〈T ∗x|x〉 = 〈T ∗Tx|x〉 =

= 〈TT ∗x|x〉 = 〈T ∗x|T ∗x〉 = ‖T ∗x‖2 .

Viceversa se per un qualsiasi x ∈ S, ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖, risulta che

〈TT ∗x|x〉 = 〈T ∗x|T ∗x〉 = ‖T ∗x‖2 = ‖Tx‖2 = 〈Tx|Tx〉 = 〈T ∗Tx|x〉 .

La tesi segue quindi dalla Prop. 15.1.4 ¤

Proposizione 15.2.3 Sia T ∈ N (S), allora

ker(T ) = ker(T ∗) = R(T )⊥ = R(T ∗)⊥ .

Dimostrazione. Se T ∈ N (S), ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖, da cui ‖Tx‖ = 0 sse ‖T ∗x‖ =
0, ossia Tx = 0 sse T ∗x = 0 e ciò prova la relazione ker(T ) = ker(T ∗). Le ultime
due uguaglianze seguono dalla Prop.15.1.11 ¤

Corollario 15.2.4 Sia T ∈ N (S); allora risulta

ker(T ) = ker(T )⊥⊥ e R(T ) ⊆ R(T ) ⊆ R(T )⊥⊥ .

Dimostrazione. In generale, per qualunque T , ker(T ) ⊆ ker(T )⊥⊥; inoltre,

R(T ) ⊆ R(T )
⊥⊥

=
(
R(T )

⊥)⊥
= R(T )⊥⊥, ove l’ultima uguaglianza segue dal-

la Prop.15.1.11. Quest’ultima maggiorazione, tenuto conto della Prop.15.2.3,
conduce alla maggiorazione R(T ) ⊆ ker(T )⊥, da cui si ottiene ker(T )⊥⊥ ⊆
R(T )

⊥
= R(T )⊥ = ker(T ). Sempre dalla Prop.15.2.3 si ha ker(T )⊥ = R(T )⊥⊥ =

R(T )
⊥⊥

. ¤

Riassumendo. Per ogni operatore normale T ∈ N (S), i sottospazi di S,
R(T ) e ker(T ) sono mutuamente ortogonali:

(i) ker(T ) = R(T )
⊥

;

(ii) R(T ) ⊆ ker(T )⊥.

e inoltre varranno le relazioni

(i) ker(T ) = ker(T )⊥⊥;

(ii) R(T ) ⊆ ker(T )
⊥⊥

.

In particolare, ker(T ) é un ortospazio di S.
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Proposizione 15.2.5 Nel caso di uno spazio di Hilbert H, per ogni operatore
limitato e normale T ∈ NB(H) si ha che

R(T ) = Ker(T )⊥

Dimostrazione. Dalla Proposizione 15.1.13 abbiamo che R(T )⊥ = R(T )
⊥

mentre dalla Proposizione 15.2.3 che R(T )⊥ = Ker(T ); da questi risultati segue

che R(T )
⊥

= Ker(T ), i.e., R(T ) = R(T )
⊥⊥

= Ker(T )⊥. ¤
Esempio 15.2.6 Sia

C∞//[a, b] = {ϕ : [a, b] 7→ C | ϕ ∈ C∞[a, b], ∀n, ϕ(n)(a) = ϕ(n)(b) = 0}
allora l’operatore di derivazione

d

dx
: C∞//[a, b] 7→ C∞//[a, b], ϕ → dϕ

dx
= ϕ′

ammette come operatore aggiunto
(

d

dx

)∗
= − d

dx
.

Infatti,

〈 d

dx
ϕ

∣∣∣ ψ
〉

=

∫ b

a

ϕ(x)
′
ψ(x)dx = ϕ(x)ψ(x)

∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

ϕ(x)ψ′(x)dx =

=
〈
ϕ

∣∣∣ − d

dx
ψ

〉
.

L’operatore di derivazione d
dx

é normale in quanto
(

d

dx

)
◦

(
d

dx

)∗
= − d2

dx2
=

(
d

dx

)∗
◦

(
d

dx

)
.

¥

Esempio 15.2.7 Sia f : Rn → C una funzione fissata di classe C∞, di buon com-
portamento all’infinito, ossia tale che f(x)ϕ(x) ∈ S(Rn) per ogni ϕ ∈ S(Rn). Allora
l’operatore di moltiplicazione per f ,

Qf : S(Rn) 7→ S(Rn)
ϕ(x) → (Qfϕ)(x) = f(x)ϕ(x)

é ben posto e ammette come operatore aggiunto l’operatore

Q∗f : S(Rn) 7→ S(Rn)

ϕ(x) → (Q∗fϕ)(x) = f(x)ϕ(x)

Infatti

〈Qfϕ|ψ〉 =

∫

Rn

f(x)ϕ(x)ψ(x) dx =

∫

Rn

ϕ(x)
[
f(x)ϕ(x)

]
dx =

=
〈
ϕ|Q∗fψ

〉

Ovviamente Qf é normale in quanto

(Qf ◦Q∗f )ϕ(x) = f(x)f(x)ϕ(x) = f(x)f(x)ϕ(x) = (Q∗f ◦Qf )ϕ(x) .

¥
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Definizione 15.2.8 Un’operatore A ∈ L(S) si dice Hermitiano sse risulta A∗ =
A.

Esempio 15.2.9 Procedendo come nel caso dell’esempio 15.2.6 si verifica che l’op-
eratore

−i
d

dx
: C∞//[a, b] 7→ C∞//[a, b], ϕ → −i

dϕ

dx
= −iϕ′

é hermitiano. Per abuso di linguaggio, in Meccanica Quantistica, questo operatore
viene chiamato operatore di derivazione. ¥

Esempio 15.2.10 Se nel caso dell’esempio 15.2.7 si prendono in esame funzioni a
valori reali f : Rn 7→ R allora gli operatori di moltiplicazione Qf sono hermitiani. ¥

La classe di tutti gli operatori Hermitiani é indicata col simbolo O(S). Ogni
operatore Hermitiano é un operatore normale in quanto [A,A∗] = [A,A] = O.
Pertanto

O(S) := {A ∈ L(S) : A = A∗} ⊆ N (S) .

L’insieme O(S) é non vuoto in quanto appartengono ad esso l’operatore nullo
O e l’operatore identico 1I.
Dalle proprietà (i) - (iv), Prop. 15.1.9, si deducono le seguenti proprietà alge-
briche relative agli operatori hermitiani:

1. (A1 + A2) ∈ O(S) per ogni A1, A2 ∈ O(S);

2. sia A ∈ O(S) allora (αA) ∈ O(S) se e solo se α ∈ R;

3. se A1, A2 ∈ O(S) allora (A1 ◦A2) ∈ O(S) se e solo se [A1, A2] = O.

Da queste proprietà segue che se A é un operatore hermitiano pure An, per
qualunque intero positivo n, é un operatore hermitiano e quindi se p(λ) é un
qualunque polinomio a coefficienti reali nella indeterminata λ, anche p(A) é un
operatore hermitiano.

Abbiamo visto che l’operatore di commutazione [A1, A2] = A1 ◦A2−A2 ◦A1

in generale non fornisce come risultato un operatore hermitiano. Un’operazione
che risulta chiusa rispetto alla classe degli operatori hermitiani é l’operazione
di anticommutazione; precisamente se A1 e A2 sono due operatori hermitiani si
definisce anticommutatore dei due operatori l’operatore

[A1, A2]+ :=
1
2
(A1 ◦A2 + A2 ◦A1)

che é un operatore hermitiano come si può facilmente verificare. Se i due opera-
tori A1 e A2 commutano, il loro anticommutatore é esattamente la composizione
degli operatori in esame:

[A1, A2] = O sse [A1, A2]+ = A1 ◦A2.

In questo modo si ottiene facilmente che:

La struttura (O(S), +, ·(R), [ , ]+
)

consistente dell’insieme O(S) degli operatori hermitiani munito delle
usuali operazioni di somma, di prodotto per scalari reali e del prodot-
to di anticommutazione, é un algebra associativa con unità 1I abeliana.
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Introdurremo ora un’altra operazione fra operatori, la parentesi di Poisson,
che associa ad ogni coppia di operatori hermitiani un operatore che é ancora
hermitiano. Precisamente l’operatore

{A1, A2} := − i

~
[A1, A2] .

Verifichiamo infatti che esso é hermitiano

{A1, A2}∗ =
(
−1
~
[A1, A2]

)∗
= − i

~
(A1 ◦A2 −A2 ◦A1)∗ =

=
i

~
(A2 ◦A1 −A1 ◦A2) = {A1, A2} .

Inoltre é abbastanza facile verificare che l’insieme degli operatori hermitiani
munito della operazione di somma, della operazione di moltiplicazione per scalari
reali e della operazione parentesi di Poisson, é un’algebra di Lie reale:

(O(S),+, ·(R), { , }) .

Valgono le seguenti proprietà

1. [A1, A2]+ = O sse A1 ◦A2 = −A2 ◦A1;

2. {A1, A2} = O sse A1 ◦A2 = A2 ◦A1.

Nel primo caso diremo che i due operatori anticommutano mentre nel secondo
caso diremo che essi commutano.
Pertanto, due operatori commutano sse la loro parentesi di Poisson é nulla, e ciò
é equivalente a chiedere che la loro parentesi di commutazione sia nulla; mentre
essi anticommutano sse la loro parentesi di anticommutazione é nulla.

Esempio 15.2.11 Dall’esempio precedente segue che gli operatori

−~2 ∂2

∂x2
i

· S(Rn · x) −→ S(Rn · x) (i = 1, 2, . . . , n)

sono hermitiani in quanto

−~ ∂2

∂x2
i

=

(
−i~ ∂

∂xi

)
◦

(
−i~ ∂

∂xi

)

Da ciò segue che se m 6= 0 é una costantew reale allora pure

− ~
2

2m

∂2

∂x2
i

(i = 1, 2, . . . , n)

sono operatori hermitiani e quindi, in conclusione risulta essere hermitiano anche
l’operatore Laplaciano su S(Rn · x)

~2

2m
∇2 = − ~

2

2m

(
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

)

Infine se U : Rn → R é una funzione a valori reali e di buon comportamento all’infinito,
l’operatore

H : S(Rn · x) −→ S(Rn · x)

definito da

(Hψ)(x) =
~2

2m
∇2ψ + U(x)ψ(x)

é hermitiano. ¥
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Proposizione 15.2.12 Sia A ∈ L(S), allora A ∈ O(S) sse 〈Ax|x〉 ∈ R per
ogni x ∈ S.

Dimostrazione. Se A ∈ O(S), per ogni x ∈ S risulta 〈Ax|x〉 = 〈x|Ax〉 =
〈Ax|x〉 dunque 〈Ax|x〉 ∈ R.
Viceversa sia 〈Ax|x〉 ∈ R per ogni x ∈ S, dall’esistenza dell’aggiunto segue che
〈Ax|x〉 = 〈x|A∗x〉 = (essendo per ipotesi 〈Ax|x〉 ∈ R) = 〈A∗x|x〉 per ogni x ∈ S
da cui si deduce A = A∗. ¤

Proposizione 15.2.13 Se T ∈ L(S), allora gli operatori

1
2
(T + T ∗) e

1
2i

(T − T ∗)

sono hermitiani.

Dimostrazione. Questa proposizione é una banale conseguenza delle proprietà
(i)– (iv) della aggiunzione. ¤

Da questo risultato e da quello che andremo ora a dimostrare, si può ritenere
per analogia, che gli operatori hermitiani svolgano nei confronti degli operatori
di L(S) il ruolo svolto da numeri reali nei confronti dei numeri complessi.

Teorema 15.2.14 Se T ∈ L(S) esistono due operatori hermitiani A1 e A2 tali
che

T = A1 + iA2

e tali operatori hermitiani sono univocamente determinati dall’operatore T dalle

A1 =
1
2
(T + T ∗) e A2 =

1
2i

(T − T ∗) .

Dimostrazione. Abbiamo già visto che per ogni T ∈ L(S) i due operatori
1
2 (T + T ∗) e 1

2i (T − T ∗) sono hermitiani e quindi, indicandoli rispettivamente
con A1 e A2, si ha ovviamente T = A1 + iA2.

Supponiamo ora che A1 + iA2 = B1 + iB2 con A1, A2, B1, B2 hermitiani
allora (A1 −B1) = i(B2 −A2) cosicché si ha che

(1) i 〈(B2 −A2)x|x〉 é un numero reale per ogni x ∈ S.

Ma dalla hermitianità degli operatori B2 e A2 segue pure

(2) 〈(B2 −A2)x|x〉 é un numero reale per ogni x ∈ S.

La (1) e la (2) implicano necessariamente che per ogni x ∈ S
〈(B2 −A2)x|x〉 = 0

da cui si ottiene B2 −A2 = 0, ovvero B2 = A2, da cui segue A1 = B1. ¤

Osservazione 15.2.15 Dato un generico operatore T ∈ L(S), seguen-
do i risultati del precedente teorema, possiamo costruire i due operatori

A1 =
T + T ∗

2
A2 =

T − T ∗

2i

per i quali valgono le proprietà:
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(i) A1 e A2 sono hermitiani,

(ii) A1 e A2 sono univocamente determinati da T ,

(iii) T = A1 + iA2 e T ∗ = A1 − iA2.

Per questi motivi, e per le analogie vista sopra con i numeri complessi, l’-
operatore A1 si chiama parte reale di T e l’operatore A2 parte immaginaria
di T , e a volte li denoteremo con T (r) e T (i) rispettivamente.

Esempio 15.2.16 L’operatore di derivazione d
dx

dell’esempio 15.2.6 ammette come
parte reale e parte immaginaria gli operatori hermitiani

(
d

dx

)(r)

=
1

2

[
d

dx
− d

dx

]
= O

(
ddx

)(i)
=

1

2i

[
d

dx
+

d

dx
= −iddx

]
.

¥

Esempio 15.2.17 Gli operatori di moltiplicazione dell’esempio 15.2.7 ammettono
come parte reale e parte immaginaria rispettivamente

(Qf )(r) =
1

2

[
f(x)1I + f(x)1I

]
= Re(f)1I

(Qf )(i) =
1

2i

[
f(x)1I − f(x)1I

]
= Im(f)1I.

¥

Proposizione 15.2.18 Sia T ∈ L(S) allora T é normale sse la sua parte reale
e la sua parte immaginaria commutano.

Dimostrazione.

T ◦ T ∗ = (A1 + iA2)(A1 − iA2) = A2
1 + A2

2 − i[A1, A2]

T ∗ ◦ T = (A1 − iA2)(A1 + iA2) = A2
1 + A2

2 + i[A1, A2]

pertanto [T, T ∗] = O sse [A1, A2] = O. ¤

Esempio 15.2.19 L’operatore di derivazione d
dx

dell’esempio 15.2.6 é normale in

quanto la sua parte reale
(

d
dx

)(r)
= O e la sua parte immaginaria

(
d

dx

)(i)
= −i d

dx

commutano. ¥

Esempio 15.2.20 Gli operatori di moltiplicazione Qf dell’esempio 15.2.7 sono nor-

mali in quanto la loro parte reale (Qf )(r) = Re(f)1I e quella immaginaria (Qf )(i) =
Im(f)1I commutano. ¥

Proposizione 15.2.21 Se T ∈ L(S) allora

(i) T ◦ T ∗ ∈ O(S);
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(ii) ker(T ∗) = ker(T ◦ T ∗).

Dimostrazione. Si ha che (T ◦ T ∗)∗ = T ∗∗ ◦ T ∗ = T ◦ T ∗ e questo dimostra la
(i).

Verifichiamo ora che ker(T ∗) = ker(T ◦ T ∗). La condizione T ∗x = 0 implica
TT ∗x = 0 e viceversa se TT ∗x = 0 allora ‖T ∗x‖2 = 〈T ∗x|T ∗x〉 = 〈TT ∗|x〉 = 0.

¤

Corollario 15.2.22 Se A ∈ O(S) allora A2n ∈ O(S) per ogni n ∈ N e in più,
per ogni n ∈ N,

ker(A) = ker(A2) = ker(A2n) .

Dimostrazione. Ovvia conseguenza del punto (ii) del teorema precedente.
¤

Esempio 15.2.23 Sia S uno spazio con prodotto interno e siano ψ1, ψ2 due vettori
fissati di S. Facendo riferimento all’operatore Tψ2,ψ1 dell’esempio 15.1.7, il cui aggiunto
é l’operatore (Tψ2,ψ1)

∗ = Tψ1,ψ2 , esso ha come parte reale l’operatore hermitiano

T
(r)
ψ1,ψ2

= 1
2

(Tψ2,ψ1 + Tψ1,ψ2), la cui azione sul generico vettore x ∈ S é data da

T
(r)
ψ1,ψ2

(x) :=
1

2

(
〈ψ1|x〉ψ2 + 〈ψ2|x〉ψ1

)
.

La parte immaginaria é l’operatore hermitiano T
(i)
ψ1,ψ2

= 1
2i

(Tψ2,ψ1 − Tψ1,ψ2), la cui
azione sul generico vettore x ∈ S é data da

T
(i)
ψ1,ψ2

(x) :=
1

2i

(
〈ψ1|x〉ψ2 − 〈ψ2|x〉ψ1

)
.

Questi due operatori in generale non commutano. Infatti, posto per semplicità T (r) =
T

(r)
ψ1,ψ2

e T (i) = T
(i)
ψ1,ψ2

, avremo che

(
T (r) ◦ T (i)

)
(x) = T (r)

[
1

2i
(〈ψ1|x〉ψ2 − 〈ψ2|x〉ψ1)

]
=

=
1

4i

[〈
ψ1

∣∣∣ 〈ψ1|x〉ψ2 − 〈ψ2|x〉ψ1

〉
ψ2 +

〈
ψ2

∣∣∣ 〈ψ1|x〉ψ2 − 〈ψ2|x〉ψ1

〉
ψ1

]
=

=
1

4i

[(〈ψ1|x〉 〈ψ1|ψ2〉 − 〈ψ2|x〉 ‖ψ1‖2
)
ψ2 +

(〈ψ1|x〉 ‖ψ2‖2 − 〈ψ2|x〉 〈ψ2|ψ1〉
)
ψ1

]
.

Analogamente,

(
T (i) ◦ T (r)

)
(x) = T (i)

[
1

2
(〈ψ1|x〉ψ2 + 〈ψ2|x〉ψ1)

]
=

=
1

4i

[〈
ψ1

∣∣∣ 〈ψ1|x〉ψ2 + 〈ψ2|x〉ψ1

〉
ψ2 −

〈
ψ2

∣∣∣ 〈ψ1|x〉ψ2 + 〈ψ2|x〉ψ1

〉
ψ1

]
=

=
1

4i

[(〈ψ1|x〉 〈ψ1|ψ2〉+ 〈ψ2|x〉 ‖ψ1‖2
)
ψ2 −

(〈ψ1|x〉 ‖ψ2‖2 + 〈ψ2|x〉 〈ψ2|ψ1〉
)
ψ1

]
.
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Si osservi che nel caso in cui la coppia di vettori {ψ1, ψ2} costituiscano un sistema
ortonormale si ha

(
T

(r)
ψ1,ψ2

◦ T
(i)
ψ1,ψ2

)
(x) =

1

4i
[〈ψ1|x〉ψ1 − 〈ψ2|x〉ψ2]

(
T

(i)
ψ1,ψ2

◦ T
(r)
ψ1,ψ2

)
(x) =

1

4i
[〈ψ2|x〉ψ2 − 〈ψ1|x〉ψ1]

Questi due operatori anticommutano

[
T

(r)
ψ1,ψ2

, T
(i)
ψ1,ψ2

]
+

= O ,

(e quindi, per la Prop. 15.2.18, il corrispondente operatore Tψ2,ψ1 non é normale). ¥

Osservazione 15.2.24 Nella notazione di Dirac i precedenti operatori
vengono scritti nella forma

T
(r)
ψ1,ψ2

=
1

2

(
|ψ2〉 〈ψ1|+ |ψ1〉 〈ψ2|

)

T
(i)
ψ1,ψ2

=
1

2i

(
|ψ2〉 〈ψ1| − |ψ1〉 〈ψ2|

)
.

Mentre nel caso di un s.o.n. {ψ1, ψ2} avremo che

T
(r)
ψ1,ψ2

◦ T
(i)
ψ1,ψ2

=
1

4i

(
|ψ1 〉〈ψ1| − |ψ2 〉〈ψ2|

)

T
(i)
ψ1,ψ2

◦ T
(r)
ψ1,ψ2

=
1

4i

(
|ψ2 〉〈ψ2| − |ψ1 〉〈ψ1|

)
.

Esempio 15.2.25 Nello spazio

C∞//[a, b] = {ϕ ∈ C∞[a, b] : ϕ(n)(a) = ϕ(n)(b) = 0, ∀n ∈ N}

sia f : Rn → R una funzione fissata di classe C∞, l’operatore di moltiplicazione per f :

Qf : C∞//[a, b] −→ C∞//[a, b]

ϕ(x) −→ (Qfϕ)(x) = f(x)ϕ(x)

é ben posto in quanto

[
D(n)(f : ϕ)

]
(x) =

n∑

k=1

(
n

k

)
f (k)(x)ϕ(n−k)(x)

e quindi f(x)ϕ(x) é di classe C∞ e in più da questa relazione segue che

[
D(n)(f · ϕ)

]
(a) =

[
D(n)(f · ϕ)

]
(b) = 0 .

L’operatore in esame é hermitiano in quanto il suo aggiunto

[
(Qf )∗ϕ

]
(x) = f(x)ϕ(x) =

[
Qfϕ

]
(x) .
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Si osservi che con considerazioni analoghe si dimostra che l’operatore

Qf : D(Rn) −→ D(Rn)

ϕ(x) −→ (Qfϕ)(x) = f(x)ϕ(x)

é ben posto e hermitiano per una qualsiasi fissata funzione f : Rn → R di classe C∞.
Analogamente, se f : Rn → R é una funzione di classe C∞ di buon comportamento

all’infinito, ossia tale che

f(x)ϕ(x) ∈ S(Rn) per ogni ϕ ∈ S(Rn),

allora anche in questo caso l’operatore

Qf : S(Rn) −→ S(Rn)

ϕ(x) −→ (Qfϕ)(x) = f(x)ϕ(x)

é ben posto e hermitiano. ¥

Esempio 15.2.26 L’operatore

d2

dx2
: C∞//[a, b] −→ C∞//[a, b]

é hermitiano. Infatti
〈

d2

dx2
ϕ(x)|ψ(x)

〉
=

∫ b

a

ϕ(x)
′′
ψ(x)dx = ϕ(x)

′
ψ(x)|ba −

∫ b

a

ϕ(x)
′
ψ′(x)dx =

= −ϕ(x)ψ′(x)|ba +

∫ b

a

ϕ(x)ψ′′(x)dx =

=
〈
ϕ(x)

∣∣∣ d2

dx2
ψ(x)

〉
.

Si osservi che questo operatore é il quadrato dell’operatore normale

(
− d

dx

)
,

(
− d

dx

)2

=
d2

dx2

¥

Esempio 15.2.27 Sia E(R) uno degli spazi D(R) oppure S(R) allora l’operatore

−i
d

dx
: E(R) −→ E(R)

ϕ −→ −i
dϕ

dx

é hermitiano. Infatti
〈
−i

d

dx
ϕ|ψ

〉
=

∫ ∞

−∞
i
d ϕ

dx
ψ(x)dx = iϕ(x)ψ(x)|+∞−∞ − i

∫ +∞

−∞
ϕ()ψ(x)dx =

=
〈
ϕ

∣∣∣ −i
dψ

dx

〉

Tenuto conto che
d2

dx2
=

(
−i

d

dx

)
◦

(
−i

d

dx

)

ne segue che é anche hermitiano l’operatore

d2

dx2
: E(R) −→ E(R)

¥
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Esempio 15.2.28 L’operatore

d2

dx2
: C∞//[a, b] −→ C∞//[a, b]

é hermitiano. Infatti

〈
d2

dx2
ϕ(x)|ψ(x)

〉
=

∫ b

a

ϕ(x)
′′
ψ(x)dx = ϕ(x)

′
ψ(x)|ba −

∫ b

a

ϕ(x)
′
ψ′(x)dx =

= −ϕ(x)ψ′(x)|ba +

∫ b

a

ϕ(x)ψ′′(x)dx =

=

〈
ϕ(x)| d2

dx2
ψ(x)

〉

Si osservi che questo operatore é il quadrato dell’operatore normale

(
− d

dx

)
,

(
− d

dx

)2

=
d2

dx2
.

¥

Esempio 15.2.29 Sia ξ(R) uno degli spazi D(R) ◦ S(R) allora l’operatore

−i
d

dx
: ξ(R) −→ ξ(R)

ϕ −→ −i
dϕ

dx

é hermitiano. Infatti
〈
−i

d

dx
ϕ|ψ

〉
=

∫ ∞

−∞
i
dϕ

dx
ψ(x)dx = iϕ(x)ψ(x)

∫ +∞

−∞
−i

∫ +∞

−∞
ϕ()ψ(x)dx =

=

〈
ϕ| − i

dψ

dx

〉

Tenuto conto che
d2

dx2
=

(
−i

d

dx

)
◦

(
−i

d

dx

)

ne segue che é anche hermitiano l’operatore

d2

dx1
: ξ(R) −→ ξ(R).

¥

Teorema 15.2.30 Siano S, Ŝ due spazi con prodotto interno unitariamente
isomorfi tramite l’operatore V : S → Ŝ allora se A ∈ ϑ(S) l’operatore A =
(V ◦A ◦ V−2) ∈ O(Ŝ).

Dimostrazione. Ovviamente l’operatore

Â : Ŝ V−1

−−−→ S A−→ S V−→ Ŝ
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é ben posto e lineare. Inoltre, per ogni ϕ̂, ψ̂ ∈ Ŝ e posto ϕ = V−1ϕ̂, ϕ̂ = V−1ψ̂
avremo

〈
Âϕ̂|ψ̂

〉
=

〈⋃
A

−1⋃⋃
ϕ|

⋃
ψ

〉
=

〈⋃
Aϕ|

⋃
ψ

〉
= 〈Aϕ|ψ〉 =

= 〈ϑ|Aψ〉 =
〈V−1ϕ̂|AV−1ϕ̂

〉
=

〈⋃ −1⋃
ϕ̂|

⋂
A

−1⋂
ψ̂

〉
=

=
〈
ϕ̂|Âψ̂

〉
.

¤

Esempio 15.2.31 Considerati gli spazi S(Rn, ξ) e S(Rn, x) abbiamo che la trasfor-
mata di Fourier

F : S(Rn, ξ) −→ S(Rn, x)

definita da

(Fϕ)(x) :=
1

(2π~)n/2

∫

Rn

e−
i
~ 〈x|ξ〉ϕ(ξ)dξ

é un operatore unitario.

Osservato che le funzioni

fi : Rn → R, ξ = (ξ
1
, . . . , ξ

i
, . . . , ξ

n
) → fi(ξ) := −ξi

(per i = 1, 2, . . . , n) sono di buon comportamento all’infinito, dal precedente esempio
segue che possiamo considerare gli operatori hermitiani di moltiplicazione

Qi : S(Rn, ξ) −→ S(Rn, ξ) (per i = 1, 2, . . . , n)

ϕ(ξ) −→ (Qiϕ)(ξ) := −ξi · ϕ(ξ)

Dal teorema 6 ora dimostrato seguirà che saranno pure operatori hermitiani su S(Rn, x)
gli operatori

Q̂i : S(Rn, x) −→ S(Rn, x) (per i = 1, 2, . . . , n)

definiti da

Q̂i = F ◦Qi ◦ F−1

Vediamo ora di dare una forma esplicita di questo operatore.

Sia ψ(x) ∈ S(Rn, x) e indichiamo la sua trasformata in S(Rn, ξ) secondo F−1 nel
seguente modo

y(ξ) := (F−1ψ)(ξ) =
1

(2π~))n/2

∫ Rn

e
i
~ 〈ξ|x〉ψ(x)dx (1)

da cui segue

y(x) := (F ψ)(x) =
1

(2π~))n/2

∫ Rn

e
i
~ 〈ξ|x〉ψ(ξ)dx (2)
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Allora

(Q̂iψ)(x) = F [Qiϕ(ξ)] = F [−ξiϕ(ξ)] =

=
−1

(2π~)n/2

∫

Rn

e
i
~ 〈x|ξ〉ξiϕ(ξ)dξ =

= − i~
(2π~)n/2

∫

Rn

ϕ(ξ)

[
− i

~
ξ · e i

~ 〈x|ξ〉
]

dξ =

=
−i~

(2π~)n/2

∫

Rn

ϕ(ξ)
∂

∂xi

(
e

i
~ 〈x|ξ〉

)
dx =

= −i~ ∂

∂xi

[
1

(2π~)n/2

∫

Rn

ϕ(ξ)e−
i
~ 〈x|ξ〉dξ

]
= dalla (2)

= −i~ ∂

∂xi
ψ(x)

Abbiamo cos̀ı ottenuto che gli operatori Q̂ su S(Rn ·x) sono espressi esplicitamente da

Q̂i = −i~ ∂

∂xi
(i = 1, 2, . . . , n)

Potendo quindi concludere che gli operatori

−i~ ∂

∂xi
: S(Rn · x) −→ S(Rn · x) (i = 1, 2, . . . , n)

S −→ −i~ ∂ϕ

∂xi

sono operatori hermitiani. ¥



Capitolo 16

Operatori unitari in
pre-Hilbert

16.1 Autovalori e autovettori di un operatore li-
neare

Sia S uno spazio con prodotto interno denso nello spazio di Hilbert H e T : S →
S un operatore lineare; si dice che l’elemento

(λ, x) ∈ Cx[S|{0}]

costituisce una coppia autovalore–autovettore sse

Tx = λx

Equivalentemente si dice che λ ∈ C é un autovalore dell’operatore T sse esiste
un vettore x ∈ S non nullo tale che Tx = λx(x 6= 0).

Proposizione 16.1.1 Sia T : S → S un operatore lineare le due proposizioni
sono equivalenti:

(i) λ é un autovalore di T

(ii) l’operatore (T − λI) non é iniettivo.

Dimostrazione. Se λ é un autovalore di T allora esiste x 6= 0 tale che (T −
λI)x = 0. D’altra parte é banale che (T −λI)0 = 0 e perciò l’operatore (T −λI)
non é iniettivo.
Viceversa, se (T−λI) non é iniettivo esistono due vettori diversi x1, x2 ∈ S, x1 6=
x2 tali che

(T − λI)x1 = (T − λI)x2.

Allora x1 − x2 6= 0 e in più (T − λI)(x1 − x2) = 0. ¤
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Esempio 16.1.2 Autovalore di un operatore matriciale
Se S é uno spazio con prodotto interno finito dimensionale con dimS = n sappiamo
che S ≡ Cn, ossia che é identificabile con Cn tramite un opportuno operatore unitario
Uα e che ogni operatore T : S → S può essere rappresentato tramite un operatore
matriciale M(T ) = {aij}.
Dalla Proposizione precedente si ricava che λ é un autovalore di T se e solo se λ é
un autovalore della matrice M(T ), che d’ora in avanti indicheremo più semplicemente
con T . ¥

Proposizione 16.1.3 Le seguenti due proposizioni sono equivalenti:

(i) λ é un autovalore di T

(ii) det (T − λI) = 0

Dimostrazione. λ é un autovalore di T sse esiste x ∈ Cn non nullo tale che
(T − λI)x = 0, ma per la regola di Kramer ciò é possibile sse det(T − λI) = 0.

¤

Esempio 16.1.4 Gli autovalori dell’operatori di spin δx : C2 → C2 definito dalla

matrice

(
0 1
1 0

)
sono tutti e solo quei numeri complessi λ per i quali

det(δx − λI) = det

(−λ, 1
1, −λ

)
= λ2 − 1 = 0

ossia δx possiede i due soli autovalori λ1 = 1, λ2 = −1. ¥

Nel caso degli spazi di dimensione finita l’equazione

det(T − λI) = det




a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ




si chiama equazione caratteristica o equazione secolare di T . Il Polinomio
det(T − λI) = (a11a22 . . . ann)λn+ (termini di grado < n) si chiama polinomio
caratteristico ed é un polinomio di grado n. Nel campo complesso un polinomio
di grado n possiede n radici non necessariamente distinte e perciò T possiede al
più n autovalori distinti.

L’insieme degli autovalori dell’operatore T é detto spettro puntuale o discreto
di T e viene indicato con δp(T ). Pertanto

δp(T ) := {λ ∈ C : ∃x 6= 0 t.c. Tx = λx}

Osservazione 16.1.5 Dall’esempio 16.1.4 si ricava che ogni operatore
matriciale possiede almeno un autovalore per cui in questo caso lo spettro
puntuale é non vuoto. Però esistono operatori con spettro puntuale vuoto.
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Esempio 16.1.6 Sia dato l’operatore

Q : S(R) → S(R), ψ(x) → (Qψ)(x) := xψ(x)

verifichiamo che il suo spettro puntuale é vuoto.
Infatti se esistesse ψ ∈ S(R) tale che

(Qψ)(x) = λψ(x) per ogni x ∈ R
dovrebbe essere

(1) (x− λ)ψ(x) = 0 per ogni x ∈ R
e l’unica funzione di S(R) (i cui elementi sono in particolare funzioni continue) soddis-
facente la precedente condizione e la funzioni identicamente nulla ψ = 0. Osserviamo
che se si considera Q come un operatore opportunamente definito in L2(R), anche
in questo caso esso possiede spettro puntuale vuoto in quanto l’eventuale funzione
soddsfacente la (1) é

ψλ(x) =

{
0 per x 6= λ

k per x = λ

con k arbitrario. Ma in L2(R) questa funzione é uguale q. d. alla funzione nulla e
perciò é un elemento rappresentativo del vettore nullo di L2(R). ¥

Esempio 16.1.7 L’operazione

P : S(R) → S(R), ψ(x) → (Pψ)(x) := −i~dψ

dx

ha spettro puntuale vuoto.
Infatti la corrispondente equazione agli autovalori assume la forma dell’equazione
differenziale

ψ′(x) = i
λ

~
ψ(x)

la cui soluzione generale é data dalla funzione

ψλ(x) = ke
i
~ (λx)

Questa funzione per k 6= 0 non é un elemento di S(R) (e nemmeno di L2(R)) mentre
per k = 0 si riduce alla funzione nulla. ¥

Esempio 16.1.8 L’operatore isometrico di shift (destro) ha spettro puntuale vuoto.
Sia {Un} un sonc di uno spazio di Hilbert H separabile S : H → H l’operatore
isometrico di shift definito da

S(x) =
∑

〈Un|x〉 Un+1

che può essere univocamente determinato dall’azione sul generico elemento del s.o.n.c.

S(Un) = Un+1

Il suo aggiunto S∗ é definito nel seguente modo:
{

S∗(U1) = 0

S∗(Un) = Un−1 per n = 2, 3, 4, . . .

Supponiamo che Sx = λx e verifichiamo che necessariamente x = 0 allora Sx = 0 ed
essendo S iniettivo x = 0. Sia λ 6= 0, allora

S(x) =

∞∑
n=1

〈Un|x〉 Un+1 =

∞∑
n=2

〈Un−1|x〉 Un
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da cui

〈U1|Sx〉 =

〈
U1|

∞∑
n=2

〈Un−1|x〉 Un

〉
= 0

e quindi λ 〈U1|x〉 = 0 da cui 〈Un|x〉 = 0. Inoltre, per n > 1,

〈Un|Sx〉 =

〈
Un|

∞∑
n=2

〈Uk−1|x〉 UK

〉
= 〈Un−1|x〉

con
〈Un|Sx〉 = λUnx

e quindi

〈Un−1|x〉 =
〈Un−1|x〉

λ

per n > 1: ma essendo λ 6= 0 e 〈U1|x〉 = 0 sarà 〈Un|x〉 = 0 per ogni n ∈ N. ¥

Teorema 16.1.9

(i) Se A é un operatore hermitiano, gli autovalori di A, se esistono, sono
reali.

(ii) Se U é un operatore isometrico, i suoi autovalori sono numeri complessi
di modulo unitario.

Dimostrazione.

(i) λ ∈ δp(A), allora esiste xλ ∈ S\{0} tale che Ax1 = λxλ da cui si ottiene
che

〈Ax2|x2〉 = 〈xλ|Axλ〉 = 〈xλ|Axλ〉 = 〈Axλ|xλ〉
ovvero (λ−λ)‖xλ‖ = 0. Ma essendo ‖x2‖ 6= 0 non potrà che essere λ = λ.

(ii) Analogamente se x1 ∈ S\{0} é un autovettore dell’operatore U corrispon-
dente all’autovalore λ ∈ δp(U) sarà ‖xλ‖2 = 〈Uxλ|Uxλ〉 = |i|2‖xλ‖2 da
cui |λ|2 = 1.

¤

Sia λ un autovalore dell’operatore T definiamo

MT (λ) := {x ∈ S : Tx = λx}.
Facciamo osservare che 0 ∈ MT (λ), ma essendo λ ∈ δp(T ) l’insieme MT (λ)
contiene almeno un vettore di S non banale. Pertanto MT (λ) 6= {0}.

Teorema 16.1.10 Sia T ∈ L(S) e λ ∈ δp(T ) allora MT (λ) é un sottospazio di
S.

Dimostrazione. Abbiamo già osservato che 0 ∈ MT (λ). Siano x1, x2 ∈ MT (λ)
allora Tx1 = λx1 e Tx2 = λx2 da cui T (x1 + x2) = λ(x1 + x2) e perciò pure
(x1 + x2) ∈ MT (λ). In maniera analoga si ottiene che se α ∈ C e x ∈ MT (λ)
pure (αx) ∈ MT (λ).

Rimane da dimostrare che se x ∈ MT (λ) allora x ∈ MT (λ). Sia x ∈ MT (λ)
esiste una sucessione {x(λ)

n ⊆ MT (λ)} tale che lim x
(λ)
n = x, d’altra parte ogni
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x
(λ)
n é un autovettore di T corrispondente all’autovalore λ e pertanto risulta

(T − λI)x(λ)
n = 0 per ogni n. Da ciò si deduce

0 =
〈
(T − λI)x(λ)

n |(T − λI)x
〉

=
〈
x(λ)

n |(T − λI)∗(T − λI)x
〉

e, per la continuità del prodotto interno

0 = lim
〈
x(λ)

n |(T − λI)∗(T − λI)x
〉

=
〈
limx(λ)

n |(T − λI)∗(T − λI)x
〉

=

= 〈x|(TλI)∗(T − λI)x〉 = ‖(T − λI)x‖2

ovvero (T − λI)x = 0. ¤

Esempio 16.1.11 Abbiamo visto che l’operatore componente x dello spin σx =(
0 1
1 0

)
possiede i due autovalori −1, 1. Sarà allora

Mσx(−1) =

{(
x1

x2

)
∈ C : σx

(
x1

x2

)
∈ C = −

(
x1

x2

)}
=

= {(α,−α) : α ∈ C}

analogamente si ottiene che Mσx(1) = {(β, β) : β ∈ C}. ¥

Definizione 16.1.12 Se T ∈ L(S) e λ ∈ σp(T ) il sottospazio di S

MT (λ) = {x ∈ S : Tx = λx}

si chiama autospazio di T corrispondente all’autovalore λ. Chiaramente, la
diminuzione ortogonale sarà dim(MT (λ)) ≥ 1. Se dim(MT (λ)) = 1 l’autovalore
λ si dice non degenere mentre in tutti gli altri casi λ si dirà degenere con grado
di degenerazione dato da dim(MT (λ)).

Osservazione 16.1.13 L’operatore T agisce sull’autospazio MT (λ) come
l’operatore λ volte l’operatore identico su MT (λ):

T?(MT (λ)) = λ1ImT (λ).

l’operatore 1I : C∗ → C∗ ammette come unico autovalore 1 che é n volte
degenere mentre 1I : l2(C) → l2(a) come unico autovalore 1 che é infinito
numerabile degenere.
T ∈ W (S) implica (T − λ1I) ∈ N (S) per ogni λ.

Proposizione 16.1.14 Sia T ∈ N (S) allora ‖Tx− λx‖ = ‖Tαx− λx‖ da cui
seguono i seguenti risultati

(i) Tx = λx sse T xx = λx

(ii) λ ∈ σp(T ) sse λ ∈ σp(T x)

(iii) MT (λ) = MT x(λ)
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16.2 L’operatore di parità: esempio di opera-
tore contemporaneamente unitario e her-
mitiano

Nello spazio di Hilbert L2(Rn), si consideri una varietà lineare ξ(Rn) densa in
L2(Rn) soddisfacente la condizione:

ψ(−x) ∈ ξ(Rn) per ogni ψ(x) ∈ L2(Rn).

Chiaramente gli spazi di funzioni prova D(Rn),S(Rn) e lo stesso spazio di
Hilbert L2(Rn) soddisfano questa condizione. Consideriamo l’operatore di par-
ità e definito da

(Φϕ)(x) := ϕ(−x)

Proposizione 16.2.1 L’operatore di parità é lineare e nihilpotente, ossia sod-
disfa la condizione: Φ2 = 1I.

Osservazione 16.2.2 Dal risultato precedente segue immediatamente
che l’operatore di parità Φ é invertibile con inverso Φ−1 = Φ. Inoltre, si
ha che

Φn =

{
1I, per n pari

Φ, per n dispari

Proposizione 16.2.3 L’operatore di parità é hermitiano.

Dimostrazione. Considerata la traformazione di coordinate

g : Rn → Rn, x → g(x) := −x

che ammette come trasformazione inversa di coordinate

g−1 : Rn →Rn, x → g−1(x) = −x = (−x1, . . . ,−xi, . . . ,−xn)

le cui componenti scalari sono le n funzioni

(g−1)i : Rn →R, x → (g−1)i(x) = −xi.

La matrice Jacobiana associata alla trasformazione di coordnata g−1 sarà allora

Jg−1(x) =




−1, 0, . . . 0
0, −1, . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0, 0, . . . −1




per cui
‖(Jg−1(x)‖ = ‖(−1)n‖ = 1

da questo risultato segue che, qualunque siano ϕ,ψ ∈ ξ(Rn), si avrà

〈φϕ|ψ〉 =
∫

Rn

ϕ(−x)ψ(x)d(x) =
∫

Rn

ϕ(g−1(−x))ψ(J−1(x)) ‖Jg−1(x)‖ dx

=
∫

Rn

ϕ(x)ψ(−x)dx = 〈ϕ|φψ〉 .

¤
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Corollario 16.2.4 L’operatore di parità é contemporaneamente unitario e her-
mitiano.

Dimostrazione. Poiché l’operatore di parità é invertibile con inverso Φ−1 = Φ
é hermitiano, Φ = Φ∗, avremo che esso é invertibile con Φ−1 = Φ = Φ∗ e quindi
é unitario. ¤

Osservazione 16.2.5 Dal fatto che Φ é hermitiano segue che il suo
spettro puntuale deve essere un sottoinsieme di R e dal fatto che esso
é unitario segue che i suoi autovalori hanno modulo 1. Pertanto i soli
possibili autovalori di Φ sono +1 e −1.

Proposizione 16.2.6 Lo spettro puntuale dell’operatore di parità é

σp(Φ) = {+1,−1}

I corrispondenti autospazi sono

Mφ(+1) = {ϕ ∈ ξ(Rn) : ϕ(x) = ϕ(−x)}

Mφ(−1) = {ψ ∈ ξ(Rn) : ψ(x) = −ψ(−x)}
pertanto, gli autovettori corrispondenti dell’autovalore +1 sono le funzioni pari
di ξ(Rn) mentre gli autovettori corrispondenti dell’autovalore −1 sono le fun-
zioni dispari di ξ(Rn).

Dimostrazione. Dalla nihilpotenza dell’operatore di parità segue che se Φϕλλϕλ

allora ϕλ = Φ2ϕλ = Φ(λϕλ) = λ2ϕλ da cui otteniamo che (1−λ2)ϕλ = 0 ovvero
λ2 = 1 con λ ∈ R.

Considerato ora l’autovalore +1 avremo che un generico autovettore cor-
rispondente a questo autovalore deve soddisfare la equazione Φϕ = ϕ ovvero
ϕ(−x) = ϕ(x). Mentre per il generico autovettore corrispondente all’auotvalore
−1 deve valore la equazione Φϕ = −ϕ, ossia ϕ(x) = −ϕ(−x). ¤

Proposizione 16.2.7 I seguenti operatori

P+ : ξ(Rn) → ξ(Rn) e P− : ξ(Rn) → ξ(Rn)

definiti dalle relazioni

P+ =
1
2
(1I + Φ)

P− =
1
2
(1I − Φ)

sono proiettori ortogonali soddisfacenti la proprietà : P+ + P− = 1I.

Dimostrazione. Gli operatori P+ e P− sono lineari, limitati e hermitiani in
quanto sia 1I che Φ sono lineari e hermitiani.
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Inoltre

P 2
+ =

[
1
2
(1I + φ

]
◦

[
1
2
(1I + φ)

]
=

=
1
2

[
1I ◦ 1

2
(1I + φ) + φ ◦ 1

2
(1I + φ)

]
=

=
1
2

[
1
2
1I +

1
2
φ +

1
2
φ +

1
2
φ2

]
=

=
1
2

[
1
2
1I +

1
2
φ +

1
2
φ +

1
2
1I

]
=

=
1
2

[
1I + φ

]
= P+

In maniera analoga si dimostra l’idempotenza di P−. ¤

Proposizione 16.2.8

(i) Il proiettore ortogonale P+ proietta su Mφ(+1)

(ii) Il proiettore ortogonale P− proietta su Mπ(−1)

Dimostrazione. Sappiamo che ϕ ∈ R(P+) sse Pϕ = ϕ ovvero sse

ϕ(x) =
1
2
[1I + φ]ϕ(x) =

1
2
[ϕ(x) + ϕ(−x)]

1
2
ϕ(x) =

1
2
ϕ(−x)

ϕ(x) = ϕ(−x) sse ϕ ∈Mφ(1).

Pertanto il sottospazio R(P+) su cui proietta P+ é proprio l’autospazio Mφ(1).
Analogamente si verifica che il sottospazio R(P−) su cui proietta P− é l’au-
tospazio Mφ(−1). ¤

Osservazione 16.2.9 Dal fatto che l’operatore di parità é in partico-
lare, normale segue che Mφ(1) ⊥ Mφ(−1) e quindi P+ ⊥ P− . Questo
risultato si può ottenere direttamente dalla definizione degli operatori P+

e P− verificando che P+ ◦ P− = P− ◦ P+ = O.

Proposizione 16.2.10 I due autospazi Mφ(1) ⊥ Mφ − 1) sono mutualmente
supplementari nel senso che valgono le proposizioni

(i) Mφ(1) ⊥Mφ(−1)

(ii) ξ(Rn) = Mφ(1)⊕Mφ(−1).

Dimostrazione. Dal fatto cheMφ(1) ⊥Mφ(−1 segue cheMφ(1)∩Mφ(−1){0}.
Inoltre essendo P+ + P− = 1I avremo che per ogni vettore ϕ ∈ ξ(Rn) sarà
ϕ = P+ϕP−ϕ con P+ϕ ∈M(1), P−ϕ ∈Mφ(−1). ¤
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Definizione 16.2.11 Preso un qualsiasi vettore ϕ ∈ ξ(Rn) e posto

ϕ+(x) := (P+ϕ)(x) =
1
2

[
ϕ(x) + ϕ(−x)

]
∈Mφ(1)

ϕ−(x) := (P−ϕ)(x) =
1
2

[
ϕ(x)− ϕ(−x)

]
∈Mφ(−1)

la funzione ϕ+ si chiama ‘‘parte pari” della funzione ϕ mentre la funzione ϕ−
si chiama ‘‘parte dispari” della funzione ϕ.

16.3 Le matrici di Pauli

Le tre matrici di Pauli

σx =
(

0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)

intese come operatori matriciali definiti sullo spazio di Hilbert C2, sono carat-
terizzate dall’avere lo stesso spettro puntuale in quanto, come é facile verificare,
esse hanno gli stessi autovalori +1 e −1.

Considereremo ora tre casi separatamente Matrice di Pauli σx.
Abbiamo già osservato che questo operatore ammette i due soli autovalori +1 e
−1.

Proposizione 16.3.1 Gli autospazi corrispondenti agli autovalori dell’operato-
re σx sono

Mσx(+1) =
{

a

(
1
1

)
: a ∈ C

}

Mσx(−1) =
{

a

(
1
−1

)
: a ∈ C

}

questi autospazi sono monodimensionali e quindi i due autovalori sono non
degneri.

Dimostrazione. Il vettore
(
a
b

)
di C2 é un autovettore di σx corrispondente

all’autovalore +1 sse (
0 1
1 0

)(
a

b

)
=

(
a

b

)

ovvero (
b

a

)
=

(
a

b

)

da cui a = b.
Analogamente per l’autovalore -1 avremo

(
0 1
1 0

)(
a

b

)
= −

(
a

b

)

ovvero (
b

a

)
= −

(
a

b

)

da cui b = −a. ¤
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Corollario 16.3.2 I due autospazi

Mσx(+1)⊕Mσx(−1) = C2

Dimostrazione. Dal fatto che σx é un operatore autoaggiunto su C2 sappiamo
che gli autospazi corrispondenti ad autovettori distinti sono ortogonali. Poiché
i due autospazi sono monodimensionali e lo spazio C2 é bidimensionale, la tesi
é dimostrata. ¤

Proposizione 16.3.3 I seguenti operatori Pσx
(+1) e Pσx

(−1) definiti su C2

dalle relazioni

Pσx
(+1)

(
a

b

)
=

a + b

2

(
1
1

)

Pσx(−1)
(

a

b

)
=

a− b

2

(
1
−1

)

sono i proiettori ortogonali che proiettano rispettivamente suMσx(+1) eMσx(−1).
Essi soddisfano inoltre la proprietà:

Pσx(+1) + Pσx(−1) = 1I.

Dimostrazione. I due vettori ortogonali {(1
1

)
,
(

1
−1

)} costituiscono una base di
C2 e quindi ogni vettore

(
a
b

)
di C2 verrà decomposto rispetto a questa base nella

seguente forma: (
a

b

)
=

a + b

2

(
1
1

)
+

a− b

2

(
1
−1

)
.

¤

Matrice di Pauli σy.
Anche questo operatore matriciale ammette i due soli autovalori +1 e 1.

Proposizione 16.3.4 Gli autospazi corrispondenti agli autovalori dell’opera-
tore σy sono

Mσy (+1) = {a
(

1
i

)
: a ∈ C}

Mσy (−1) = {a
(

1
−i

)
: a ∈ C}

questi autospazi sono monodiemnsionali e quindi i due autovalori sono non
degeneri.

Dimostrazione. Il vettore
(
a
b

)
di C2 é un autovettore di σy corrispondente

all’autovalore +1 sse
(

0 − i

i 0

)(
a

b

)
=

(
a

b

)
ovvero

(−1b

ia

)
=

(
a

b

)

da cui b = ia.
Analogamente per l’autovalore -1 avremo

(
0 − i

i 0

)(
a

b

)
= −

(
a

b

)
ovvero

(−1b

ia

)
= −

(
a

b

)

da cui b = −ia. ¤
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In maniera analoga a quanto dimostrato per σx si verifica il

Corollario 16.3.5 I due spazi Mσy (+1) e Mσy (−1) son ortogonali e decom-
pongono lo spazio C2 nella somma diretta

C2 = Mσy (+1)⊕Mσy (−1).

Da questo risultato segue immediatamente la

Proposizione 16.3.6 Gli operatori Pσy
(+1) e Pσy

(−1) definiti su C2 dalle
relazioni

Pσy
(+1) =

a− ib

2

(
1
i

)

Pσy
(−1) =

a + ib

2

(
1
−i

)

sono proiettori ortogonali che proiettano rispettivamente suMσy
(+1) eMσy

(−1).

Dimostrazione. Il sistema ortogonale di vettori {(1
i

)
,
(

1
−i

)} é una base dello
spazio C2 e il generico vettore

(
a
b

)
di questo spazio verrà decomposto rispetto a

questa base nella forma:
(

a

b

)
=

a− ib

2

(
1
i

)
+

a + ib

2

(
1
−i

)
.

¤

Proposizione 16.3.7 Utilizzando i proiettori ortogonali Pσx(+1), Pσx(−1), Pσy (+1), Pσy (−1)
possiamo costruire i seguenti operatori su C2:

1.
[
Pσy (+1) ◦ Pσx(+1)

](
a
b

)
= (a+b)(1−i)

4

(
1
i

)

2.
[
Pσy (−1) ◦ Pσx(+1)

](
a
b

)
= (a+b)(1+i)

4

(
1
−i

)

3.
[
Pσy (+1) ◦ Pσx(−1)

](
a
b

)
= (a−b)(1+i)

4

(
1
i

)

4.
[
Pσy (−1) ◦ Pσx(−1)

](
a
b

)
= (a−b)(1−i)

4

(
1
−i

)

Dimostrazione. Banale. ¤

Osservazione 16.3.8 Facciamo notare che questi operatori, in quanto
ottenuti dalla composizione di due proiettori ortogonali che non commu-
tano, non sono nemmeno autoaggiunti. Si può verificare ciò con un calcolo
diretto. Per esempio

〈
Pσy (+1) ◦ Pσx(+1)

(
1

0

)
|
(

1

0

)〉
=

1 + i

2

〈(
1

0

)
|Pσy (+1) ◦ Pσx(+1)

(
1

0

)〉
=

1− i

2



266 CAPITOLO 16. Operatori unitari in pre-Hilbert

Corollario 16.3.9 A partire dagli operatori della proposizione precedente si
ottiene che:

1. Pσx(+1) ◦ Pσy (+1) ◦ Pσx(+1) = 1
2Pσx(+1)

2. Pσx(+1) ◦ Pσy (−1) ◦ Pσx(+1) = 1
2Pσx(+1)

3. Pσx
(−1) ◦ Pσy

(+1) ◦ Pσx
(−1) = 1

2Pσx
(−1)

4. Pσx(−1) ◦ Pσy (−1) ◦ Pσx(−1) = 1
2Pσx

(−1)

Da cui si ricava che
(

Pσx
(+1) ◦ Pσy

(+1) ◦ Pσx
(+1)

)
+

(
Pσx

(−1) ◦ Pσy
(+1) ◦ Pσx

(−1)
)

=
1
2
1I

(
Pσx

(+1) ◦ Pσy
(−1) ◦ Pσx

(+1)
)

+
(

Pσx
(−1) ◦ Pσy

(−1) ◦ Pσx
(−1)

)
=

1
2
1I.

16.4 Operatori unitari da uno spazio in se

Teorema 16.4.1 Sia U :∈= L(S) allora le seguenti asserzioni sono equivalenti

(i) U · U∗ = U∗ ◦ U = 1I

(ii) R(U) = S, 〈Ux|Uy〉 = 〈x|y〉 per ogni x, y ∈ S
(iii) R(U) = S, ‖Ux‖ = ‖x‖ per ogni x ∈ S
(iv) U é invertibile con inverso tale che U−1 = U∗.

Dimostrazione. Sia vera la (i). Da UU∗ = 1 segue che U(U∗(y)) = y per ogni
y ∈ S. Quindi, per ogni y ∈ S esiste x = U∗y tale che Ux = y e ciò dimostra la
suriettività di U .

Da U∗U = 1I segue che 〈Ux|Uy〉 = 〈x|U∗Uy〉 = 〈x|y〉
Abbiamo, perciò, dimostrato che la (i) implica la (ii). Dalla (ii) segue

immediatamente la (iii) qualora si prenda nella (ii) y = x.
Supponiamo ora che sia vera la (iii) e dimostriaamo la (iv). Essendo

〈U∗Ux|x〉 = 〈Ux|Ux〉 = ‖Ux‖2 = ‖x‖2 = 〈x|x〉

abbiamo che U∗U = 1I. Ma la (iii) implica che U é una isometria suriettiva
lineare e quindi é invertibile e perciò esiste un unico U−1 lineare tale che U−1U =
UU−1 = 1I. Da tutto ciò segue che U∗ = U∗1I = U∗(UU−1) = (U∗U)U−1 =
1IU−1 = U−1.

Infine, la (iv) implica immediatamente la (i). ¤

Osservazione 16.4.2 Questo teorema afferma che nella classe degli
operatori da S in S che ammettono aggiunto, l’insieme degli operatori
unitari é l’insieme degli operatori invertibili con inverso coincidente col-
l’aggiunto.
Osserviamo infine che dalla (iii) segue che ogni operatore unitario ha
norma uguale a 1: ‖U‖ = 1.
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Indicato con U(S) l’insieme degli operatori unitari su S, si vede facilmente
che, in generale, U(S) é chiuso soltanto rispetto al prodotto di composizione.
Infatti vale il seguente teorema:

Teorema 16.4.3 La coppia (U(S), ◦) é un gruppo, chiamato gruppo degli au-
tomorfismi unitari di S.

Dimostrazione. Siano U1U2 ∈ U(S) allora 〈U1U2x|U1U2y〉 = 〈U2x|U2y〉 =
〈x|y〉 per ogni x, y ∈ S; ossia pure U1 ◦ U2 ∈ U(S). Essendo 1I∗ = 1I si
ha che 1I ∈ U(S) ed é il neutro rispetto al prodotto di composizione. Infine,
abbiamo visto che U−1 = V∗, ma se U ∈ U(S) allora U∗U = UU∗ = 1I implica
U∗U∗∗ = U∗∗U∗ = 1I ossia U∗ ∈ U(S). ¤

Esempio 16.4.4 Matrice di rotazione per una particella di Spin 1
2

L’operatore R1/2(α, β, γ) : C2 → C2 definito dalla matrice

R1/2(α, β, γ) =

(
e−

1
2 (α+γ) cos β

2
, −e−

1
2 (γ−α) sin β

2
,

e−
1
2 (γ−α) sin β

2
, e

1
2 (α+γ) cos β

2

)
.

é un operatore unitario.
Infatti essendo

det[R1/2(α, β, γ)] = e−
i
2 (α+γ)e

i
2 (α+γ) cos2

β

2
+ e−

i
2 (γ−α)e

i
2 (γ−α) sin2 β

2
=

= cos2
β

2
+ sin2 β

2
= 1

la matrice R1/2(α, β, γ) é invertibile. La matrice aggiunta della matrice in esame é

[R1/2(α, β, γ)]∗ =

(
e

1
2 (α+γ) cos β

2
, e−

1
2 (γ−α) sin β

2
,

−e−
1
2 (γ−α) sin β

2
, e−

1
2 (α+γ) cos β

2

)
.

da cui segue che

[R1/2(α, β, γ)][R1/2(α, β, γ)]∗ = [R1/2(α, β, γ)]∗ = [R1/2(α, β, γ)] = 1I

Infatti,

(
e−

1
2 (α+γ) cos β

2
, −e

1
2 (γ−α) sin β

2
,

e−
1
2 (γ−α) sin β

2
, e

1
2 (α+γ) cos β

2

)
.

(
e

1
2 (α+γ) cos β

2
, e

1
2 (γ−α) sin β

2
,

−e−
1
2 (γ−α) sin β

2
, e−

1
2 (α+γ) cos β

2

)
=

=

(
cos2 β

2
+ sin2 β

2
, e−iα cos β

2
sin β

2
− e−iα sin β

2
cos β

2

eiα sin β
2

cos β
2
− eiα cos β

2
sin β

2
sin2 β

2
+ cos2 β

2

)
.

Analogamente si procede per l’altro caso. ¥
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