Fisica Matematica Avanzata, 22 IT 2013(Anni Prec)

1. Si dimostri che un operatore densita p rappresenta uno stato puro se e soltanto

se & un proiettore ortogonale di rango 1.

2. Si descrivano le relazioni di indeterminazione tra osservabili A e B tali che

[A, B] # 0.

3. a) Si consideri il gruppo G = (R?,+) e la corrispondenza

3 ( — ysi
) _ x| [ef(zcosn—ysinn)
T:G— GL(2,R), w=({n) =Ty, Ty {y] = [ef(:ﬂsinn +yoosn) |
a.i) Verificare che T' & una rappresentazione;
a.ii) Trovare il nucleo della rappresentazione.
a.iii) Verificare se T' & irriducibile.

b) Verificare quali tra i gruppi O(2), SL(2, C) sono connessi.

4. a) Dimostrare che le costanti di struttura di un gruppo di Lie abeliano sono
nulle. ‘
b) Si consideri il gruppo di Lorentz in una dimensione spaziale,

O(1,1) = {A € GL2,R) | A'GA = G}, dove G = {é _01}

Trovare ’algebra di Lie o(1,1) come sottoalgebra di gl(2, R).

5. Il gruppo di Galileo G sia di simmetria per un sistema localizzabile in un punto
di R3. Date le regole per i commutatori [Ja, Jgl,
a) determinare i commutatori [Ja, Pg] € [P, Psl;
b) Dalle proprietd di covarianza, determinare [Fo, Qpl-
¢) Indicare le condizioni per cui 'operatore hamiltoniano & H = —]25'5 + cost.
In questo caso, determinare I'operatore accelerazione Ay = %Va |t=0,

dove V, V,, V. sono gli operatori velocita.



Fisica Matematica Avanzata, 22 II 2013

1. Provare che un’osservabile quantistica A ha possibili valori 1 e 0 se e soltanto se

& rappresentata da un proiettore ortogonale.

2. Sia D : G — GL(n,C), g — D(g) una rappresentazione del gruppo G.
a) Verificare che se D ¢ irriducibile allora
AeGL(n,C)e [A,D(g)]v =0VYge G implicano A=AL.
b) Sia D unitaria. Dimostrare che
se { [A,D(9)] =0VYge G implica A=A\l }alloraD @ irriducibile.

3. Sia A l'operatore che rappresenta un'osservabile A di un sistema quantistico
la cui evoluzione temporale & governata da un operatore hamiltoniano H, cioé
pr = e i peiflt Far vedere che se [H, Al = 0 e e pi—o = |¢) (1| allora

a) per ogni funzione f il valore d’aspettazione di f(A) & costante nel tempo:
LT (p,A) = {4l F(A)s) = 0, dove [4h) (] = .

b) At = M) implica Ay = Ay per ogni t.

c) la densita di probabilitd della variabile aleatoria A & stazionaria.

4. Dato il gruppo GL(3,R),

a) Trovare un sistema di coordinate.

b) Dimostrare che & un gruppo di Lie locale. ‘

c) Trovare 'algebra di Lie so(3) del sottogruppo SO(3) come sottoalgebra di
9l(3,R)

5. Siano P,,J,,Gu, a = x,y,z i generatori hermitiani di una rappresentazione
proiettiva del gruppo di Galilei G.

Date le regole per i commutatori [Jy, Jgl, [Ja, Psls [Jar Gal, [Pas Pal, [Ga, Ggl,

a) determinare i commutatori [Gy, Pgs).

Sia G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R®.

b) Usando il teorema di Mackey, individuare una rappresentazione proiettiva di G.
c) Identificare in essa i generatori G, e gli operatori posizione Qq.

d!) Nella rappresentazione in (b), identificare J.



Fisica Matematica Avanzata, 12 IX 2013

1. Date due osservabili 1-0 A e B, far vedere che sono simultaneamente misurabili

se e soltanto se i corrispondenti proiettori A e B commutano.

2. Verificare se SL(2, C) & connesso.

3. a) Dato il gruppo GL(2, C)
a.i) Trovare un sistema di coordinate.
a.ii) Dimostrare che & un gruppo di Lie locale.

b) Determinare I'algebra di Lie su(n) del sottogruppo SU(n), come sottoalgebra
di gl(n, C).

4. a) Si derivino, usando il teorema di Wigner, la descrizione di Schroedinger e di
Heisenberg dell’evoluzione temporale di un sistema quantistico.
b) Derivare, usando il teorema di Stone, 'equazione di evoluzione temporale di

Schroedinger nel caso di tempo omogeneo.

5. Sia G il gruppo di Galilei. Nell’ipotesi che G sia un gruppo di trasformazioni di

simmetria per un sistema quantistico,

a) Determinare [J,, G| (si faccia anche uso di [Jy, Jg] = i€apyJy)-

b) Usare il teorema di Mackey per individuare la pit semplice rappresentazione
proiettiva di G.

Nell’ipotesi che G sia il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R3,

c) identificare i generatori G, e gli operatori QJg che rappresentano la posizione
nella rappresentazione trovata in (b).

d!) Nella rappresentazione in (b), determinare J,



Fisica Matematica Avanzata, 25 VII 2013

1. Date due osservabili A e B, si tratti la relazione tra simultanea misurabilita e

commutativitd dei corrispondenti oparatori quantistici A e B.

2. Si descrivano le relazioni di indeterminazione tra osservabili A e B tali che

[A, B] # 0.

3. a) Verificare se O(n) & connesso.
b) Verificare se SO(3) & connesso.

4. a) Dato il gruppo GL(3,R)
a.l) Trovare un sistema di coordinate.
a.ii) Dimostrare che & un gruppo di Lie locale.
b) Determinare I’algebra di Lie si(2,C) del sottogruppo SL(2,C)), come sot-
toalgebra di gl(2, C).
¢) Dimostrare che le costanti di struttura di un gruppo di Lie abeliano sono
nulle.

5. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un

sistema quantistico.

a) Determinare [J,, Pg| (si faccia anche uso di [Jo, Jg| = t€agyJy).

b) Usare il teorema di Mackey per individuare una rappresentazione proiettiva di
g.

Sia G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R3,

c) identificare i generatori P, e gli operatori Vg che rappresentano la velocita nella
rappresentazione trovata in (b).

d!) Nella rappresentazione in (b), determinare J,



Fisica Matematica Avanzata, 25 VII 2013 (Prec)

1. Date due osservabili A e B, si tratti la relazione tra simultanea misurabilita e

commutativitd dei corrispondenti oparatori quantistici A e B.

2. Si descrivano le relazioni di indeterminazione tra osservabili A e B tali che

[A, B] # 0.

3. a) Verificare se O(n) & connesso.
b) Verificare se SO(3) & connesso.

4. a) Dato il gruppo GL(3,R)
' a.i) Trovare un sistema di coordinate.
a.ii) Dimostrare che & un gruppo di Lie locale.
b) Determinare 1'algebra di Lie si(2, C) del sottogruppo SL(2, C)), come sot-
toalgebra di gl(2, C).
c¢) Dimostrare che le costanti di struttura di un gruppo di Lie abeliano sono
nulle.

5. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un

sistema quantistico.

a) Dimostrare, usando i teoremi di Wigner e di Stone, che G ammette una rapp-
resentazione proiettiva unitaria.

b) Determinare [J,, Pg] (si faccia anche uso di [Ja, Jg| = t€apydy)-

Sia G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R3,

c) identificare i generatori P, e gli operatori Qg che rappresentano la velocita.

d!) Assumendo che V, = %Qa, determinare ’operatore hamiltoniano H.



Fisica Matematica Avanzata, 2 X 2013

1. Sia la coppia (51, 52) una trasformazione di simmetria quantistica.

a) Dimostrare che essa trasforma stati puri in stati puri.

b) Dimostrare che se F & un proiettore ortogonale (E € II(H)), allora Sy(E) €
II(H).

2. Mostrare che GL(2,R) non & connesso.

3. a) Trovare un sistema di coordinate di GL(n,R)
b) Determinare 1’algebra di Lie u(n) del sottogruppo U(n) di GL(n, C)), come
sottoalgebra di gi(n, C). '

4. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un

sistema quantistico.

a) Introdurre un sistema di coordinate di G.

b) Mostrare, attraverso i teoremi di Wigner e di Stone, che ogni rappresentazione
proiettiva di G & unitaria.

c) Siano A, Ay, ..., Ag generatori hermitiani di una rappresentazione proiettiva di

G. Determinare il commutatore [A;, Ag].

Sia G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R?.

d) Indicare la pilt semplice rappresentazione proiettiva di G ottenuta applicando
il teorema di Mackey, e la forma assunta dagli operatori P,, Qa, V, in tale
rappresentazione.

e) Nell'ipotesi che valga Qs = V,, derivare la forma dell’operatore di evoluzione
temporale H.



Fisica Matematica Avanzata, 15 XI 2013

1. Siano P e Q osservabili 1-0 rappresentate dai proiettori P e @ tali che [P, Q] = 0.

~Selo stato & p = |t >< 9|

a) determinare le espressioni per le probablita che una misurazione simultanea di
P e Q abbia rispettivamente come coppie di risulati (1,1), (1,0), (0,1), (0,0);

b) Far vedere che il risultato 1 per P implica sempre che il risultato per @ & anche
1 se e soltanto se PQy = P.

2. Verificare se GL(2, C) & connesso.

3. Dato il gruppo GL(n,R),
a) mostrare come ottenere un sistema di coordinate nello spazio vettoriale gl(n, R.).

b) Determinare 'agebra di Lie rispetto a tale sistema di coordinate;

¢) Determinare il commutatore g(a, b) di una generica coppia di elementi della’algebra

di Lie di GL(n, R)).

4. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un

sistema quantistico.

a) Siano Ay, A, ..., Ag generatori hermitiani di una rappresentazione proiettiva di
G. Determinare la relazione tra il commutatore [A4;, Ag] e i generatori hermi-

tiani.

Sia ora G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R3.

b) Derivare le regole di commutazione [H, P,), [H, J.].

¢) Determinare H nel caso che valga lipotesi Q, = V,, dove V, & Poperatore
velocita.

d) Sia U : Ly(R3) — Ly(R3), [Uy](x) = eX#eh(x), dove x & una funzione reale,
Poperatore unitario che realizza una trasformazione di simmetria quantistica
(51, S3) nella pitt semplice rappresentazione proiettiva di G ottenuta applicando
il teorema di Mackey. Trovare gli operatori S5(Q), S5(V), So(H).



Fisica Matematica Avanzata, 4 II 2014

1. Siano P e Q osservabili 1-0 rappresentate dai proiettori P e @ tali che [P, Q] = 0.

a) Determinare un operatore autoaggiunto C e le funzioni f e g tali che P = f(@) e
Q=y(C).

b) Determinare le espressioni per le probablitd che una misurazione simultanea di P e Q
abbia rispettivamente come coppie di risulati (1, 1), (1,0), (0,1), (0,0).

c) Se l'operatore densita & p = |1 >< 1|, far vedere che in una misurazione simultanea di

P e Q il risultato per P & sempre uguale al risultato per @ se e soltanto se Qi = P1).

2. Dato il gruppo GL(2,C), v
a) mostrare come ottenere un sistema di coordinate nello spazio vettoriale reale gl(2,C).

b) Determinare I’agebra di Lie su(2) di SU(2) come sottoalgebra di gi(2, C).
c) Verificare se SU(2) & connesso.

3. a) Descrivere ’evoluzione temporale di un sistema quantistico secondo lo schema di
Schroedinger e secondo lo schema di Heisenberg.

b) Nel caso di tempo omogeneo, ciod se (py, ), = pr,41,, derivare le equazioni di evoluzione
quantistica per gli stati e le osservabili:

i)y dAs .
( ) ¢ d.[; ,llbt’ ( ) dt Z[ ? t]
4. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un sistema
quantistico, e siano F,, Ju, G4 1 generatori hermitiani di una rappresentazione proiettiva di

G. Date le regole per [J,, Jg|, determinare [J,,, Pg|.

5. Sia ora G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R3. Date le regole
[']0“ Jﬁ}a [JavPﬂL [JQ,G[;], [Pmpﬂ] e [Ga’ Gﬁ]?
a) determinare [Py, Qg] € [Ga, @] usando le proprieta di covarianza di Q.

Nella rappresentazione proiettiva di G indotta dalla rappresentazione banale di SO(3),
b) individuare gli operatori @, e P,.

c) Date le regole di commutazione per [H, P,], [H, J,], far vedere che H = h(P), dove h &

una funzione, e che ;%QS) = %h(P).



Fisica Matematica Avanzata, 22 IT 2014

1. Siano P e Q osservabili 1-0 rappresentate dai proiettori P e @ tali che [P, Q] = 0.

a) Determinare un operatore autoaggiunto C' e le funzioni f e g tali che P = f(C) e
Q= g(0).

b) Determinare le espressioni per le probabilitd che una misurazione simultanea di P e Q
abbia rispettivamente come coppie di risulati (1,1), (1,0), (0,1), (0,0).

¢) Far vedere che in una misurazione simultanea di P e Q il risultato 1 per P implica sempre
il risultato 1 per @ se e soltanto se P < Q.

2. a) Dato un gruppo di Lie locale G, introdurre il concetto di costanti di struttura.
Dato il gruppo SL(3,C),
b) Dimostrare che & connesso.

c) Determinare I’algebra di Lie s(3,C) di SL(3, C) come sottoalgebra di ¢(3, C).

3. a) Descrivere 'evoluzione temporale di un sistema quantistico secondo lo schema di
Schroedinger e secondo lo schema di Heisenberg.

b) Nel caso di evoluzione unitaria, ciod se 7; = Uytp con Uy unitario, derivare I’equazione

djy

e B(t)y, dove B*(t) = —B(t).

4. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un sistema
quantistico, e siano P,, J,, G, i generatori hermitiani di una rappresentazione proiettiva di
G. Date le regole [Jo, Jgl, [Ja, Psl, [Pas Ps) € [Ga, Ggl, determinare [J,, Gg] € [Ga, Ps).

5. Sia ora G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R2.
a) determinare [Jo, Qp] € [Ga, Vp] usando le proprietd di covarianza di Q e V.

Nella rappresentazione proiettiva di G indotta dalla rappresentazione banale di SO(3),
b) individuare gli operatori Q, e V.

c) Date le regole di commutazione [H, P,] far vedere che H = h(P), dove h & una funzione,
che 4QY = z2-h(P) e che 4V = 0.



Fisica Matematica Avanzata, 4 IV 2014

1. Siano A e B operatori autoaggiunti rappresentanti le osservabili quantistiche A e B, e sia

p = |1 >< 1| lo stato quantistico.

a) Dimostrare che se ogni misurazone di A ha come risultato il valore fisso Ao, allora Ay =
Aot.

b) descrivere le relazioni di indeterminazione tra A e B.

2. a) Stabilire sotto quali condizioni vale la seguente asserzione: se D : G — GL(n, K) &
una rappresentazione irriducibile di un gruppo G, allora [A, D(g)] = O per ognig € G
implica A = Al. _

b) formulare 'inverso del lemma di Schur e stabilire sotto quali condizioni & valido.
c) Verificare se GL(2,R) e GL(2,C) sono connessi.
d) Determinare lalgebra di Lie u(2) di U(2).

3. a) Descrivere 'evoluzione temporale di un sistema quantistico secondo lo schema di
Schroedinger e secondo lo schema di Heisenberg.
b) Nel caso di tempo omogeneo, cioé se p; = e *H?p,ett, far vedere che se [4,H] =0 e
Ap = Aot allora Ay = Aoty

4. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un sistema
quantistico, e siano Py, J,, G4 1 generatori hermitiani di una rappresentazione proiettiva di
G. Determinare [Jg, Jg| € [Ja, Pal.

5. Sia ora G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R®. Nella rappre-
sentazione proiettiva di G indotta dalla rappresentazione banale di SO(3), date le regole
[Jou Jﬁ]v [Jaapﬁ]’ [Ja, Gﬂ]’ [POMPE]’ [Gou Gﬁ]a [GmPﬂ]

a) individuare gli operatori posizione @, e velocita V.

b) Date le regole di commutazione per [H, P,}, [H,J,|, far vedere che se %Qg) = v
allora H = (—1/2p)A + Ey, dove A & 'operatore laplaciano.

¢) Determinare gli operatori Qg) e VY.



Fisica Matematica Avanzata, 8 IX 2014

1. Siano A e B operatori autoaggiunti rappresentanti le osservabili quantistiche A e B, e sia

p = ¢ >< 9| lo stato quantistico.

a) Dimostrare che se ogni misurazone di A ha come risultato il valore fisso Ao, allora A7 =
Aoth.

b) descrivere le relazioni di indeterminazione tra A e B.

2. a) formulare I'inverso del lemma di Schur e stabilire sotto quali condizioni & valido.
b) Verificare se U(2) & connesso.
¢) Determinare l'algebra di Lie u(2) di U(2).

3. a) Descrivere I’evoluzione temporale di un sistema quantistico secondo lo schema di
Schroedinger e secondo lo schema di Heisenberg.
b) Nel caso di tempo omogeneo, ciod se p; = e~ Hip,ei?, far vedere che se [A,H] =0 e
Arp = A\ allora Ay = Aot

4. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un sistema
quantistico, e siano P,, J,, G, i generatori hermitiani di una rappresentazione proiettiva di
G. Date le regole [J,, Jg], determinare [J,, Pgl.

5. Sia ora G il gruppo di simmetria per una particella libera localizzabile in R®. Date le
regole [Jo, Jﬁ]? [Joupﬁ]v [Ja Gﬁ}’ [POc»Pﬂ]) (G, Gl [Gmpﬁ];
a) determinare le regole di commutazione [Ga, V3], [Ja, @p], [Ja, Vs, dove Qo € Vo indi-
cano gli operatori posizione e velocita;
b) usare il teorema di Mackey per stabilire che nella rappresentazione proiettiva di G
indotta dalla rappresentazione banale di SO(3), H = (1/2u)(P2 + P} + P;) + 2(Q).



Fisica Matematica Avanzata, 29 IX 2014

1. Siano P e Q osservabili 1-0 rappresentate dai proiettori P e @ tali che [P, Q] = 0.

a) Determinare un operatore autoaggiunto C e le funzioni f e g tali che P = f(C) e
Q=g(0).

b) Determinare le espressioni per le probabilita che una misurazione simultanea di P e
Q abbia rispettivamente come coppie di risulati (1,1), (1,0), (0,1), (0,0) se lo stato &
p =l ><.

c¢) Far vedere che in una misurazione simultanea di P e Q il risultato 1 per P.implica sempre
il risultato 1 per @ se e soltanto se PQvy = P.

2. a) Individuare un sistema di coordinate per il gruppo GL(3,R) e verificare che & un
gruppo di Lie locale.
b) Verificare se & connesso.
¢) Determinare 1’algebra di Lie su(n) di SU(n) come sottoalgebra di gl(n, C).

3. a) Descrivere l’evoluzione temporale di un sistema quantistico secondo lo schema di
Schroedinger e secondo lo schema di Heisenberg.

~ b) Nel caso di tempo omogeneo, derivare le equazioni di evoluzione nei due casi.

4. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un sistema quan-
tistico, e siano (Aj, Ag, As), (A4, As, As), (A7, As, Ag) 1 generatori hermitiani dei sottogruppi
unitari a un paramentro rappresentanti rispettivamente le traslazioni spaziali, le rotazioni
spaziali, i boost di Galilei relativi ai tre assi z, y e z in una rappresentazione proiettiva di G.

Stabilire la relazione tra il commutatore [A;, A] e i generatori Ay, ... Ag.

5. Sia ora G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile in R3. Date le regole
per [Jm Jﬁ]a [Jaapﬂ}a [Pa,Pg], [Ga)Gﬂ]) [‘chGﬁL [Gmpﬂ]
a) determinare [J,, Vp] e [P,, Q] usando le proprieta di covarianza di Q e V;

Nella rappresentazione proiettiva di G indotta dalla rappresentazione banale di SO(3),
b) individuare gli operatori Q4 € V.

¢) Sotto I'ipotesi Q = V, determinare 'operatore hamiltoniano H se non vale [H, P,] = 0.



Fisica Matematica Avanzata, 25 novembre 2014

1. Sia A 'operatore che rappresenta ’osservabile quantistica A, con risoluzione dell’identita

A — F,

a) Far vedere che se lo stato quantististico del sistema & p = |1) (1| il valore misurato di A
e certamente a se e soltanto se Ay = ay.

b) Dimostrare che se A\g & un punto di discontinuitd per E), allora esiste 1y € H \ {0} tale
che Ay = Agiby.

2. Spiegare, dopo aver formulato il lemma di Schur, perché esso non si applica alla rappre-
sentazione

sinf  cosé

R:G=(®4) = GIR), 0 RE)= 220 0]
3. Verificare se i seguenti gruppi sono connessi:
(a) GL(Z,R); (b) SL(2,0).

4. a) Determinare le algebre di Lie di SU(2) e SO(3).

b) Verificare che sono isomorfe.

5. Sia G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un sistema quantistico.
a) Facendo uso del teorema di Wigner, dedurre Uesistenza di una rappresentazione proi-
ettiva g — U, di G.
b) Se G ¢ il gruppo di Galilei G, individuare, nella rappresentazione proiettiva di G, un
sistema di imprimitivita per la restrizione al gruppo di Euclide di g — U, e identificare
esplicitamente la pitt semplice rappresentazione proiettiva di G facendo uso del teorema
di imprimitivitd di Mackey.

Se il sistema fisico & una particella localizzabile
c) identificare Poperatore posizione nella rappresentazione proiettiva trovata in (b);
d) Sia U : Ly(R®) — Ly(R3?), [Uy](x) = eXh(x), dove x & una funzione reale,
Poperatore unitario che realizza una trasformazione di simmetria quantistica (S, S2)

nella pill semplice rappresentazione proiettiva di G. Trovare gli operatori S3(Q), S2(V),

Sy (H).



Fisica Matematica Avanzata, 27 IT 2015

1. Nello spazio di Hilbert H = C2, si considerino i vettori di stato |i;) = == [1}

v2 |1
_ 1|1
e |ih) = 7 [_1]~
a) Determinare gli stati quantistici p; = [¢h1)(¥1], p2 = [¥2)(¥2] € p = 3(p1 + p2).
b) Sia {|1), |p2)} una base orto-normale di C? e poniamo p; = |p1){p1], P2 =

|02) (2| Verificare che 2 501+ p2) = (p1 + pg).

2. Sia (51, S2) una trasformazione di simmetria quantistica. Dimostrare che se {4}
& una successione di operatori auto-aggiunti che converge debolmente all’operatore
autoaggiunto A, cioe se lim, oo(¥ | A,) = (¥ | AY) per ogni ¢ € H, allora la
successione {S2(A,)} converge debolmente a Sa(A).

3. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di simmetria per un sistema quantistico, e

sia U, I'operatore che realizza la corrispondente trasformazione di simmetria quan-

tistica (Sé”, 552)) in accordo col teorema di Wigner, per ogni g € G.

a) Dimostrare che ogni U, & un operatore unitario e che la corrispondenza g — U,
& una rappresentazione proiettiva.

b) Determinare le regole di commutazione [J,, J5].

¢) Individuare nella rappresentazione proiettiva un sistema di imprimitivita rispetto

alla restrizione di g — U, al gruppo di Euclide £.

4. Siano @1, @2, Q3 gli operatori posizione di una particellla libera localizzabile.

a) Determinare le regole di commutazmne [V, Qsls [Py Qpl, [Ga, Qs

Nella pitt semplice rappresent;%ToEe prmettlva di G ottenuta col teorema di imprim-

itivita,

b) Dimostrare che si ha Qo = Go/p, Py= —z’—a%.

c) Siano Vi, Vs, V3 operatori auto-aggiunti che commutano, tali che [F,, Vs3] = 0,
[Ja, V3] = i€apy V5, [Ga, V3] = i043. Dimostrare che V, = P, /p.

d!) Determinare le regole di commutazione [Py, Qg [Ja, Qal, [Ga, Qs).

e!) Dimostrare che iQa =0.

f!) Determinare I'operatore hamiltoniano H.
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1. Sia A 'operatore che rappresenta ’osservabile quantistica A, con risoluzione dell'identita

A — E.

a) Far vedere che se lo stato quantististico del sistema & p = 3 ;) (15[, con [[¢;]| = 1, il
valore misurato di A & certamente a se e soltanto se Av; = a; per ogni j.

b) Dimostrare che se \g & un punto di discontinuita per E), allora esiste 1 € H \ {0} tale
che Avy = Agilp.

2. Stabilire un omomorfismo suriettivo tra SU(2) e SO(3).

3. Sia G un gruppo di trasformazioni di simmetria per un sistema quantistico.
a) Faccndo uso dei teorema di Wigner, dedurre 'esistenza di una rajppresentazione proi-
ettiva g — U, di G.
b) Se G & il gruppo di Galilei G, individuare, nella rappresentazione proiettiva di G, un
sistema di imprim‘tivitd per la restrizi ne al gruppo di Ev-lide di ¢ — U, e identificare
esplicitamente la pill semplice rappresentazione proiettiva di G facendo uso del teorema
di imprimitivita di Mackey.

4. Se il sictema fisice: del quesito 3) & va particella localizzabile, nella rappresc.tazione

proiettiva del punto 3.b)

a) identificare I'operatore posizione Q.

Se (S1,5,) & una trasformazione di simmetria quantistica indotta da un operatore unitario

U tale che |(U)(x)| = |[¢(z)| per ogni ¢ € Ly(R?).

b) Dimostrare che [Q,,U] = 0 e che U = ¢X(®) dove x & una funzione reale;

c¢) determinare gli operatori S2(Qy), S2(Pa), Sa(H).
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1. Siano P e Q osservabili 1-0 rappresentate dai proiettori P e @ tali che [P, Q] = 0.

a) Determinare un operatore autoaggiunto C' e le funzioni f e g tali che P = f(C) e
Q=g(0).

b) Determinare le espressioni per le probabilitd che una misurazione simultanea di P e Q
abbia rispettivamente come coppie di risulati (1, 1), (1,0), (0,1), (0,0).

c¢) Far vedere che in una misurazione simultanea di P e Q, nello stato p = |¢)(¢], i risultati

coincidono sempre se e soltanto se se e soltanto se Py = Q1.
2. Stabilire un omomorfismo tra SU(2) e SO(3).

3. Sia data una rappresentazione proiettiva del gruppo di Galilei G.

a) Indicati con Ay, A, ...., Ag i generatori hermitiani della rappresentazione, stabilire la re-
lazione che esprime i commutatori [A;, Ag] in termini di costanti di struttura.

b) Date le regole di commutazione [J,, Jg|, determinare [J,, Pg].

c¢) Dimostrare che nella pili semplice rappresentazione proiettiva del gruppo di Galilei G
ottenuta usando il teorema di imprimitivita esiste un unico sistema di imprimitivita

rispetto alla restrizione della rappresentazione al gruppo di Euclide &.

4. Sia ora G il gruppo di simmetria per una particella libera localizzabile in R3.

a) determinare [Py, Qg| e [Ja, @s] usando le proprieta di covarianza di Q.

Nella rappresentazione proiettiva di G indotta dalla rappresentazione banale di SO(3),

b) individuare gli operatori Qq € Q.
C) Dimostrare che J3 = Q1P2 — QQPl.
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0 1 0
1.SiaA={1 0 O ] la matrice che rappresenta una osservabile A di un sistema quantistico
0 0 1

nello spazio di Hilbert H = C3.
a) Trovare la risoluzione dell’identita di A.

b) Determinare i possibili risultati di una misurazione di A.
1

¢) Se lo stato & rappresentato da p = [1) ()| dove ¢ = [0

] , determinare la probabilita di
0

ottenere ognuno dei valori possibili.

d) L’operatore B = (A + 1) rappresenta un’osservabile 1-07

2. a) Descrivere evoluzione temporale di un sistema quantistico secondo lo schema di
Schroedinger e secondo lo schema di Heisenberg.
b) Nel caso di tempo omogeneo, cioe se (py, );, = P, +1,, derivare le equazioni di evoluzione

quantistica per gli stati e le osservabili:

d t dAt
W %y, @) Lr=imal

3. Sia U : G — U(H) una rappresentazione proiettiva del gruppo di Galilei G in H.

a) Indicati con A, Ay, ...., Ag 1 generatori hermitiani della rappresentazione, stabilire la re-
lazione che esprime i commutatori [A;, Ax] in termini di costanti di struttura.

b) Date [Ja, J5, [Jas Psly [Pas Psls [Jas Gsl, [Gas Ggl, [Gas Pg] per i generatori hermitiani, in-
dividuare un sistema di imprimitivita F per la restrizione della rappresentazione proiet-
tiva al gruppo di Euclide e identificare esplicitamente la pitt semplice rappresentazione
proiettiva di G facendo uso del teorema di imprimitivita di Mackey.

Sia H anche lo spazio di Hilbert della teoria quantistica di un sistema che possiede tre

osservabili rappresentate dagli operatori Q,, o = 1,2, 3 tali che [Q, Qs] =0,

i) [Qp, Pal = 10ap; [Jas Qpl = i€apyQy; [Gas Qo] = 0,

i) [Ga, Qs] = 10ag, [Pay Q] = 0, [Ja, Qs) = i€apyQy-

Dimostrare che

c) Q =F, dove F ¢ il sistema di imprimitivita del punto (b).
3
1
d) Esiste una funzione ®(x1, s, z3) tale che H = % ZPO% + 2(Q)
[

ﬂQa - Q17Q27Q3)
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0 0 =2
1. Sia A = 0 0| la matrice che rappresenta una osservabile A4 di un sistema quan-
—i 00

tistico nello spazio di Hilbert H = C3.

a)

b)

2)

b)

c)

Determinare i possibili risultati di una misurazione di A e la risoluzione dell’identita di

A. .
Se lo stato & rappresentato da p = [))(¢[ dove ¢ = [0

} , determinare la probabilita di
0

misurare tin valore non nullc.

L’operatofé‘""AZ‘A--rappresenta ‘un’osservabile 1-07

. Si consideri I’evoluzione temporale di un sistema quantistico nel caso di tempo omogeneo.

Usando il teorema di Wigner e di Stone, far vedere che esiste un operatore hermitiano
H tale che

W i mmy, @ Y=imal
Sia A un operatore autoaggiunto tale che [A, H] = 0, e a indichi il risultato di una
misurazione dell’osservabile rappresentata da A. Far vedere che per ogni intervallo
(A1, A2] € R la probabilitd che a € (A1, A2] indipendente dal tempo ¢ in cui si effet-

tua la misurazione.

. Sia ‘H lo spazio di Hilbert di una particella libera localizzabile e U : G — U(H) una

rappresentazione proiettiva del gruppo di Galilei G in H.

Usare il teorema di Wigner e di Stone per dimostrare ’esistenza di una rappresentazione
proiettiva U : G — U(H) del gruppo di Galilei G.

Date [Ja, J5, [Ja; Ps)s [Pas Ps)s [Jas Gals [Gas Gl [Ga, Pa] per i generatori hermitiani, iden-
tificare esplicitamente, usando il teorema di imprimitivita, la pit semplice rappresen-
tazione proiettiva di G.

Se Q & la terna degli operatori posizione, date [Qg, Ps] = 0ag, [Jo, Qs = i€asy Qs
[Ga, Qa] = 0, [Ga, Q5] = i0up, [Pa, Q5] =0, [Ja, Qs] = ieaﬂyQﬁ,, dimotrare che

: d
(1) Qu= i‘Pa, (4) H = ZP2 +cl, (di1) :ftja = 0.
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1. a) Si dimostri che un operatore densita p rappresenta uno stato puro se e
soltanto se & un proiettore ortogonale di rango 1.

. 0 1

b) Sia A = [—i 0

quantistico nello spazio di Hilbert H = C?. Determinare i possibili risultati di

la matrice che rappresenta una osservabile A di un sistema

una misurazione di A e le probabilita di ottenere ognuno dei valori possibili se

lo stato & rappresentato da p = [¢) (| dove ¥ = [(1)}

2. a) Spiegare, dopo aver formulato il lemma di Schur, perché esso non si applica

alla tappresentazione R : G = (R, +) — GL(2,R), 0 — R(0) = Zi:z _C(S)lsnee}

b) Provare che in un gruppo di Lie abeliano le costanti di struttura sono nulle.

3. Sia il gruppo di Galilei G il gruppo di simmetria per una particella localizzabile
e H lo spazio di Hilbert della sua teoria quantistica.

a) Usare il teorema di Wigner e di Stone per dimostrare 'esistenza di una rapp-
resentazione proiettiva U : G — U(H) del gruppo di Galilei G.

b) Date [Ju, Js), [Ja Psls [Pas Ps), [Ja, G, [Ga, G| per i generatori hermitiani, di-
mostrare che [Go, Ps] = i16,5 € che e'Ca¥ Pge™"Ce = Py — §,ppiu.

¢) Date, oltre alle [Ja, J3), [Ja, Psl, [Pas Pal, [Ja» Gl [Ga, Ggl, le regole [P., Qsl,
[Ja, Qpl; [Ga, Qp) per I'operatore posizione Q, introdurre le condizioni per de-
terminare I’operatore hamiltoniano H nella piti semplice rappresentazione proi-
ettiva di G.

d) Spiegare perché, nella rappresentazione al punto (c), la costante p del punto

(d) non puo essere nulla.

4. Sia H = %AQ + %BZ loperatore hamiltoniano di un sistema quantistico, con
[A, B] = 1.

a) Scrivere ’equazione dinamica per 'osservabile B al tempo t.

dB®) _dc®
0 lt:o eD= g 1t=0-

b) Determinare esplicitamente gli operatori C' =
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1. Von Neumann ha dimostrato che per ogni valore d’aspettazione v esiste un
operatore lineare p tale che v(A) = T'r(pA), per ogni A.
Dimostrare che p & unico, che Tr(p) = 1 e che p > 0.

2. Sia (S1,5:) una trasformazione di simmetria quantistica.
a) Dimostrare, senza far uso del teorema di Wigner, che

S1: S(H) — S(H) & un isomorfismo convesso, e

che Sy : Q(H) — Q(H) & lineare.
b) Dimostrare che Sy & debolmente continua, cioe che

se per ogni v si ha lim,_,« (1| A1) = (Y| AY),

allora per ogni ¢ si ha lim, . (p|S2(An)e) = (©|S2(A4)p).

3. Sia il gruppo di Galilei G il gruppo di simmetria per una particella localizzabilel

e 'H lo spazio di Hilbert della sua teoria quantistica.
a) Usare il teorema di Wigner per dimostrare l’esistenza di una rappresentazione

proiettiva unitaria U : G — U(H) del gruppo di Galilei G.

b) Date [Ja, J5l, [Ja, Psl, [Pa, Ps] per i generatori hermitiani, determinare [J,, Gg|, [Ga, Ggl,

[Gaa P ﬁ]'

c) Date, oltre alle relazioni di commutazione del punto (b), anche [H, P,], [H, J,],
determinare, nella pit semplice rappresentazione proiettiva di G, 'operatore
hamiltoniano H, facendo uso delle relazioni di covarianza.

d) Spiegare perché, nella rappresentazione al punto (c), la costante p del punto

(b) non puo essere nulla.

4. Sia il gruppo di Galilei G il gruppo di simmetria di un sistema isolato, non nec-
essariamente localizzabile, e siano date [Jy, Jg], [Ja, Ps)s [Pa; Psl, [Ja, Ggl, [Ga, G4l

G, Pg]. Dimostrare che, nella piti semplice reappresentazione proiettiva di G, se
B p

[Go, H] = iP,, allora H = fﬁ% + B,
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1. Dimostrare che se uno stato quantistico e rapprentato da un proiettore p, allora

p ha rango 1 e lo stato e puro.

2. a) Descrivere I’evoluzione temporale di un sistema quantistico secondo lo schema
di Schroedinger e secondo lo schema di Heisenberg.
b) Sia p;(A) la probabilita di ottenere un risultato a € A da una misurazione
di un’osservabile A effettuata al tempo ¢. Nel caso di tempo omogeneo, cioe se
p: = e Hipettt far vedere che se [A, H] = 0 allora p;(A) = po(A).

3. Sia il gruppo di Galilei G un gruppo di simmetria per un sistema quantistico, e
sia g — U, la rappresentazione proiettiva che realizza le trasformazioni di simmetria
quantistica (Sg(l), Séz)) in accordo col teorema di Wigner, per ogni g € G.

a) Determinare la relazione che esprime il commutatore [A;, Ax] di una coppia di
generatori hermitiani della rappresentazione proiettiva come combinazione dei
generatori stessi.

b) Date le regole per [Jy, Jgl, [Ja, Psl, [Ja, Gal, [Pa, Psl, [Ga, Gsl, [Ga, Psl, indi-
viduare nella rappresentazione proiettiva un sistema di imprimitivita rispetto
alla restrizione di g — U, al gruppo di Euclide £.

c¢) Nella rappresentazione proiettiva di G indotta dalla rappresentazione banale di
SO(3), dimostrare che se [H, P,] =0e [H,G,] = —iP, allora H = (—1/2p)A +
Ey, dove A & operatore laplaciano e Fy € una costante reale.

d) Se il sistema & una particella localizzabile in uno spazio identificabile con R3,

individuare gli operatori posizione (), e velocita V.

4. Nella pit semplice teoria quantistica di una particella libera localizzabile del

quesito 4, sia U : Ly(R?®) — Ly(R3) un operatore unitario tale che |(Uv)(x))| =

|1(x)| quasi ovunque su R3.

a) Dimostrare che [U,Q,] = 0 e che (Up)(x) = eXXq)(x) quasi ovunque su R?,
dove x € una funzione reale.

b) Determinare S(Q.), S(P.), S(H), dove A — S(A) = UAU" & la trasfor-

mazione delle osservabili indotta dall’operatore unitario .
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0 0 1
1.SiaA=|0 1 O] la matrice che rappresenta una osservabile A di un sistema quantistico
1 0 0

nello spazio di Hilbert H = C3.
a) Trovare la risoluzione dell’identita di A.

b) Determinare i possibili risultati di una misurazione di A.
1
c) Se lo stato & rappresentato da p = [¢) (| dove ¢ = |:O} , determinare la probabilita di
0
ottenere ognuno dei valori possibili.
2.a) Far vedere che se lo stato quantististico del sistema & p = Y oo (1/2)"|¢,)(¢n|, con
|¥n |l = 1, il valore misurato di un’osservabile quantistica A & certamente a se e soltanto
se A, = ai, per ogni n.
b) Dimostrare che se Ay & un punto di discontinuita per la risoluzione dellidentita E)
dell’osservabile quantistica A, allora esiste 1y € H \ {0} tale che Ay = Ao%y.

3. Sia U : G — U(H) una rappresentazione proiettiva del gruppo di Galilei G in 'H.
a) Indicati con Aj, A,, ...., Ag 1 generatori hermitiani della rappresentazione, stabilire la re-

lazione che esprime i commutatori [A;, Ax] in termini di costanti di struttura.

Sia ora G il gruppo di simmetria di una particella localizzabile.

b) Date, oltre alle [Ju, J5], [Jas Psl; [Pay Psl, [Jas Gsl, [Ga, Gal, [Ga, Psl, le regole [Py, Qg
[Ja, Qpl, [Gas Qp] per Voperatore posizione Q, dimostrare che Q = G/p.

c) Stabilire le regole di commutazione [H, P,], [H, J,] € determinare esplitamente 'operatore
H.

4. Siano A e B ooperatori autoaggiunti tali che [4, B] =1, e sia H = %A2 + %B2 I'operatore
hamiltoniano del sistema.

a) Scrivere l’equazione dinamica per le osservabili A e B al tempo ¢.

dB(®) _dA®
i ‘t:o eD = dt |t:0'

b) Determinare esplicitamente gli operatori C =

c!) Determinare A® ¢ B®.



