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6 Capitolo 1: Richiami sul formalismo lagrangiano

1.1 Introduzione

La dinamica newtoniana € un’ottima teoria dei sistemi meccanici e, tramite una
strutturazione lineare e concisa, descrive appieno la realta che ci circonda. Tutta-
via, per sistemi particolari, utilizzare la dinamica newtoniana puo rilevarsi molto
difficile. Questi sono i casi in cui sono presenti sistemi complessi vincolati: il
sistema si evolve nel tempo, variando le sue caratteristiche spaziali, ma queste
sono vincolate a soddisfare equazioni particolari. Per questo motivo, a volte,
utilizzare la dinamica newtoniana comporta uno studio lungo e faticoso e non

sempre diventa possibile scrivere tutte le equazioni del moto.

Si prenda in esame un sistema di N punti materiali Py, .., Py, con
massa rispettivamente m,, .., my. Le loro posizioni nello spazio, rispetto ad un
sistema di riferimento inerziale, sono individuati dai rispettivi vettori posizione,
cioe:

Ty = (Ijvyjazj)y ] = 1, 7]\f

Se i punti si muovono nello spazio, le varie coordinate saranno funzioni del

tempo:
ri(t) = (z;(t),y;(t), 2(t)), j=1...N.

Poiché ogni vettore posizione ¢ identificato dalle sue tre componenti, che sono le
coordinate cartesiane del punto che esso indica, ne consegue che il sistema degli
N punti & individuato da 3N coordinate cartesiane. Tra queste 3N coordinate
possono sussistere delle relazioni come conseguenza di eventuali vincoli a cui 1
punti materiali sono soggetti. Il formalismo lagrangiano [6] ¢ efficace nello stu-
diare un sistema che si evolve nel tempo trascurando i vincoli; questo € possibile
attraverso variabili che includano i vincoli nella loro stessa definizione, chiamate

variabili lagrangiane.

Queste variabili non sono sempre variabili spaziali dei punti che com-
pongono il sistema: possono anche avere natura totalmente diverse. Nel seguente

esempio si capisce meglio questo concetto.
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Esempio 1.1.1 Si consideri un punto materiale che é vincolato a muoversi lungo
una traiettoria circolare che soddisfa I’equazione x* +y* = 1. Si richiede di

scrivere le equazioni del moto.

Gia da un primo impatto, non sembra una cosa davvero facile, se si
considerano come variabili x(t) e y(t). Per poter scrivere le equazioni del
moto, bisogna scrivere la relazione ¥ = ma. Il problema sorge quando si in-
clude il vincolo: la reazione vincolare della traiettoria, infatti, non é un valore
fisso, ma varia a seconda della velocita del punto materiale. Quindi diventa

particolarmente complicato riuscire a ricavare le equazioni del moto. Se invece

Y A

o

Figura 1.1: Circonferenza 2 4 ¢y* = 1

si considera come variabile del moto 0(t) (ovvero I’angolo di rotazione) non
serve calcolare forze vincolari: ad ogni tempo si conosce la posizione del punto
materiale. In questo caso, 0 é una variabile lagrangiana. Inoltre 6 non ha
dimensioni spaziali ma, essendo un angolo, ¢ un numero adimensionale. Questo
dimostra come, cambiando variabile di studio (che non abbia per forza le stesse
dimensioni delle precedenti), si riesca a studiare il sistema in maniera semplice.
Inoltre se prima si avevano due variabili corrispondenti a due gradi di liberta,

ora si ha solo una variabile.
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Quindi invece delle coordinate cartesiane, la posizione di un sistemadi N pun-
ti puo essere fissata mediante le cosiddette coordinate lagrangiane. In genera-
le il numero minimo di grandezze indipendenti che servono per determinare la

posizione del sistema, si chiamano gradi di liberta del sistema; se il sistema ¢

sottoposto a k& vincoli olonomi, sono necessarie n = 3N — k variabili per de-
scivere il moto. Si consideri allora le n grandezze qq,..,q, che caratterizzano
la posizione del sistema e che vengono chiamate coordinate generalizzate o coor-
dinate di Lagrange. Esse, tralasciando la considerazione dei vincoli e considerate
funzioni del tempo, si presentano come coordinate strettamente sufficienti a de-
terminare la posizione del sistema di punti e a descriverne il moto. Quindi in
un sistema di N punti materiali, soggetto a vincoli olonomi, ¢ possibile scrive-
re i vettori posizioni dei punti P, .., Py come funzioni di un numero finito di

coordinate indipendenti gy (t), g2(t), ..., ¢, (t) ed eventualmente del tempo:

;

z; = 2i(qu(t), ..., qu(t), t
yi = yilqu(t), .o, qu(t),t) i=1,..,3N (1.1.1)

zi = 2i(q1(t), .oy gu(t), 1).

\

Con notazione piu compatta la (1.1.1) si presenta come

T :%l(Ql(f)vvqn(f)vf)v (112)

per le quali la matrice jacobiana

0%
1=1,..3n; h=1..n
(8%)

abbia determinante non nullo (o rango massimo n). Cio significa che i vettori
g—; = (2—;,2—;,2—;) 1=1,.,3n; h=1,.,n
che costituiscono le colonne della matrice considerata, sono linearmente indipen-
denti; tale condizione assicura che la trasformazione € invertibile almeno local-
mente, con inversa anch’essa regolare. Dalla (1.1.2) si ottiene, per derivazione,
I’estensione della trasformazione alle velocita:
dz;
dt

. o7 oT;
h
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Le nuove variabili ¢y, ..., ¢, 41, .., ¢, sono legate alle vecchie variabili

T1,..., Ty, V1, .., v, dalla seguente relazione che sta alla base del formalismo

lagrangiano:

NG =q(x,v,t) (1.1.4)

t=1t(X,v,t) =t

\

Il sistema & lagrangiano se esiste una funzione L£(X,v,t) di 2n+ 1 variabili

(z;,v;,t) tale che I’equazione del moto ¢ soddisfatta se e soltanto se :

FTRRR T

1.2 Proprieta di invarianza delle equazioni di Lagran-

ge

Il modo stesso in cui sono dedotte le equazioni di Lagrange per un sistema di
punti materiali implica che le equazioni del moto hanno sempre e comunque la

forma

doL oL

dtdv 0
in qualunque sistema di coordinate, ovvero che le equazioni di Lagrange sono
invarianti in forma per cambiamenti di coordinate. Tale proprieta vale per siste-
mi lagrangiani generali. Precisamente, se si considera la trasformazione di coor-

dinate (eventualmente dipendente dal tempo) di (1.1.2) alle nuove coordinate

(1.1.4), la nuova lagrangiana diventa:

L(q,q,t) = L(X(q,1),v(q,4,1), )
Il teorema, che assicura I’invarianza in forma delle equazioni di Lagrange, ¢ il

seguente:

Teorema 1.2.1 Sia data la lagrangiana L(X,v,t); si consideri un cambiamen-

to di variabili (1.1.2) tale che la sua matrice jacobiana abbia determinante
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nullo, e sia (1.1.3) la sua estensione alle velocita. Sia infine [I(q, q,t) lala-
grangiana ottenuta da L per sostituzione di variabili. Allora q(t) ¢ soluzione
delle equazioni di Lagrange associate a L, se e solo se il corrispondente x(t),
immagine di q(t) attraversole (1.1.2), é soluzione delle equazioni di Lagrange

corrispondenti a L.

Questo teorema dimostra la proprieta di invarianza in forma delle equazioni di
Eulero-Lagrange, che & una proprieta fondamentale per questa equazione. In-

fatti spiega che il moto nelle nuove variabili soddisfa le equazioni di Lagrange
associate a L: R B
T
dt og  9q’

In particolare se il moto di un sistema segue le equazioni di Lagrange in un

1=1,..n

sistema di coordinate, allora esso segue le equazioni di Lagrange in qualunque
altro sistema di coordinate. Nel senso che esse mantengono la forma di equazioni
di Lagrange, relative alla lagrangiana £ trasformatadi £, in ogni altro sistema

di coordinate.
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2.1 Introduzione

Si consideri un punto materiale della dinamica newtoniana. Per poter formu-
lare una teoria dinamica in termini lagrangiani, bisogna innanzitutto trovare la

lagrangiana del sistema.

Definizione 2.1.1 Per un punto materiale non relativistico, la lagrangiana ¢ una

funzione che vada R" — R
L:RT—R, L(qw,s), 2.1.1)

con q=(&,n,¢) e w=(wg,wy,w.), tale che l’equazione del moto del punto

materiale:
dv

m— =F,

dt

dv . . : .
dove — & [’accelerazione e F é la forza di Newton sia equivalente alle

dt

equazioni di Eulero-Lagrange:

d oL . oL ,
d—ta—%(x(t)ax(t)at) = 8—5(?{(75):?((75):75)
d oL . oL .
d oL . oL .

| 3t B, (1 X(0), 1) = Zo (x(0). %(). 1)

Per allegerire il formalismo, scriveremo la lagrangiana (2.1.1) come funzione
delle variabili (x,v,t) invece che delle variabili (q,w,s) come si dovrebbe
correttamente fare da un punto di vista formale. Allora le equazioni di Eulero-

Lagrange saranno scritte come

d oL . oL

gg% (x(t), x(t),t) = g(x(t),k(t%ﬂ
d oL . oL .
|2 (x(0)5(0).1) = 25 ), (0,1

quando cid non provoca ambiguita. L’intepretazione corretta della (2.1.3) ¢

ovviamente data dalla (2.1.2).



2.2 Lagrangiana di forze conservative 13

Trovare la lagrangiana, quindi, significa trovare una funzione L, tale

che data una legge del moto teorica x(t), le equazioni:

dv(t)
m—= = F(x(t),v(t),t)

sono soddisfatte se e solo se la stessa x(#) soddisfa le equazioni di Eulero-

Lagrange (2.1.3), cio¢ se le equazione del moto sono equivalenti a quelle di

Eulero-Lagrange.

Osservazione 2.1.1 Se la lagrangiana L esiste per un determinato sistema,
essa non ¢ unica. Da notare che siccome nell’equazione di Eulero-Lagrange

compaiono delle derivate, I’aggiunta di una costante non cambia le equazioni.

Una volta trovata una lagrangiana di un sistema £, si ¢ in grado di scrivere le
equazioni del moto di quel sistema in qualsiasi sistema delle coordinate lagran-

giane, per il teorema precedentemente trattato nel capitolo 1, che stabilisce:

%(g—gm@,q@ 0.1-9) - 2@, at@ a0t -1

Lo scopo del seguente lavoro ¢ presentare un metodo per trovare la
lagrangiana di un sistema: cio¢ trovare una funzione L, per cui le equazioni del
moto risultano essere equivalenti a quelle di Eulero-Lagrange in quel sistema di
coordinate. I vantaggi della formulazione lagrangiana della dinamica consentono
una potenza di calcolo molto maggiore rispetto alla formulazione newtoniana e

nella possibilita di semplificare la scrittura delle equazioni del moto del sistema.

2.2 Lagrangiana di forze conservative

La lagrangiana di un punto materiale governato da forze conservative ¢ la quan-
tita

L=T-U (2.2.4)
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dove T' ¢ I’energiacineticae U ¢ I’energia potenziale.

Quello che si andra a dimostrare ¢ come si pud arrivare a questo risul-

tato.

Un modo di procedere ¢ di sostituire la (2.2.4) nelle equazioni di

. : . dv
Eulero-Lagrange e verificare se si ottengono le equazioni del moto meo = F.
Questo metodo perd non ha efficacia pedagogica e inoltre non fornisce un meto-

do per determinare la lagrangiana in altri sistemi.

Di seguito si seguira un metodo che puo essere applicato ad altri siste-

Si parte dall’equazione del moto del punto mobile !

dv,,
_F, 225
m— ( )

bisogna trovare £ in modo che (2.2.5) sia equivalente a

d (oL oL
- <d7> =5 (2.2.6)

Analizzando il primo membro di (2.2.5) e (2.2.6) si notera che i primi mem-

: : : oL . L . :
bri sono equivalenti se 0. = mu,. Questo ¢ possibile se viene definita una
T

1
funzione £; = —m(v? + v + v?) tale che = mu,.
1 92 ( T Y z) 8Ux x

Quindi se si considera la funzione L£; definita sopra, si ottiene:

d (0L,
E(m) ) (2.2.7)

Inolte, siccome si sta operando su un sistema governato da forze conservative,

dalla definizione di forze conservative si ha:

ou

quindi la (2.2.7) diventa

i oL, __8_U(Xt)$i oL\  0(-U)
dt\ ov, )] Oz dt\ ov, ] Oz

lviene scritta 1’equazione relativa solo alla coordinata  in quanto il procedimento & uguale

anche per le coordinate y e z
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Definendo una funzione £y = —U(x,t) dipendente quindi da x e t allora
d (0L, 0L,
— = —. 2.2.8
dt <dui > Ox ( )

La (2.2.8) non ¢ I’equazione di Eulero-Lagrange perche £, # L5, pero sicco-

1 9]
me L, = §mv§ dipende solo dalla velocita, allora 8_1 = 0, mentre —= =0
x Uy
dato che I’energia potenziale non dipende dalla velocita.
o . . d Lo
Quindi con questa premessa, aggiungendo a sinistra Py senza al-
Vg
oL oL
terare 1’equazione dato che 3 2 =0 e a destra 8_1 dato che anch’essa ¢
Uy x
nulla, la (2.2.8) diventa
d (9L, n OLy\ 0L, L 0Ly
dt\ v, Ov, ) Ox or
d (O(Ly+ Ly) O(Ly + L)
——F | = — 229
dt ( 0v, oz ( )

La (2.2.9) e ’equazione di Eulero-Lagrangese £ =L+ Ly =T —U.

Tuttavia non sempre le forze di un sistema che si sta analizzando sono

conservative. Infatti se le forze dipendono anche dalle velocita, la lagrangiana
L=T-U

non va bene, perche non si puo definire U da cui dipende la forza.

A seguire, nel prossimo paragrafo si considerera un sistema governato
da un importante classe di forze non conservative per la determinazione della

lagrangiana.

2.3 Lagrangiana di una carica in un campo di forze

elettromagnetico

Nel parafrago precedente si ¢ giunti alla conclusione che in un sistema governato

da forze conservative, la lagrangiana ¢

L=T-U.
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Quello che bisogna fare ora € considerare un sistema governato da forze non

conservative e trovare la lagrangiana del sistema stesso.

Un caso che si conosce bene in cui le forze non dipendono solo dalla
posizione x, sono le forze elettromagnetiche. Sempre in un regime non relativi-
stico, si considera una carica e con massa m, I’equazione del moto della carica
immersa in un campo elettromagnetico ¢ corrisplondentemente alla componente

X:
- dv,,
dt

=F, =¢e[E, + (vAB),] =e(E, +v,B, —v,B,).

Nella forza di Lorentz compare la velocita, di conseguenza non si pud indicare

come lagrangiana £ =" — U in quanto non si riesce a definire U.

Allora si riprende dall’inizio il modo di procedere seguito per le forze

) 1
conservative, definendo £, = §mv2.

d
amvz =F,=e(bE, +v,B, —v.B) =

j%@vx -

LAOE [0 oA (oA | 0A (04 04
dt Ov, oxr Ot Y oy © 0z Y ox “ox )|

(2.3.10)

d oL, [ékb 0A, y (8Ay 6A$> ((‘jAw 8Az>]
Y Yz -

o Ot Or Oy 0z Ox

Osservazione 2.3.1 Il campo elettrico e il campo magnetico hanno dei poten-

ziali che permettono di ottenere i campi derivando proprio questi potenziali:

L 00 0A 04, 04, A, 0A.

or ot’ T oz oy Y 9z oz’

0A, L 0A,
Ay © 0z

Si considera la quantita (vy ) nella (2.3.10) se si aggiunge

v,——, Si ottiene:
ox

y 8Ax+v an+v 0A
T ox Y oy z

s =v-VA,.
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xT

ox

Allora aggiungendo e sottraendo la quantita v,

alla (2.3.10), non si altera

I’equazione e si ottiene:

d oLy e{ dp  0A; 0A, 0A, 0A, 0A, 0A, 5)Ax} B

dt ov, ox ot + Uyg Yy oy B vzﬁ_z ve ox + %87 T ox
B [0J0) OA  0A,| 0o dv-A) 0A,
‘6{ gV VATV g 81&}_6[ gV VAT TG ot |
Si nota che
0A, 0A,dr 0A,dy O0A,dz 0A, dA,
. AI —_— — — —_— prm—
vV T (837 at oy dt | on dr 816) it
quindi
d 0L, 0 dA,
— =—c|l—(p—v-A)) — )
dt Jv, e<8x(¢ M )> “at

Lo scopo ¢ quello di scrivere questa equazione nella forma di equazione di

Eulero-Lagrange. Un primo passo ¢ stato fatto introducendo £, = T"; quindi

ora introducendo Lo = —e(¢ — v - A) si ottiene
doLy 0 dA, 0Ly  dA,
@ — Y elb—v- A — — —
o, ~ar OV Al e s e T

d (9L, L,
= E(a +€Ax) = o

La quantita eA, si pud riscrivere come %(ev - A), ottenendo
d( 0 0
e CA) ) = = .
dt(&vx(ﬁl—'_eV )> oo\ F1 T )
d L. d
Ma 5 (ev-A) = 85; poiche 82‘2 = 0; quindi

d( 0 0

Quindi I’equazione del moto non relativistica di una particella ¢ equivalente a

quelle di Eulero-Lagrange, se si prende come lagrangiana del sistema

£:£1—|—£2=%mv2—e(¢—v-A). (2.3.11)

Anche questa volta il metodo ha avuto successo nel determinare la lagrangiana

nel caso non relativistico.
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3.1 Lagrangiana relativistica non covariante

In questo paragrafo si dedurra la formulazione della dinamica lagrangiana di una
carica lentamente accelerata da un campo elettromagnetico nel caso relativistico.
Il metodo segue la traccia definita nel capitolo 2 per la dinamica newtoniana:

partire dall’equazione del moto e individuare la lagrangiana.

3.1.1 Formulazione lagrangiana relativistica non covariante

L’equazione del moto di una particella (carica e e massa mg) lentamente
accelerata da un campo elettromagnetico ¢

d Uy

Sul secondo membro di questa equazione si operera come per il caso non relati-
vistico, quindi si ottiene:
d v, 0 dA,

mogj = %[—6(@ —Vv-A)—e dt

c2

(3.1.2)

Il ragionamento da ripetere ¢ lo stesso del caso newtoniano, purche si individui-
no opportune funzioni £; e L,. Nel caso non relativistico £, era I’energia

o 01 _
cinetica ed era stata scelta perché — —mwv? = mw,. Adesso la funzione £,

vy 2

deve essere tale che

oL

L ot (3.1.3)
Oy 2
c2
. . s 1 - .. aLl 1
ma non solo, in aggiunta c’¢ bisogno anche della condizione T 0.
x

Queste sono le condizioni che servono. Non risulta difficile trovare una funzione

che soddisfi le suddette condizioni.

Si parte da (3.1.3) e si integrano rispetto a v entrambi i membri:

8£1 _/ moUyg do =

v,

lil motivo di questa scelta sara chiaro pit avanti
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U2
= Li=M/1-S+e (3.1.4)

Derivando tale equazione rispetto a v:

0L, _ A (3.1.5)

ov 2
T 02 _ Z_z

e uguagliando la (3.1.5) con (3.1.3) si ottiene

— AUy MUy

c2\/1—g—§ \/1—2—5

cioe
A\ = —myc?.

Sostituendo tale valore nella (3.1.4), ed osservando che la presenza di una co-

stante additiva nella lagrangiana ¢ irrilevante per la dinamica della particella, si

ha:
/ 72
£1 = —m002 1-— U—
C

L’equazione trovata, equivalente all’equazione del moto, ¢:

doL, 0 A,
dt v, _O_x[_e(¢_V'A)]_€ 7t =

d 0L, dA, 0
T dou, Cdt 5l C@ =V A) (3.1.6)

dA, d .
Riscrivendo tale equazione, sapendo che e FTal 52% (ev-A) e sostituen-
dolo al primo membro di (3.1.6) si ha:
d o 0
- ‘A) = —[—e(p—Vv-A). 1.
7 0o (L1 +ev-A) dl[ e(p—v-A) (3.1.7)

Quindi si ¢ giunti alla stessa identica situazione del caso non relativistico; 1’u-

nica cosa che cambia € £;. Rifacendo i calcoli come nel caso non relativi-

stico, (prendendo come Ly, = —e(¢ —v-A) e aggiungendo la quantita nulla
oL
8_1 = 0 al secondo membro di (3.1.7) senza alterare in alcun modo I’equa-
x
zione), la (3.1.7) riscritta diventa
d o0 0
(L1 4 Ly) = — (L1 + L2).

dt OV, or
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L’equazione del moto relativistica trovata ¢ quindi I’equazione di Eulero-Lagrange,

in cui la lagrangiana ¢

2
.C:—m,ocah—%—e(gb—v-A). (3.1.8)

La (3.1.8) ¢ la lagrangiana relativistica nel caso non covariante. A

questo punto, una volta trovata la lagrangiana relativistica, si puo sviluppare tutta

la meccanica analitica relativistica .

3.2 Hamiltoniana relativistica non covariante

La meccanica hamiltoniana ¢ un’altra formulazione della meccanica, diversa sia
dalla formulazione newtoniana che da quella lagrangiana, pur partendo perd dai
risultati raggiunti da questa. Lo scopo di questo paragrafo ¢ illustrare il passaggio
dal sistema di n equazioni del secondo ordine di Eulero-Lagrange a un sistema
di 2n equazioni differenziali del primo ordine che costituiscono le equazioni
di Hamilton. Successivamente, grazie ai risultati ottenuti, si potra formulare la

dinamica hamiltoniana relativistica non covariante.

3.2.1 Breve formulazione della dinamica hamiltoniana classica

Nella dinamica lagrangiana le variabili di interesse erano le coordinate lagran-

giane ¢; e le loro derivate ¢; cioe le velocita generalizzate.

Per formulare la dinamica hamiltoniana si introducono le trasforma-
zione di Legendre. Le trasformazioni di Legendre sono trasformazioni delle va-
riabili dinamiche, che coinvolgono sia le coordinate che le velocita e conducono

a delle nuove variabibili ¢; che sono funzioni delle vecchie variabili:

¢ = Gi(q, ).
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Le altre variabili sono quelle che vengono chiamati i momenti coniugati. Per

definizione, i momenti coniugati sono delle funzioni delle vecchie coordinate
e delle vecchie velocita, ottenute dalla lagrangiana per derivazione rispetto alle

velocita:
oL
pi = pi(q, Q. t) = —(q,q. t).
pi = bi(Q, 4, t) aqi(q q.1)
Un’ultima trasformazione riguarda il tempo, il quale ¢ una funzione delle vec-
chie variabili:

t=1(q,q,t) =t.

Le seguenti trasformazioni

N . oL, .

prendono il nome di Trasformazioni di Legendre.

L’idea centrale della formulazione di Hamilton ¢ di formulare 1’equa-
zione del moto, rispetto alle variabili (q,p,t), ottenute dalla trasformazione di
Legendre, anziché le variabili lagrangiane (q,q,t). In questo modo le coor-
dinate p; vengono pensate come indipendenti dalle ¢; e vengono utilizzate al

posto di ¢;.

Osservazione 3.2.1 L’invertibilita delle trasfromazioni di Legendre e sempre
garantita nel caso dei sistemi meccanici naturali, in cui la lagrangiana ha la
forma L =T — U, con un’energia potenziale U che non dipende da . Piu
in generale, se si considera il caso di funzioni lagrangiane pin generali (cioé
non del tipo L =T — U), Uinvertibilita vale se ¢ soddisfatta la condizione di

_ 0°L
nondegenerazione det | ——— | # 0
9GO,

Lo scopo principale di questo paragrafo consiste nello scrivere le equazione
del moto rispetto al nuovo sistema di variabili, utilizzando le trasformazioni di

Legendre.
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Dato un sistema lagrangiano, se L(q,q,t) ¢ la lagrangiana di una

particella, si introduca una funzione H, detta hamiltoniana, definita come
H=pi-G— L= Zﬁi% — L(q,4q.1).

Utilizzando le trasformazioni di Legendre, I’equazione appena scritta assume la

seguente forma:

M =H(q,p,t szql p.t=t)— L(q(@p.t=1),4(q p,1).t=1)
(3.2.10)

A partire da questa equazione si ottengono:

8qk oL 8%
BQZ kZ: a% a(h Z aq}c aQi

S S T2

L

: . 0L
Ricordando che p; = BF —(q,q,t) le precedenti equazioni diventano:
4q;

87‘[_ u - qu 8qk
04 ‘kzlp’“@r qu

5% _ 9qp,
- % Z Pe—==-
—1 Op;
cioe
_37—[ B oL s oH

= = . (& e ‘i'
dg; g b Ipi E
Quindi le equazioni del moto rispetto al nuovo sistema di variabili, che sono il

risultato delle trasformazioni di Legendre, assumono la seguente forma:

g oM

At Op;

a5, o (3.2.11)
dt 0

e prendono il nome di equazioni di Hamilton. Queste equazioni costituiscono
un sistema di equazioni differenziali del primo ordine, nelle 2n incognite p; e

G;, dove la funzione H &la (3.2.10).
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Osservazione 3.2.2 L’interesse principale di questo modo di procedere consiste
nel fatto che le 2n equazioni differenziali cosi ottenute presentano una struttura

molto particolare e simmetrica.

Come conseguenza delle equazioni di Hamilton si trovano le seguenti identita:

@_Z OH.  OH.\ OH _OH
at 0 T an ) T T o

dH Lo oL oL oL oc
T Z(Pi%‘ + Pidi) — Z((g)_qi% + 8_%%) T o

) 7

%

da cui si ricava
dH oL
at ot
o : : oL . dH
Quindi se la lagrangiana non dipende dal tempo, N 0, sihache T 0e

quindi la grandezza fisica espressa dalla Hamiltoniana € una costante del moto.

Con queste premesse, nel prossiamo paragrafo, si determinera 1’hamil-
toniana relativistica non covariante per una particella lentamente accelerata da

campi elettromagnetici, utilizzando come lagrangiana la (3.1.8).

3.2.2 Formulazione hamiltoniana relativistica non covariante

Consideriamo una particella lentamente accelerata da campi elettromagnetici

con carica e e massa mg. L’hamiltoniana di questa particella e:

. v2
%=Zpivi+m002\/1—C—2+e(¢—V-A). (3.2.12)

Osservazione 3.2.3 [n questa equazione compaiono le velocita v;, riferite alle
vecchie variabili. Quello che verra fatto é riscrivere le velocita in funzione del-
le variabili hamiltoniane (q, p ,t). Siccome non c’e possibilita di confusione,

d’ora in poi identificheremo p con p e q con q.

Prima di iniziare, si definiscono momenti coniugati la quantita:

o

pi_ﬁ_vi
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dove L ¢ la lagrangiana relativistica non covariante, espressa nella (3.1.8).

Derivando questa lagrangiana per la velocita si ottiene:

0L moy;
= T

i +eA,. (3.2.13)

V2
==
Da tale espressione si puo ricavare il valore della componente i-esima della

velocita:
Mov;

2
v
1-=

=pi —ed;

2 (p; — eA,
= =4/1— ”—QM (3.2.14)
¢ mo

Nella relazione trovata compare ancora il termine v che va espresso secondo
il formalismo hamiltoniano. Quindi elevando al quadrato entrambi i membri

dell’equazione si ottiene:

o (pi—eA)? vl (pi—edy)?

Svolgendo gli opportuni calcoli, si ottiene la seguente espressione:

s _ (i — A (m + (pi— eA»?) YL Ppi— eA)?

m3 c2m? Amé + 2?:1(291' — eAi)Q'

S clpi — eAy)
\/szg + 30 (0 — eAy)?

v; =

2
. . v ..
Nella (3.2.13) compare il termine 1 — — quindi con la v trovata sopra, la
v? ¢
quantita 1 — — diventa:

2
1 — U_2 —1— Z?:l A (pi — eA;)? —1_ Z?:l A(p; — eA;)? _
¢ leEmi + 30 (s — eA)?] cEmi -+ 30 (s — eAy)?
m?

eAm + 30 (pi — eAi)?
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Con questi opportuni accorgimenti la (3.2.12) diventa:

3 2
H= sz‘(pi —eA;) +m002\/ 1- Z—Q +ep =

9 cmyo

+ mgpc

3
C\p; — BAZ'
= Z(Pz - eAi) (p )
i=1 \/CQW(Q) + Z?:l(pi —eA;)?

> iy clps — eA)® + Pmg
\/02m3 + Zf’:l(pi —eA;)?

Si mette in evidenza la ¢ al numeratore:

+egp = +ep=

3 2. 2.2 3
3 (p — eA.
_ 2in (P — AT g +ep=c c2m%+g (pi — eAi)? +ep =
i=1

\/027713 + 2211(2% —eA;)?

si divide il radicando per la quantita c*m2 e lo si porta fuori dalla radice:

3 A2
1+ Zi:l(pz eAz)

2
= C M, (&
0 CQTR% + ¢
ricordando la (3.2.13), la quantita:
pi — eA; _ Ui
myg 1— ﬁ

Quindi I’espressione dell’hamiltoniana, con queste opportune modifiche, diven-

ta:
2
H=my? |1+ ———— tep=
c? <1 - 3;)
moc?
=|H= ——t ep. (3.2.15)
C2

La (3.2.15) ¢ I’espressione relativistica dell’hamiltoniana non covariante.

VeEmd L (g - eAy)?

_|_






CAPITOLO

4

LA DINAMICA LAGRANGIANA
REIATIVISTICA COVARIANTE

29




30 Capitolo 4: La dinamica lagrangiana relativistica covariante

4.1 Premessa

In fisica si chiamano covarianti o invarianti in forma, delle equazioni la cui di-
pendenza funzionale dalle variabili non viene alterata da una classe di trasfor-
mazioni. Questo significa che se le equazioni sono soddisfatte in un sistema
di riferimento inerziale, allora lo sono in qualsiasi altro sistema di riferimento
inerziale. Lo scopo di questo capitolo & costruire delle equazioni del moto che

posseggano questa proprieta di invarianza rispetto alle trasformazioni di Lorentz.

Ricordando infatti il concetto di invarianza delle equazioni di Eulero-
Lagrange trattato nel capitolo 1, quello che si fara ¢ partire da una trasformazione
di variabili lagrangiane (x,v,t) alle nuove variabili lagrangiane (q,{,t =1) e

costruire la lagrangiana relativa alle nuove coordinate

L(q,q,t=1t) = L(x(q,t),v(q,d.t),t = 1),

cosiche q(t) & soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange associate a £ se
e solo se il corrispondente x(t) & soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange

corrispondenti a L.

4.2 La lagrangiana relativistica covariante

4.2.1 Introduzione

Esempio 4.2.1 Si considera la lagrangiana relativistica per una particella len-

tamente accelerata da un campo elettromagnetico:

.C:—moc%/l—z—j—e((p—v-A) (4.2.1)

Grazie all’utilizzo del teorema del capitolo 1, si puo riscrivere la (4.2.1) effet-
tuando un cambiamneto di coordinate lagrangiane. Il risultato sara l’equazione

del moto in un nuovo sistema di coordinate. Per capire meglio questo concetto,
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si prendano come esempio le trasformazioni in coordinate cilindriche:

;

r = 1Cos ¢
y = rsine (4.2.2)
z2=2z

\
Lo scopo e riscrivere la (4.2.1) utilizzando le seguenti trasformazioni. Questo
possibile perche il passaggio dalle coordinate cartesinate, in cui si conosce la la-
grangiana, a quelle cilindriche ¢ una trasformazione di coordinate lagrangiane.

Le nuove coordinate lagrangiane sono:
41:T7 (j2z¢7 q~3:'za t=1

e sono effettivamente trasformazioni di coordinate lagrangiane perche t =1,
cioe le uniche a subire le trasformazioni sono le coordinate, ma non il tempo.

Derivando le trasformazioni si ottengono:

v? =% + 47 + 22 = (Fcos p — rosin @) + (7sin g + ré cos @) + 22
cioe:

v? = (V1 cos @ — quizsings)” + (Ursin e + Gz cos o)’ + @7 (4.2.3)

Quello che verra fuori sostituendo la velocita di (4.2.3) in (4.2.1), seppu-
re molto complicate a livello di calcolo, ¢ la lagrangiana da cui si ottengo-
no le equazioni del moto in coordinate cilindriche come equazioni di Eulero-

Lagrange.

Con questo banale esempio, si vuole sottolineare come si possono riscrivere le
equazioni del moto rispetto a un sistema di coordinate ottenute da trasformazioni
di coordinate lagrangiane. Lo scopo ¢ sviluppare una lagrangiana relativistica per

cui le trasformazioni di Lorentz sono trasformazioni di coordinate lagrangiane.

Si prendano in esame due sistemi di riferimento inerziali S(Ozyz) e

S'(O'x'y'2"), quest’ultimo si muove rispetto al primo con velocita costante v
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diretta lungo la direzione positiva delle z in modo che z = 2'. Un evento
¢ caratterizzato in S dalle coordinate spazio-temporali (x,v, 2,t). Lo stesso
evento avra in S" coordinate spazio-temporali (z',y’, z',t'). Le trasformazioni

che legano I’evento in S’ e S sono date da:

( v
’ - a2
t = =
2
o T — vt
2 (4.2.4)
c2
y =y
2=z

\

che prendono il nome di Trasformazioni di Lorentz. Le trasformazioni di Lo-
rentz mostrano come il tempo non & piu assoluto, ma ¢ considerato un parametro
relativo al sistema di riferimento scelto, come le coordinate spaziali. Tali trasfor-
mazioni quindi, non sono trasformazioni lagrangiane proprio perchg il tempo ¢’

non ¢ la funzione banale richiesta dal formalismo lagrangiano:

' =t(x,t) #t.

Esempio 4.2.2 Si consideri la lagrangiana relativistica non covariante per una

2
L= —m002\ /1 — U—Q —eFEyx (4.2.5)
c

L’equazione del moto relativa a tale lagrangiana é

particella libera

d mou

dt [{ 2
c2

Si prenda in esame un sistema di riferimento inerziale ' che si muove rispetto

= ¢E,. (4.2.6)

a X convelocita u= (u,0,0) e siconsiderino le trasformazioni di Lorent
'+ ut’

V1—u?/c?

S (4.2.7)
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Se fossero trasfromazioni lagrangiane, grazie all’utilizzo del teorema del capi-
tolo 1 si potrebbe riscrivere la (4.2.5) utilizzando tali trasformazioni. La nuova

lagrangiana sarebbe

£ — g 1 — (v + u)? o '+ ut
(1 + 4 O e
02

Da notare che la nuova lagrangiana ottenuta utilizzando le trasformazioni di
Lorentz ¢ totalmente diversa da (4.2.5) e non fornisce I’ equazione del moto

(4.2.6).

Lo scopo, a questo punto, ¢ sviluppare una teoria relativistica lagran-
giana per la quale le trasformazioni di Lorentz sono trasformazioni di coordinate

lagrangiane.

4.2.2 Rappresentazione quadridimensionale delle trasformazio-

ni di Lorentz

Nella Fisica Classica di Newton-Galileo, il tempo ¢ ¢ lo stesso per ogni osser-
vatore, pertanto per descrivere il moto di un punto materiale in diversi sistemi
inerziali ¢ sufficiente trovare come cambiano le coordinate spaziali (x, vy, z) che
individuano la posizione del punto ad un generico istante ¢. Il problema ¢ tridi-
mensionale e completamente descritto dal vettore tridimensionale

r(t) = (z(t),y(t), z2(t)). Nel caso della Fisica Relativistica, invece, anche il
tempo ¢ dipende dalla posizione in cui esso viene misurato e per poter descrive-
re interamente il moto di un punto, non basta conoscere le sue coordinate spaziali
(z,y, 2) inun dato riferimento inerziale ma si deve anche conoscere il tempo mi-
surato da un orologio che si trovi nel punto di coordinate (z,y, z) nello stesso
riferimento. Se si cambia riferimento, non solo cambieranno le coordinate spa-
ziali ma anche quella temporali. Quindi, mentre la Fisica Classica ¢ tridimensio-
nale, la Fisica Relativistica ¢ quadridimensionale. In particolare, per individuare

completamente la posizione di un corpo nello spazio-tempo relativistico rispetto
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ad una certa origine si dovranno dare quattro coordinate: tre coordinate spaziali

(r,y,2) e unatemporale f.

Un evento spazio-temporale & indicato dalla quaterna (z,y,2,t). E
quindi possibile creare uno spazio quadridimensionale a struttura vettoriale al
quale riferire i fenomeni oggetto della teoria relativistica. Per fare questo con-
viene porre zo =ct, r1 =z, r9 =y € x3 = z. Un evento ¢ quindi indicato
dal quadrivettore posizione x = (xo;z1;x9;x3). Le trasformazioni di Lorentz

diventano di conseguenza:

To — Exl
(‘TO)/ = 1 v2
2
;L Try — %fl)o
() = w2 4.2.8)
(32
($2)/ = T2
(9«“3)' = I3

A questo punto per descrivere il moto di un punto materiale occorre avere un
parametro s che sostituisca il tempo e deve essere invariante rispetto alle tra-
sfomazioni di Lorentz. Questo parametro non ¢ altro che il tempo proprio 7
tale che per ogni legge del moto del punto, x(t), la corrispondenza tra 7 e t
¢ biettiva
T4t

e di conseguenza ogni legge del moto puo essere espressa come x(7) anziche
x(¢(7)). Una volta introdotto il concetto di quadrivettore, si pud definire la

quadrivelocita w = (wp, wy, we, w3) come:

dZEQ dl’l dl’g dIg " N
wy=—/——, W) = —F—, W9 = ——, w3 =—— C€Oon Ig= ct, Clo€:
dr’ dr’ dr’ dr ’

dx 1

E:—:

dr W[C Uz, Uz gy
Queste opportune introduzioni individuano il sistema di coordinate adatte a for-

mulare una teoria covariante. Le coordinate lagrangiane saranno pertanto le

coordinate (x,w,7), percio la lagrangiana relativistica covariante sara la fun-
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zione

L(x,w,T) (4.2.9)

tale da soddisfare le equazioni di Eulero-Lagrange '

(don oL
dr dw, O,
doL_ oL
dr Owy 019
4 if)_L - 8_L (4.2.10)
dr Ows 0wy
doL_ oL
L dT Owy O

4.2.3 Formulazione della lagrangiana relativistica covariante

Si consideri una particella di massa mq e carica e, lentamente accelerata da un

campo elettromagnetico. L’equazione del moto di tale particella e:

d . ) dA,
O M0 g = De(p—v-A) - et

dt \/—_7_5 O

Come gia detto ad inizio capitolo, I’obiettivo principale ¢ riscrivere 1’equazione

(4.2.11)

del moto in forma covariante. In sostanza questo si traduce nel cercare la lagran-
giana che soddisfa tale condizione di covarianza. Le equazioni (4.2.10) come ¢
stato gia detto,sono costituite da una componente spaziale e da una componente
temporale. Per questo motivo, il modo di procedere per trovare la lagrangiana
covariante si divide in due parti: una prima parte dedicata alla formulazione del-
I’equazione per la parte spaziale, e un’altra per la parte temporale. Con queste

opportune precisazioni, si pud iniziare a svolgere la prima parte del problema.

Parte spaziale. Ricordando la seguente relazione

a1 4.2.12)

dr 02
T2

'Da notare che le prime tre equazioni rappresentano le equazioni per la componente spaziale,

invece I’ultima per la componente temporale.



36 Capitolo 4: La dinamica lagrangiana relativistica covariante

il primo step da eseguire ¢ quello di riscrivere la (4.2.11) rispetto alle nuo-

ve variabili, percio si moltiplica a destra e a sinistra la (4.2.11) per (4.2.12)

dt (d mov, \ _dt [0 dA,
d_T(E 1_ﬁ>_d7<8w[ elo—v Aﬂ_edt)

ottenendo:

. d v, 0 [ e( o v-A )} 1 dA,

0 ——— = |~ - —e————

dr 1_16,_; ox \/_Z_; \/_Z_j /1_Z_§dt
(4.2.13)

A questo punto, introducendo il quadripotenziale:
A = (¢/c,A) = (A, A)

e ricordando la definizione di quadrivelocita, I’equazione (4.2.13) diventa:

. d v, 0 [ e( co v-A )] edAgg:
0 —— = |~ — —e—
dr /1_10,_; Ox c\/l—Z—j \/1_72_; dr
d 0 d 0
= Mo Wy = %(—e[wDAo —w-AJ]) — e%@wm (w-A) (4.2.14)

5} d 0

. d .
Siccome _eﬂawx (w-A) &uguale a ~ 3 0w, [—e(woAg — W - A)] e defi-

nendo Ly = —e(wgAp —w-A), la (4.2.14) diventa:

d oLy, d 0
mo—wWy; =

dr o dr Ow, Lo 4.2.15

Come gia si evince da questi primi calcoli, il ragionamento che si sta seguendo
¢ simile a quello usato per le lagrangiane trovate nei capitoli 2 e 3. Quindi
seguendo la stessa linea logica si pone [; = %mo(wi + wj + w?), percid la
(4.2.15) di conseguenza avra la forma:

don 4oL oL
dr dw,  drdw, Oz’

(4.2.16)

. oL . .
Siccome d_l = 0 puo essere aggiunto al secondo membro di (4.2.16) senza
T

alterarne 1’equazione:

d (9L1 d 8L2 8L2 + 8[/1

drow, drow, oz | oz
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d O(Li+Ly)  O(La+ Ly)

dr  Ow, or

L’equazione appena trovata ¢ 1I’equazione di Eulero-Lagrange in forma covarian-

te per la parte spaziale, con lagrangiana:

1
L= §mow W —ew o) A, 4.2.17)

Parte temporale. Si definisce quadrimomento la quantita

dx me mv

B:mE - <\/1—v2/027 V1—v2/c?

dove la prima componente ¢ la parte temporale del quadrimomento, mentre la

) = (po, P), (4.2.18)

seconda ¢ la parte spaziale del quadrimomento. In particolare la componen-
te temporale del quadrimomento viene identificato come la generalizzazione

relativistica dell’energia cinetica

E MoC>
Po= —
c

c/1T— 02/
Un risultato molto importante ¢ che anche nella dinamica relativistica vale il

teorema delle forze vive, il quale mette in gioco la parte temporale del quadri-

momento, OVVEro.

Teorema 4.2.1 La variazione dell’energia cinetica relativistica di un punto ma-
teriale nell’intervallo [ti,t5] e uguale al lavoro compiuto dalla forza di Loren-

1z.

Dal risultato di questo teorema, se si considera il moto di un punto materiale

nell’intervallo [t;,t3], si ottiene:

et et [,
V1=02(ta) /2 /1 —0v2(t))/c? ¢

differenziando tale equazione:

1

2

d—20C  _pp.dx
V1—v?/c?
e dividendo per dr si ottiene:
d  myc? dx

=

& e R, 22
dT,/]_—UQ/CZ L dr
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N d c _ ¥ dx N
Cmod 1/1—"02/62 L dr
dwyg dx
= —=FL - — =

“imo dr L dr
d 1

Mo _ ZF . w (4.2.19)
dr c

che rappresenta un’equazione relativistica del punto materiale. Tale equazione
coinvolge la parte temporale della quadrivelocita. Quello che si dovra fare ¢

riscrivere questa equazione nella forma

oL _ oL
dT@lUO N 81’0.

1
Quindi partendo da (4.2.19) si puo definire L; = gmowg, quindi la (4.2.19)

diventa
dol, F-w e v
— = = - -(E AB
dt Jwg ¢ ¢ /1= 02/ (E+v )
cioe:
d 8L1 €
— = —(w, E, E s 4.2.20
dr dwy, ¢ (w by ) ( )

Sostituendo ai campi 1’espressione dei suoi potenziali, il secondo membro di

(4.2.20) assume la forma:

e (w 0¢ 09 0¢ 0A, 0A, 0A, )

p % + wy—y + wza + cw, Er + cwy Bz, LANE CW,—— 2y
_ d/c ¢/ c ¢/ 04y 0A.\
- e( vor Moy TWpr TV 8x0+wy8x0+wzaxo -

0Ap 0Ap 0Ap 0Ap 8A0 0
— T —_— 2~ S A‘
e( ox + iy oy tw 0z o 0xg T d:cO * o oxg (w- ))
(4.2.21)
Ag 04 DAy DA,
or oy dy T+ 0z — o

I’equazione (4.2.21) diventa

¢ uguale a d—AO uindi
org & dr q

La quantita: w,

dAo 0 8A0
—e— — p—— A
e d e LO(W )+€’£U08 0

In sostanza si ottiene

w-A)— e g + ewy B0

T PR
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cioe:
d 0 )
L A A 4.2.22
i 8w0[ 1 te(wey A) = Dy ——(ew ey A) ( )
. 0L, . . .
Siccome T 0, anche in questo caso puo essere aggiunto al secondo mem-
Zo
bro di (4.2.22) senza alterare I’equazione:
d 0 9]
EO_QUO[Ll—i_e(W.M A)] (DIO(L1+6W.M A)
cioe
d o0 1 o 1
dT8 0[ moWw, +€(W L3Vs A)] 81’0( m0w0+ew L3Vs A)

L’equazione appena trovata ¢ I’equazione del moto in forma covariante per la

componente temporale, con lagrangiana:

1
L= émowg +e(wey A).

Ricapitolando

d 8 1 a 1
dr 811)0[ mowo +e(wey A) = O 0( mOwo +ewey A) (4.2.23)

¢ I’equazione per la componente temporale, e

d o 1 o1
dr dw, "oV W el en Al = 7(5

mow - w —ew oy A)  (4.2.24)

¢ I’equazione per la componente spaziale. Da notare che sono state trovate due
lagrangiane, precisamente una per la componente spaziale € una per quella tem-
porale, ognune relative ad un’equazione del moto. Sebbene i risultati ottenu-
ti soddisfano appieno il criterio di covarianza, ¢ consigliabile avere un’unica
espressione del moto e quindi un’unica lagrangiana che racchiuda la componen-
te spaziale e temporale di (4.2.10). Con i seguenti stratagemmi matematici si

puo arrivare a questo risultato.

Si moltiplica per (—1) la (4.2.23) ottenendo:
d 0 1 g, 1

ano[ 2mowo —c(wey A)] = Do (—Emowé —ewey A),  (4.2.25)

1
Si aggiunge al primo e al secondo membro di (4.2.25) la quantita §mow - W

d o0 1 1 0 1

dr awo[ mow - W — szU)O - P(W o\ A)] axo( mow - W — moﬂ)g — EW o)/ A)

2
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e in maniera analoga nella (4.2.24) si aggiunge al primo e al secondo membro

. 1
la quantita —§m0w§:

d 0 1
dT Ow,

2 2 Oz 2 2

Con questi artefizi matematici, le due equazioni risultano essere uguali e percio

1 1
[——mowd + —mew - W — e(W o3y A)] = — (—=mowi + ~mew - W — ew o3; A

d o 1 o, 1

anx[ 2 2 or' 2 2

1 1
——mows + =MW - W — e(W oy A)] = ——(—=mowi + MW - W — ew o5y A

)

¢ considerata I’equazione del moto in forma covariante con lagrangiana relativi-

stica covariante:

1
L= —§m0ﬂ oy wW—cwe, Al (4.2.26)

Si ricorda che un’equazione ¢ covariante rispetto a determinate trasformazioni
se mantiene una sua struttura formale; pili precisamente se tutti i suoi termini
covariano, cio¢ variano secondo le stesse leggi di trasformazione. Nel caso di
equazioni di Eulero-Lagrange, la loro covarianza significa che le nuove equazio-
ni differenziali del moto, ottenute tramite una certa trasformazione, mantengono

una struttura lagrangiana.

4.3 Hamiltoniana relativistica covariante

Nella formulazione della dinamica Hamiltoniana non covariante, le trasforma-

zioni di variabili utilizzate erano le trasformazioni di Legendre:

. ) oL ]
pi = Di(q,q,t) = F(q, q,t) (4.3.27)

A partire da queste trasformazioni di variabili si sono ricavate le equazioni del

moto, note come equazioni di Hamilton, rispetto al nuovo sistema di variabili.

Quello che si andra a fare di seguito ¢ trovare I’equazione di Hamilton

in forma covariante, utilizzando 1’Hamiltoniana relativistica covariante.
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Le coordinate lagrangiane per la costruzione della dinamica covariante
sono state (x, w,7), definite precedentemente. Anche in questo caso per I’Ha-
miltoniana covariante si adoperera un cambio di variabili, che condurranno a
delle nuove variabili che saranno funzioni delle vecchie variabili (x,w, 7), in

particolare:
.

Go = Go(X, W, T) =z,
oL

Wey

(x,w,T) (4.3.28)

Po = Da(X, W, T) =

s=s(x,w,7)="T

\

dove la funzione L(x,w,7) & lalagrangiana relativistica covariante (4.2.26) e
la funzione p,(x,w,7) &il quadrimomento relativistico covariante p, = [po, p),

con

oL c___ 9

Po = = —MoWqo — eAO = —My—F—= — €— (4329)
owy c

parte temporale del quadrimomento, e

oL
pl_a’wi

= mow; + €A4; (4.3.30)

parte spaziale del quadrimomento.

Ricordando come ¢ definita I’Hamiltoniana canonica, 1I’Hamiltoniana

relativistica covariante & data da:

1
H =) pata + 5mow ey W+ ew o1 A. 4.3.31)

Esplicitando la sommatoria, la (4.3.31) diventa:

1 1
H = powy + pjw; + §m0w8 — Emowf + ewgAg — ew; A;. (4.3.32)

Ricordando la definizione di quadrimomento covariante, in particolare la (4.3.30)

e (4.3.29), la (4.3.32) diventa:

1 1
H= —mgwg — eAowoy + mowf + eAw; + §m0w§ — émowf + ewpAg — ew; A; =

1 1
= H = —§m0w§ + ZZ: §m0wi2
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e quindi

H = —%(E o1 W). (4.3.33)

¢ I’espressione della Hamiltoniana relativistica covariante.

Dalla (4.3.29) siricava

—po—eA
A (4.3.34)
mo
e dalla (4.3.30) siricava
—eA,
w, = B4 (4.3.35)
myo

quindi sostituendo questi valori in (4.3.33) si ottiene:

2 A2
H = _M + Z M‘ (4.3.36)

2my 2my

Tenendo conto della (4.3.36), le equazioni di Hamilton in forma covariante

SOono:

?H =_P0+€Ao +ZP¢—€Ai =%
OPa mo mo dr
o _ o _

97~ g aAi _ dpa
Ige  Oxe Mg

mo ()La dr
(4.3.37)




